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Auxiliar 6: Variables Aleatorias

Definicién 1 (Bernoulli). Experimento tiene s6lo dos posibles
resultados: Exito con prob. p € [0,1] y falla con prob. 1 — p.

Definiciéon 2 (Binomial). Una v.a. binomial cuenta la canti-
dad de éxitos en n experimentos independientes, cada uno con
prob. de éxito p € [0,1] y 1 — p de fallar.

L] RX = {O,l,...,n}
» E[X]=np
= Var[X] =np(1—p)

Definicién 3 (Geométrica). Se realizan experimentos inde-
pendientes consecutivos, cada uno con prob. de éxito p y de
falla 1 — p. Una v.a. geométrica representa el ntiimero del ex-
perimento donde se obtuvo el primer éxito.

= Ry ={1,2,.} =N
_1-p

- E[X]

Probabilidades de variables aleatorias discretas.
Bernoulli Bern(p)
PX=1)=pyP(X=0)=1-p
Binomial Bin(n,p), para k € {0,...,n}
P(X =k) = (p)p*(1 —p)"* —7
Geométrica Geo(p), para k € {1,2,...}

POCER= ot
Poisson Pois(\), para k € {0,1,...}
k

e M
P(X =k) = —

Definicién 4. Dada una v.a. X y k € N, le llamamos Momen-
to de orden k al valor esperado de X*

= E[X*]

Definicién 5. Dada una v.a. X y t € R, se define la funcién
generadora de momentos de X como

M(t) = E[e'¥]

Al derivar M(t) se pueden generar todos los momentos de la
va. X.

P1. Dada una variable aleatoria no negativa X, decimos que tiene la propiedad de perdida de memoria si se cumple que

P2.

P3.

Vs,t > 0,P(X >t+s|X >t) =P(X > s)

Demuestre que las variable aleatoria geométrica tiene la propiedad de pérdida de memoria.

La adivina Solanda Yultana quiere demostrar su poder predictivo proponiendo el siguiente juego a las personas que tienen
exactamente dos hijos (de cualquier sexo). Ella les hace la pregunta “Dime el nombre de una hija tuya”. Si la persona
responde “No tengo hijas” entonces no hay nada que adivinar y se acaba el juego sin un ganador. En cambio, si responde
un nombre, Solanda intenta adivinar el sexo del otro hijo o hija. Si acierta, la persona le da $1000 a Solanda y si no
acierta, es Solanda quién entrega $1000 a la persona. Si Solanda en realidad siempre dice “tu otro hijo es un hombre”,
jcudl es la ganancia esperada de la adivina en cada adivinanza? ;Y su varianza? (Suponga que para todas las personas
de dos hijos la probabilidad de que cada hijo sea de sexo masculino es 1/2 independiente del sexo del otro hijo).

Los gastos mensuales en la entrega de un producto que sigue la variable aleatoria X, con fgm dada por ¢x(t)

t
— 63(6 —1)’

viene dados por G(X) = X? + X — 1. Calcular la esperanza de los gastos mensuales.
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P4. Considere X v.a. discreta tal que:

a
b
c
d

Qué condiciones debe satisfacer 87
Determinar la constante k.
Encuentre el valor mas probable para X.

Considere ¢t € (0,1), r € N calcule P(X > r 4+ t|X > r).

L D

Propuesto para practicar

(& vl g

Calcule la probabilidad de que la matriz sea invertible si Y ~ geom(p)

Propl Sea la matriz

Prop2 Sea X: Q — N v.a. con X Geom(p).

A

a) Pruebe que X ~ Geom(p) (i.e. P(X = n) = p(1 — p)"~! para todo n > 1) ssi P(X > n) = (1 — p)"~! para todo
n € N.

Para las siguientes partes, sean 0 < p,¢ < 1y X,Y: Q — N v.a’s independientes con X ~ Geom(p),~ Geom(q).
b) Encuentre P(Y = X + 1)

¢) Sea Z = min X,Y. Demuestre que Z Geom(s) para algin s, jcual es el s?
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P1. Dada u iable aleator negativa X, decimos que tiene la propiedad de perdida de
}V ) .t G0 Vst > 0,P(X > t+ /X > t) = /FAN- Cl

Demuestre que las variable aleatoria geométrica tiene la propiedad de pérdida de memoria.
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P2. La adivina Solanda Yultana quiere demostrar su poder predictivo proponiendo el siguiente juego a las personas que tienen
exactamente dos hijos (de cualquier sexo). Ella les hace la pregunta “Dime el nombre de una hija tuya”. Si la persona
responde “No tengo hijas” entonces no hay nada que adivinar y se acaba el juego sin un ganador. En cambio, si responde
un nombre, Solanda intenta adivinar el sexo del otro hijo o hija. Si acierta, la persona le da $1000 a Solanda y si no
acierta, es Solanda quién entrega $1000 a la persona. Si Solanda en realidad siempre dice “tu otro hijo es un hombre”,
jcudl es la ganancia esperada de la adivina en cada adivinanza? ;Y su varianza? (Suponga que para todas las personas
de dos hijos la probabilidad de que cada hijo sea de sexo masculino es 1/2 independiente del sexo del otro hijo).

¥5.10 Jiee 7 N:O“ oHt:J,qr

(/ Pl sic ZHenbns
}/maere.: o 4 1

Fe \‘)O’VT/‘ onbe  de 4 M

2rsamv 5 Ne Jiet = A_“"l el 0¥\
4l bm-vnc'ar

erwq s Jew =S 7‘\4)7' & A vt

Srs<q / {oor gt
- fooe M

E’ W"‘J‘é .S‘C’\pf‘ e e o Wb

é.q wANCa @S feca X



E(x) X # Caunein
/Rx = {lm 0, 1eos |

WX = /a) ;;— (Des AJ4Y>
Rix= °) - 1 /Do bigs)
(Xam) = L)

Il ﬂ/(Pfx 24)

g9

E{X)3:§®) 4, 0-/~<_ (o0, L
! U >
s(aoolé.d

Var () E (1x-Ec)°)
)X(



= E(Xl) - E<f
E(5) =%

F (5x)= 6 F(x) )"'c“”
Fe-) = Eo

P 8

E(b(x)) -—z b[k) /%)c-f/()
KeRx

F( <) =ﬁKZP(x=K)
SN S

f)/,“\(x) s FG&) - 260 °
Erst) = Coen) A 4 Gon) L
THTITIE

= feso .

= z250°. 12

¥3
/73



Vac(s0) = wl((Z"()










T_
"’3€~Z€M 1] -(3C7ﬁ/{>

Vo 302 2 g, )

po - (& = Ect)

= Elpen) = €+ %- (=



P4. Considere X v.a. discreta tal que:

a) Qué condiciones debe satisfacer 37 1' )‘ (‘“‘"rJ'
b)Dtnnrl nstante k. Tgr‘-‘"
)E(ueteelv] s probable para X.

d) Considere t € (0, 1) € N calcule P(X > r+t[X > 7). & P()(.)}")
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Propl Sea la matriz
A_ Y 1
- o\2 v-1

Calcule la probabilidad de que la matriz sea invertible si Y ~ geom(p)
A = —’45 (i ") ‘/ =

P(A ‘avedie ) = /7 /Jc‘_(A) 440)

AT /o © Y(rn-2+#0
roy-2# o
p(417A) 40) = (- Plurcd <o)

D ddA) 0> Y y7 20

y=(£|[1+84,
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Prop2 Sea X: Q — N v.a. con X Geom(p).

{\ a) Pruebe que X ~ Geom(p) (i.e. P(X = n) = p(1 — p)"~* para todo n > 1) ssi P(X > n) = (1 — p)"~! para todo
neN.
Para las siguientes partes, sean 0 < p,¢ <1y X,Y: Q — N v.a’s independientes con X ~ Geom(p),~ Geom(q).
b) Encuentre P(Y = X +1)
Sea

Z =min X, Y. Demuestre que Z Geom(s) para algin s, jcual es el s?
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