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SOLUCION CONTROL # 2

1. Sean Xi, Xo,..., X, va iid con ley normal N(u,1). El objetivo del ejercicio es desarrollar el TRV
de nivel @ para Hy: p =0 vs Hy:|u] > pg > 0, donde p; es conocido.

(a)

(1 pt.) Especifique X, ©, 0, 0

Solucién: Puesto que trabajamos con una muestra de va normales, de tamano n, el espacio de
las observaciones es X = R™. El parametro desconocido es u, que puede variar, en principio,
en todo R. Sin embargo, considerando las hipotesis Hp : p =0y Hy : |pu| > p1 > 0, resulta que
Oy = {0},@1 = (—OO, —,ul] U [,ul,oo) y O =0yU0O;.

(2 pts.) Compruebe que A(x) del TRV puede escribirse como

—nu2 2
)\(X) =¢ nul/Qenult]{tSM} +e" /2]{t>u1}’

donde t = |z|. Indicacion: para calcular el supremo en ©; se sugiere considerar los casos
2| >, 0< T <y —pn <2 <0.

Solucion:Para calcular A(x) se requiere tener los supremos sobre Oy y 0. Dado que Oy = {0},
basta tomar la verosimilitud con p = 0. Es decir, siendo

L) = Ke 3 Siaten?
la funcion de verosimilitud (en general), se tiene

1 n 2
sup L(p,x) = L(0,x) = Ke™2 2i=17
HEOQ
donde K es una constante apropiada. Por otra parte, para el supremo en ©1 consideramos los
casos siguientes:
i. |Z|] > p1. Sabiendo que el méaximo de la verosimilitud se alcanza en p = Z y que T esta en
©1, entonces

sup L(p,x) = L(z,x) = Ke 2 Zimi(#i—2)?
HEO]

M) = sup,ce, L1, x) _ e _ e
Sup,u,é@o L(M7X) ’

donde t = |Z|.

ii. 0 <z < pp. En este caso T esta del lado positivo y, dada la forma de la verosimilitud
(como funcioén de p), para maximizar conviene acercarse lo mas posible hacia z, de manera
que el 6ptimo se encuentra en pq. En tal caso (notando que aqui t = )

sup L(p,x) = L(p1,x) = Ke~ 2 Zim@imm)?
M€@1

Ax) = SUPpcey LULX)  _3(s (@m0, 02) _ (@) _ pBum(2imi),



iii. —p1 <% < 0. Ahora Z esta del lado negativo, de manera que el éptimo lo encontramos en
— 41 y tenemos
1 n
sup L(p,x) = L(—p1,x) = Ke™ 2 T (@itu)?
M€@1

Entonces,

Ax) = Supyce, L(k%) o3 (T @itm)? = a?) _ B (=22—pm) _  Bm(2t—pm)
sup,ee, L1, %)

Los célculos anteriores muestran que A(x) tiene la forma
A) = e "M gy P Ty,
(c) (2 pts.) Muestre que el TRV tiene region critica de la forma
R={zeX||z| > kq}.

Solucién: De la parte b) podemos concluir facilmente que A(x) es funcion creciente de t, por
lo tanto, la region critica tiene la forma indicada, puesto que \(x) > k < |z| > K.

(d) (1 pt.) Determine k, en términos de ® (funcion de distribuciéon de una va N(0,1)).
Solucién: Para calcular k, usamos que, bajo Hy, X se distribuye como N(0,1/n). Resolvemos

PlIX| > ko] = PIVAIX| > vika] = 2(1 — ®(v/ka)) = o,

obteniendo 1
e
]
“ 2
donde ® denota la funcién de distribucién de una va N(0,1) y ®~! su inversa.
2. Sean X1, Xs,...,X, v.a. independientes, normales con varianza comin o2 conocida. Suponga que
E(X1)=py E(X;) =AE(X;-1),i=2,...,n, donde u € R es el pardametro desconocido y A > 0 es
una constante conocida.

(a) (3 pts.) Considere como densidad a priori m(u) la normal N(0,1). Calcule la densidad a
posteriori de y y los estimadores de Bayes para p y u?.
Solucién: Las X; tienen ley normal N(uA~! 1) de donde obtenemos (siendo K constante
positiva que puede cambiar en las distintas lineas y sirve para que la densidad integre a 1)

f(X | M) — .[(67247L2 Z?=1(xi7u>\i—1)2

2

y m(p) = Ke~'=. Por lo tanto,

2

f(M ‘ X) = K(B*ﬁ Y (wi—pX )2 A
= K@_ﬁ(lﬂ (02"‘2?:1 )\2h2)—2ﬂ i l’i)\i—l)

e DS 22y i=l win !
= Ke 202 oZH s AT

= Ke 3z (W 2mt0?)

_ Koy

)



2 o2 D T ¥ U .
donde 74 = Ty e Y V= W Por lo tanto, la densidad a posteriori f(u|x) es

normal N (v, 72).
Respecto del estimador de Bayes sabemos que es la esperanza a posteriori. Asi resulta que
i = E(u|x) = v y el estimador de Bayes de p? es E(u?|x). Para calcular esta tltima

esperanza notemos que una v.a. N(v,72) tiene la misma distribuciéon que 72 + v, donde Z es
N(0,1). Por lo tanto

E(p?|x) =E((rZ + v)?) = B(t%Z% + 2vrZ + v?) = 7% + 12

(b) (3 pts.) Suponga ahora que 7 es la densidad a priori impropia, dada por w(u) = 1,u € R.
Muestre que existe y calcule la densidad a posteriori f(u|x). Obtenga los estimadores MAP y
de Bayes para p.

Solucién: En este caso trabajamos como en el apartado anterior pero con 7(u) = 1. Tenemos

entonces
flplx) = Kvefm%2 S (@wi—pAiTh)?
= Ke_ﬁ(lﬁ S AFTR2u 3T wi/\ifl)
DT iy (F WPy LT
= Ke 2% W2t e
o a2 men?)
1 2
= Ke z20v) 7
donde 2 n B
)\
D B = A
B s 2i-2° o n %2 °
Zi:l A= Zi:1 A2

De lo anterior se desprende que f(j|x) es N(v,72) y, por lo tanto, dado que la densidad normal
alcanza su maximo en la esperanza, resulta que ip = fipsap = V.

3. Una persona desea comprar 1 Kg. de queso en laminas, c/u de las cuales pesa 50 grs. Debido
al proceso de fabricacion, algunas de estas laminas (6) tienen buen sabor y otras no. Un lamina
de buen sabor sirve para un sdndwich que al venderse produce una utilidad p y una de mal sabor
producird una pérdida ¢, por la necesidad de indemnizar al cliente afectado y por el queso perdido.
Para decidir su compra, la persona escoge una lamina al azar y la prueba. El resultado del test es el
sabor, bueno o malo, de la lamina que prob6. Ocurre que para probar una lamina, la persona debe
cancelar su valor, que asciende a r. El problema consiste en decidir de manera racional si compra o
no el Kg. de queso.

(a) (1 pt.) Detalle los elementos que caracterizan este problema de decisién: estados de la natura-
leza, conjunto de decisiones, v.a. observada, funcién de pérdida, etc.
Solucién: El conjunto de estados de la naturalezaes © = {0, 1,...,20}, donde 6 € © representa
el ntmero de laminas sabrosas en el Kg. de queso. El conjunto de decisiones es D = {0, 1},
donde 0 representa la decisiéon de no comprar y 1 la de comprar el Kg. de queso. La v.a.
observada es el estado X de la lamina probada. La v.a. X toma valores en X = {0,1}, donde 1
indica que la lamina probada era buena y 0, lo contrario. La funcion de pérdida estd dada por

L(d,0) =17+ d(q(20 — 0) — pb).

(b) (1 pt.) Escriba las posibles reglas de decision en este problema.



Solucién: Las posibles reglas de decisién son todas las funciones entre X y D, que son 4;
d1(z) = 0,Vx, equivalente a no comprar, cualquiera sea el resultado de la prueba; d2(x) = 1, Vz,
equivalente a comprar, cualquiera sea el resultado de la prueba; d3(0) = 0, d3(1) = 1, equivalente
a comprar si y solo si la prueba es satisfactoria y finalmente, d4(0) = 1,04(1) = 0, equivalente
a comprar si y sélo si la prueba es insatisfactoria.

(2 pts.) Suponga que 7 = 2,p = 4,q = 6. Calcule los riesgos asociados a todas las reglas de
decisién y determine reglas admisibles e inadmisibles.

Solucién: Con los valores dados, tenemos
L(d,0) =2+ d(6(20 — 0) — 40).

El riesgo de una regla ¢ se define como Ry(d) = Ey(L(6(X),6)). Para las reglas definidas
previamente tenemos,

Ry(61) = Eg(L(61(X),0)) =Eo(L(0,0)) =1 =2,

Ry(62) = Eg(L(62(X),0)) = Eg(L(1,8)) = 2 + (6(20 — 6) — 46) = 122 — 106,
Ry(d3) = L(0,0)(1 — %) + L(1, 9)2% =2(1— %) +(246(20—0) — 49)%.

Agrupando términos, obtenemos,
Ry(d3) =2+ 660 — 62/2.

Finalmente,

Ro(64) = L(1,0)(1 %) + L(O,G)Q% (24 6(20 — 0) — 40)(1 - %) + 2%.

Agrupando términos, obtenemos,
Ro(64) = 122 — 160 + 62 /2.

Una regla § es admisible si no existe ninguna otra regla que la domine, en el sentido de tener
riesgo uniformemente menor. Podemos graficar las funciones de riesgo para constatar que todas
las reglas son admisibles. Notamos que todas las funciones de riesgo se cruzan en el punto de
coordenadas (12,2) y podria parecer que d4 es inadmisible, sin embargo, los riesgos de d4 y 93
se cruzan ademaés en el punto de coordenadas (10,12), lo cual significa que d4 es mejor que d3
en el intervalo ]10,12[, cuya interseccion con © es {11}. Justamente en este punto tenemos
R11(53) =75> R11(54) = 6.5.

(2 pts.) Considere en (iii) una probabilidad a priori uniforme, en el conjunto de valores posibles
de 6 y determine la correspondiente solucién bayesiana del problema.

Solucién: Sea

i 20 L
R(8) = Ry(6)m(0) = 51 > " Ry(6)
=0 6—0

el riesgo bayesiano de la regla §. Para §; tenemos evidentemente, R(51) = 2. Por otra parte,
R(82) = 22, Rs, = —19/3 y R(64) = 91/3. Concluimos que la regla de Bayes es d3, lo cual es
intuitivamente aceptable.



