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P1. Considere la EDP con las siguientes condiciones de bordes e iniciales (P):

a)

u 0N

w-ﬁ-e@:O,V:ﬂE(O,L),t>O
(Ot)*@(Ot)*OCB nr=0
u(0,8) = 55(0,t) = en r =
0?u
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u(z,0) = f(x) CI para u
ou

ou
a(m,O) = g(z) CI para 5 <

Usando el método de separacién de variables de la forma u(x,t) = X (x)T'(t), pruebe que para resolver
el problema anterior debe encontrarse la constante a € R tal que el siguiente problema (P’) tenga
solucion no trivial:

aX(z)+ X% (z) =0, Vo e (0,L)
X(0)=X"(0)=0CBenz=0
X(L)=X"(L)=0CBenz=1L

Pruebe que si a = 0, la tnica solucién del problema (P’) es X =0

Multiplique la EDO del problema (P’) por X(z) y luego integre por partes para probar que toda
solucién de (P’) satisface que:

a /0 " X2(s)ds + /0 " ()2

Use la relacién anterior para probar que si a > 0 la tinica solucién es X = 0

Segun los resultados anteriores, el problema tiene soluciones no triviales cuando o < 0, haga el cambio
—a* = a, con a > 0 y resuelva el problema (P’) encontrando una solucién no trivial.

Hint Recuerde que la solucién de la EDO del problema (P’) es de la forma:
X (x) = Acosh(ax) + Bsinh(ax) 4+ C cos(ax) + D sin(ax)

Use las condiciones de borde para encontrar el valor de las constantes y pruebe que Dsin(ax) = 0,
con esto concluya que las soluciones no triviales se obtinen cuando a = a,, con n € Nx, especificando
quién es a, y Xp(z).
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f) Para cada a,, resuelva la ecuacién del tiempo y pruebe que la n-sima solucién del problema (P), es
de la fomra: S

Un(x,t) = [Ay cos(wnt) + Bplw,t)] sin(a,x)

donde debe especificar el valor de w,, en terminos de a, y datos del problema.

g) Indique cudl es la solucién del problema (P) para las condiciones iniciales:

4

f(z) = b5sin <L>

g(x) = —Tsin (T)

h) Considere el caso general, donde f(x) y g(x) se pueden expandir en serie de Fourier de senos en [0, L].
En es te caso, escriba la solucién formal u(x,t) del problema (P) como una serie, escribiendo una
ecuacién que premita calcular A, y B,, en funcién de f,g.

i) Escriba la solucién formal para el caso de f(x) = 2(L — x) y g(x) = 0. Debe calcular los coeficientes.
w i),
P2. Resuelva la ecuacion de Schrodinger con condigién inicial: r"’P‘ ’
iug(t, ) + Uge(t,z) =0
u(0,2) = f(z),t >0, z€R

Donde las funciones u : [0,00) x R — C, f : R — C son integrables en la variable x.

Propuestos

Propl. El objetivo de este problema es calcular la antitransformada de Fourier de la funcién g(s) = e*i(as)a

para ello siga el siguiente esquema:

a) Encuentre una ecuacién diferencial lineal de primer orden para g.

b) Sea f(z) = §(z), es decir, f es tal que f(s) = g(s). Utilizando adecuadamente las relaciones entre
derivadas y transformadas/antitransformadas de Fourier, encuentre una ecuacién diferencial lineal
de primer orden para f.

¢) Resuelva la ecuacién en términos del valor de f(0).

d) Calcule el valor de f(0), para ello le pueden resultar utiles las integrales de Fresnel:

/OO cos(xQ)dx = /OO sen(xQ)d;n _ T

0 —oo 2
. . 1—1 ia?
e) Concluir que la antitrasformada es f(x) = €1a?

2
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Resumen
Recuerden que la transformada es lineal
1. f(s) @ = [ e T frgla) = [ fs)glo— s
2 §(0) = / 57 g 5)ds 8. Fg(s) = v2rf(s)3(s)
| 9. f(x —w0)(s) = e f(s)
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4. fR)(s) = (is)* f(5s) . 1 /s
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/(@) 7(s)
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1 21
4| ——, a>0 —_eall
a? + x? ¢ \/;
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Serie de Fourier
Sea f :
{ai}io, {bj}}2

° ; tales que:

[—T,7] — R. Diremos que f admite un desarrollo en Serie de Fourier en [—T,7T] si existen escalares

+Z [am:os( T )—i—b sin (n’;r—x)], Vo e [=T,T]

an = T/Tf(x)cos (7_> dz, bn:;,/:_f(ac)sin (T) dx



P1. Considere la EDP con las signientes condiciones de bordes e iniciales (P):
u " 2()4 u
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a) Usando el método de separacién de variables de la forma u(z,t) = X (2)T'(t), pruebe que para resolver
el problema anterior debe encontrarse la constante a € R tal que el siguiente problema (P’) tenga
solucién no trivial:

aX(z)+ XW(z) =0, Vz € (0,L)

=’ ﬂ X(0)=X"(0)=0CBenz=0
#0 X(L)=X"(L)=0CBenz=1L

b) Pruebe que si o = 0, la tinica solucién del problema (P’) es X = 0

¢) Multiplique la EDO del problema (P’) por X(z) y luego integre por partes para probar que toda

solucion de (P’) satisface que:
L L
a/ Xz(s)ds+/ (X"(s))ds
0 0

d) Use la relacién anterior para probar que si a > 0 la tnica solucién es X = (

e) Segun los resultados anteriores, el problema tiene soluciones no triviales cuando o < 0, haga el cambio
—a' = a, con a > 0 y resuelva el problema (P’) encontrando una solucién no trivial.

Hint Recuerde que la solucién de la EDO del problema (P’) es de la forma:

X(z) = Acosh(azx) + Bsinh(ax) + C cos(az) + D sin(azx) b.Sa G ‘)go

Use las condiciones de borde para encontrar el valor de las constantes y pruebe que Dsin(az) = 0,
con esto concluya que las soluciones no triviales se obtinen cuando a = a,,, con n € Nx, especificando
quién es a, y X, (z).

f) Para cada a, resuelva la ecuacién del tiempo y pruebe que la n-sima solucién del problema (P), es
de la fomra:
un(z,t) = [Ay cos(wpt) + By (wyt)] sin(a,)
donde debe especificar el valor de w,, en terminos de a,, y datos del problema.

9) Indique cudl es la solucién del problema (P) para las condiciones iniciales:
dmx
= 5sin | —
f(zx) s1n( T )

g(x) = —Tsin (MT:E)

h) Considere el caso general, donde f(z) y g(z) se pueden expandir en serie de Fourier de senos en [0, L].
En es te caso, escriba la solucién formal u(z,t) del problema (P) como una serie, escribiendo una
ecuacion que premita calcular A, y By, en funcién de f, g



_P_f_) Wi t) ‘X(x)ﬂt)

Y _ !
e X ¢x) T ce)

)‘iﬂ = X(Q)[x) Tce
> x4
/
S ) T r4)
Y’

-[ﬁe[o‘lr)
( <),
X (+) + CozX (x) Te) = O Ye>o

\
Xi=)Ttt) = 'fz)(m(x) Tee

)
) - X0 s b

=> T (e
‘l’(é) X(Cx)

Gp 1L



—

1)

== ~X ) = e Xy
=5 X (),) + X(,) ;0 VKE (Q(L)

S TWlzo = U= o©
Y

No , UIJI /4.{41"

Uiert) =0 =5 )< ) Tee) = © Yoo

%}(a,{) 0 & X(z) Tre) = O po0

Es wpcwis g X(0) <&ch-0 =
st T nre x4 Sept O

DL :30 B rlcl)

w6 =0 & xcp) T -0 Ver
|

Zél;bﬂ,t):O &> /@/L) T[f) Ve, Vs



=> X/L) “XA/L) = O

D KXo + XV - O Vo)

Xlo) = )<“(a) =0 (o)
k) = X'L)= 0 [ A)

) o)

)
=) X(q/x)-r—g

= X(x)z K +fxekx*+ Kex?

le @
Ki=0 =X , Xta=2Ky + 6K x

‘
X (9) 5) Zrbsﬁ



‘) X Xes) Xm/x) =0 /X/")
D()Qx)z-t- Xm)(x7 Xy = O /JLA;'

v
4

2 L
Kl%(x)JX+]o)ﬁ@X(2)J“=O
U Jo

V



a (e~ 4»&:)

,[, & X oods < X/X (x)) szSd)(m)Jx

dur
Q)
ar= X [x) = “jX(x)/'< ]/xvo)x
v, g X /xl
T *""’5/{‘ /x () c/s<
:jx {x)cjx
0
’RCCAcL}w)"

(V)

L L L -
k) Xtade « j X' dx= O
Q




Solo
X=
=0
@ K=-a
S L
a )((x)+XM)r

5@ vew ><
[:d =
/[4&4»(“) y Bj\'ﬂ-ll/
Colax) + D5 rM) *
il onse)



(’l) . 1 ?‘6\:'
A-(-C.-:Q D‘A—GC =0
x(ol"‘&\ ’3 => A..—é;:o

= A=C=0
()

X[t)"ﬂB S:NL/Q.L> + bjl,v (AL) = O [3)
e [525. b fal) = DiSintal) = O
S P suhat) - DSnlal) =0 (4

Qoneds () +(4)

Z D jl‘c\z)ﬂ (aL)"O

¢ > -X
5\:»'1 () = 6 - e 9 - Awln -
pa X=0

= B-o



CARIOIKPAAAND R R §- 7*«&«)

C Vd-,, r

X(x) = D Sin (ax)

Ccre D=0 =5 ¥=0

)an—ljrc e e 5; ~ (al)=0

Syl =T, Nelhr]
= &y = pIL
2

[A/{V(X)z D Six (M}

K- - ()







4rx

f(x) = bsin (T)

A

— —7 i -

g(x) sm( T )
Vv al2) se nueden exnandir

U(%0) = 2{/4"’ "’/'W‘)

- 5 Sie(az )
AN =0




oZ,
g_éﬂ; NZ?’[-AN/ )SW{wﬂqu B. w. &,/“4/

S -'(r%f-)
o9

bdl‘(x 0) =
H I Z/ w Wa 5»—(%x>

D -0
UGt)= S (w[""r:f) _ﬁjy,,[""’tf 54«5

1éc%e



4{(}‘{ {_) _’:Z /ifu [AJ(C_’_ZLZT_L ) %A,jm/%i))&,{%

N1
= ):Z‘ WL P
Y (sq0) = fx f A S T)

07
=1

J((X) Teve Sepit b Gooms /7[(:),.—>

L
LT 14
o = L
o }_ j[(y) é{; (/VI“')J)‘

. A4
-L (tvlvr

O



b= | [, o S0







=2/ YA LL Y%
l()‘"’&"'f)(f—,’fj%;ﬁ
/

‘|’XL&J[W)‘)) /Lk ‘.’L‘-#

C—

L
/}/{ﬁu fm {,.,.y

7 f5 v (5)dx )
= TL' (CN(NFX))/

9

= (t-c0") el
n} Gud T

W[}‘/t)v 47(2@}!7}713 CL{') .SN /”””)



P2. Resuelva la ecuacién de Schrodinger con condicién inicial:

iug(t, ) + uge(t,x) =0
w(0,z) = f(z),t >0,z R

Donde las funciones u : [0,00) x R — C, f : R — C son integrables en la variable x.
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