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P1. Diremos que un campo vectorial ? : R3\{Eje Z} — R3 tiene simetria cilindrica si se puede escribir en
coordenadas cilindricas como:

F(#) = Ey(p)p.p >0
Para alguna funcién F), : (0,00) — R de clase C'.
a) Muestre que todo campo con simetria cilindrica es irrotacional.

b) Verifique que si un campo tiene simetria cilindrica, entonces:
19(F,
dz’v? = 77( pP )
p Op

¢) Deduzca que un campo con simetria cilindrica es solenoidal (tiene divergencia nula) en R3\{Eje Z}
si y solo si para alguna constante K € R:

P =25

p
P2. [Célculo vectorial sobre fluidos]

a) Considere las ecuaciones de Euler en régimen estacionario, en presencial de un campo gravitacional:
pVv v+ Vp = —pgk

a) Demuestre la siguiente igualdad vectorial:
1
Vov-v= §V(v%—|—v§+v§) —v x (V xv)

b) Deduzca que para el caso de un flujo irrotacional e incompresible ( constante) se satisface la

ecuacién de Bernoulli: p

5 T+vs+v3)+p+pgz=C,CER

P3. Paraun valor a > 0 dado, se definen las coordenadas elipticas como r(u, v, z) = (acosh(u)cos(v), asinh(u)sen(v), z)
Demuestre que estas efectivamente definen un sistema ortogonal de coordenadas y calcule sus factores de

escala.

P4. Sea un campo escalar de clase C? y G un campo vectorial de clase C'', ambos definidos en R3.

Se define F' como F' = V¢ + uV x G, donde p es una constante real. Demuestre que div(F) = Ag.
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Propuestos

Pl. [V-(V xG) =0]
El ObJetIVO de este problema es demostrar que si F € C! es tal que V - F = 0 entonces existe G € C? tal
que V X G = F. Para ello sea Y :R3 x R — R3 de clase C'.

a) Muestre que
b b
v x / W, t)dt :/ VX O(Z0)dt  (7,1) € R? x R

Hint: Puede usar la regla de Leibnitz: (9/0u) ff (X, t)dt = f;(@/ﬁu)w(f, t)dt donde u es una variable
cartesiana.

b) Considere el campo vectorial F(Z) = g(||Z]))0, en esféricas con g : R — R. Verifique que V - F = 0.
¢) Pruebe que

d =
F(tz vVt >0
o (tZ) >

d) Sea ahora F un campo cualquiera tal que V - F' = 0 en la bola B(0,R) C R3. Se puede probar
(no lo haremos) que la férmula anterior es valida en B(0, R). Definamos el campo vectorial G(¥) =

1 — — —
/ (F(tZ) x tZ)dt. Usando lo anterior concluya que F' =V x G en B(0, R).
0

V x [F(tZ) x tZ] = 2tF (t%) + t>—

P2. a) Si k es el vector unitario segun el eje Z en el plano cartesiano, ¢ el angulo cenital y 7 el vector unitario
radial en esféricas, demuestre que

k= cos(p)F — sm(qb)gg

b) Considere para un « real, el campo escalar f : R3 — R definido por

ok -7
= 47y
Calcule F' = —V fexpresado en la base de coordenadas esféricas.

¢) Considere ahora el campo vectorial A : R? — R3 definido por
ok x 7
4772
Calcule su rotorV x A d) De acuerdo a la teorfa de Yukawa para las fuerzas nucleares, la fuerza

de atraccién entre un neutrén y un protén tiene como potencial, en coordenadas esféricas: U(r) =
—Qar

A=

kS " Donde K, > 0. Encuentre una fuerza F tal que, en R3{0}:
F=-VU
d) Pruebe que AU = o?U en R3*{0}.
Resumen

Coordenadas Cilindricas: T'(p,0,k) = (pcos(8), psin(f), k) y los factores h, =1, hg = py hy =1

Coordenadas Esféricas: T'(r,¢,0) = (rcos(0)sin(¢), rsin(f)sin(¢),r cos(¢)) y los factores h, = 1, hy =
rsin(¢) y hy = 1.
1of.  1of,  10f.
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P1. Diremos que un campo vectorial ? : R3\{Eje Z} — R? tiene simetria cilindrica si se puede escribir en
coordenadas cilindricas como:

F(#) = Ep)p.p>0
Para alguna funcién F, : (0,00) — R de clase C.

a) Muestre que todo campo con simetria cilindrica es irrotacional.

b) Verifique que si un campo tiene simetria cilindrica, entonces:

(l’i,u? = L ! ”ﬂ)
p Op

¢) Deduzca que un campo con simetrfa cilindrica es solenoidal (tiene divergencia nula) en R3\{Eje Z}
si y solo si para alguna constante K € R:
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P2. [Célculo vectorial sobre fluidos]

a) Considere las ecuaciones de Euler en régimen estacionario, en presencial de un campo gravitacional:

AT+ Vp = —pgh 0

a) Demuestre la siguiente igualdad vectorial:

1
Vv~v:§V(vf+v§+v§)fv xy{v;

b) Deduzca que para el caso de un flujo irrotacional e incompresible’ constante) se satisface la
ecuacién de Bernoulli: 5

i

2(’U%+U§+v§)+p+pgz:C,CeR

& plr), . 28 =0
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P3. Paraun valor a > 0 dado, se definen las coordenadas elipticas como r(u, v, z) = (acosh(u)cos(v), asinh(u)sen(v), z)
Demuestre que estas efectivamente definen un sistema ortogonal de coordenadas y calcule sus factores de
escala.
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P4. Sea un campo escalar de clase C? y G un campo vectorial de clase C', ambos definidos en R®.
Se define F' como F = V¢ + uV x G, dond¢ji'ésuna constante real Demuestre que div(F) = Ag.
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Pl. [V-(V x G) =0]
El ob)ctlvo de este problema es demostrar que si F e C! es tal que V- F = 0 entonces existe G € C2 tal
que V x G = F. Para ello sea ¥ R? xR — R3 de clase C1.

a) Muestre que
b b )
Vx/w@ﬁM:/VXw@ﬂﬁ (Z,t) e R®* xR

Hint: Puede usar la regla de Leibnitz: (9/0u) fab P(Z,t)dt f (0/0u)(Z, t)dt donde u es una variable

cartesiana.
b) Considere el campo vectorial F(i) = q(Hi’H)ﬁj en esféricas con g : R — R. Verifique que V - F = 0.
¢) Pruebe que

9 d =
V x [F(t&) x t&] = 2tF (tZ) + t* iF(ti') YVt >0

d) Sea ahora F un campo cualquiera tal que V- F = 0 en la bola B(0,R) C R3. Se puede probar

(no lo haremos) que la férmula anterior es vélida en B(0, R). Definamos el campo vectorial G(Z) =

1 . =
/ (F(tZ) x tZ)dt. Usando lo anterior concluya que F' =V x G en B(0, R).
0

()
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P2. a) Sik es el vector unitario segiin el eje Z en el plano cartesiano, ¢ el dngulo cenital y 7 el vector unitario
radial en esféricas, demuestre que

k = cos(¢)F — bm(qﬁ)d;

b) Considere para un « real, el campo escalar f : R*> — R definido por

ak -7
f= 42
Calcule F = —V fexpresado en la base de coordenadas esféricas.

¢) Considere ahora el campo vectorial A : R? — R3 definido por
ok x 7
42
Calcule su rotorV x A d) De acuerdo a la teoria de Yukawa para las fuerzas nucleares, la fuerza

de atraccién entre un neutrén y un protén tiene como potencial, en coordenadas esféricas: U(r) =
—r

—Ke Donde K, > 0. Encuentre una fuerza F' tal que, en R3{0}:
F=-VU
d) Pruebe que AU = o*U en R3{0}.
Resumen
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