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P1. [Superficies]

a) Encuentre una expresión para el vector normal de la superficie dada por

x = cosα sin β y = sinα sin β z = cosβ

con α ∈ [0, 2π] β ∈ [0, π].
b) Repita para

x = sin γ y = µ z = cos γ

con γ ∈ [0, 2π] µ ∈ [−1, 3].
c) ¿Qué puede decir de la regularidad de las superficies?

P2. [Área de superficie]

a) Encuentre el área de la superficie definida por S = {x2 + y2 ≤ 2; z = xy}.
b) Sea φ(u, v)(u− v, u+ v, uv) y sea D el disco unitario en el plano (u, v). Encuentre el área de φ(D).

P3. [Integrales sobre superficies]
Evalúe la integral ∫∫

S
(x2z + y2z)dS

en S = {x2 + y2 ≤ 4; z = 4 + x+ y}.

P4. [Integral de Flujo sobre superficie]
Consideremos que la temperatura en cada punto viene dada por T (x, y, z) = 3x2 + 3z2. Además el flujo
de calor viene dado por ~F = −k∇T , supongamos k = 1. Cuantifique el calor que atraviesa la superficie
S{x2 + z2 = 2; 0 ≤ y ≤ 2}.
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Resumen

1. Sea S una superficie parametrizada por φ(u, v) : D ⊂ R2 → R3.

2. Definimos el vector normal a la superficie por n̂ ∂uφ× ∂vφ

||∂uφ× ∂vφ||
.

3. Un punto en la superficie se dice regular si los los vectores tangentes en las direcciones u, v no son nulos
ni paralelos, ie, su producto vectorial no es nulo, ie, el vector normal no es nulo.

4. El área de la superficie S viene dada por:

A(S)
∫∫

S
dS =

∫∫
D
||∂uφ× ∂vφ||dudv

Donde dS = ||∂uφ× ∂vφ||dudv.

5. La integral de f sobre la superficie S viene dada por:

∫∫
S
fdS =

∫∫
D
f(φ(u, v))||∂uφ× ∂vφ||dudv

6. La integral de flujo de ~F sobre la superficie S viene dada por:

∫∫
S

~F · n̂dS =
∫∫

D

~F (φ(u, v)) · [∂uφ× ∂vφ] (u, v)dudv

Donde (u, v) significa que está siendo evaluada dicha función.


