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P1. [Campos Conservativos]

a) Verifique si los siguientes campos son conservativos.
1) ≠æ

F (x, y, z) = (y2 cos(x) + z3)̂i + (2y sin(x) ≠ 4)ĵ + (3xz2 + 2z)k̂

2) ≠æ
G(fl, ◊, z) = flz

(fl2 + z2)3/2 fl̂ ≠ fl2

(fl2 + z2)3/2 k̂

P2. Considere que esta en el campo F (x, y) = (sin(x)y, sin(y) ≠ cos(x)) ¿Cuanto es el trabajo realizado por
desplazarse por �1fi�2 con �1 = (fi(1≠cos(t)), fi(sin(t))), para t œ [0, fi) y �2 = (fi(2≠sin(t)), fi(cos(t)≠1)))
para t œ [fi, 2fi]

P3. a) Calcule el gradiente en coordenadas cartesianas de

f(x, y, z) = z

x2 + y2 + z2

¿Calcúlelo en coordenadas esféricas? ¿Como se relacionan estos cálculos?

b) Se definen las coordenadas parabólicas (‘, ÷, „), tal que x = ‘÷ cos(„), y = ‘÷ sin(„) y z = 1
2(÷2 ≠ ‘2).

Calcule el gradiente y el laplaciano en estas coordenadas. (÷, ‘ > 0 y „ œ [0, 2fi])

P4. Sea Â un campo escalar y F , G campos vectoriales suficientemente diferenciables. Demuestre las siguientes
identidades:

a) div(ÂÒÂ) = ÎÒÂÎ2 + Â�Â

b) �G = Ò(div(G)) ≠ rot(rot(G))
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Propuestos
P1. Coordenadas bipolares (‡, ·), con ‡ œ (0, 2fi) y · œ (≠Œ, Œ).La a es una constante, estas coordenadas

cumplen que:

x = a
sinh(·)

cosh(·) ≠ cos(‡) e y = a
sin(‡)

cosh(·) ≠ cos(‡)

a) Pruebe que el gradiente en estas coordenadas es: Òf = (cosh(·) ≠ cos(‡))
a

1
ˆf
ˆ‡ ‡̂ + ˆf

ˆ· ·̂
2

b) Pruebe que la formula para el laplaciano es: �f = (cosh(·) ≠ cos(‡))2

a2

1
ˆ2f
ˆ‡2 + ˆ2f

ˆ·2

2

Indicación: Pruebe que h‡ = h· = a

cosh(·) ≠ cos(‡)

P2. Pruebe las siguientes identidades:

a) �(fg) = f�g + g�f + 2Òf�Òg

b) rot(F ) = Fdiv(G) ≠ Gdiv(F ) + (G · Ò)F ≠ (F · Ò)G

Resumen

Integral de trabajo de un campo ≠æ
F sobre una curva:

Sea � una curva simple y regular en R3, y sea ≠æ
F : R3 æ R3 una función continua. Se define la integral de F

sobre la curva �, donde ≠ær : [a, b] æ R3 es una parametrización regular de �. mediante:

W =
⁄

�

≠æ
F · d≠ær :=

⁄ b

a

≠æ
F (≠ær (t)) · d≠ær (t)

dt
dt

Coordenadas Ciĺındricas: T (fl, ◊, k) = (fl cos(◊), fl sin(◊), k) y los factores hfl = 1, h◊ = fl y hk = 1

Coordenadas Esféricas: T (r, „, ◊) = (r cos(◊) sin(„), r sin(◊) sin(„), r cos(„)) y los factores hr = 1, h◊ =
r sin(„) y h„ = r.
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ŵ

�„ = 1
h1h2h3

3ÿ

j=1

ˆ

ˆwj

C
h1h2h3

h2
j

A
ˆ„

ˆwj

BD



7gtix.rs#J---Jcosrx1-z]

(1)

¥3 = Zngsinrx , -4 (a)

¥, =3 xz
>
+ ZZ (3)

(1) =) ¡ rx, y , E) = fyZ.sn> + z
>dx

1- Cry
,
z ) (No olvidar)

= njsincx ) + ÉX + Crypt



¥
,

= zrss .-ni + KEEL
imponer (2) ⇒ Zy Sure ) - 4 = Jjjj
⇒ >% = -4 /Sois

Cms, z) =
- 4
y + Crz)

Reemplazan-S

ajx, y , -2 ) = ¡Sinn + Ex - 4g + Crz )

¥
,

=3 z
>
× + K¥7 ÍÍ> ✗zizz

⇒ dcrz )
⇒

= ZZ ⇒ crz)= 2-
'

+ C

grx , n, 7) = rjsi-re) + Ex - 4y + z
>
+ C

-



+ f-oó

ow : of - ¥,i -14¥." ¥!en cilíndricas

F- ¥ -
- ¥
-

¥ -

-

VE

HE)E
" '

¡ * ⇒ ⇒ # ⇒ no

⇐ =
-Én : no



① ⇒ | µ÷, P +croatas
-

C.V = a- tez

Iq . Hdp

EYE du + Cro, -21--5
E. f)sí

"
+ Cro, z ) - J



Reemplazando

J = Jjj +
Coro

, zl

¥. = o _
a

«o÷
Cro, z ) = CCZ )⇒ { = JEFE c- Crz)
Usar (3)

EE
-%.⇒ ÷

¥ -

- -¡
"

fi .



¥. +
> ÷

.

= -

f.
+
°"¥z

Como quiero que se cumpla G)

⇒

acjzz__-o__yCrz1--cg__-z_q@ConNet.v.



f-ask.in]

En:
YT .} %

⇒
[

-
-
-

←

W = ✓
µ.
Final . ¥. + fzfrrr.io#..



=) ~ /tira .HN/n-SNtD
,

05in /ES :-(ti) . C.Nth - en
• Et dt

Si F
es conservativo

food. decir HUFF - ff
% Es

Fw=ktp)te[o↳ ⇒ DIEM"



WI = {¡ ¡¡¡Finfet?Siii corredizo)

=/¡o dt =o

qq.jo/)J-LosTy(Uerim.H
⇒ F carnitina

F- = ( t, -t ) teto, >ES

DE
F-
= ( 1 , - 1)



We /¡¢3:-(tlt, -Siret) - cnn.FM,
- e)

= de

=-* (Por parte> usar

( Iv . -sirrtldt )
a- t

w



" 4- =/ ÍÉ .

-⇐
Hrs:#Y

✗= T Cos oSino

7- r si- O S . - ¢

2-a r Los (d)

f # 0,01 . rajá =
C

Pga, o,d) = dog E + 1
vi. •
¥ " !# oi

Tfno ,A =

-ÉI, F -

is
:#, ó



fifc-ov-siroo-m.li?:d
-

b) TIZÍR , # → Haz)

⇐

[
¥ ¥

¥ En ¥

¥ ¥ ¥
)

=

MESA) { GWI - EUSKO

{°" """" "MMC" '}- { n o



Ii ii ii]
4=1151 .-nist
" nihil =TÍ
ni #" = ""

*

i-zffi-Y.it?mEiibf--1oi+iimL&M#t:P":p:p:*:B



16--1%7<+4%+3%1 T

+
'¥75

+4k¥.-1K£. - KEEF
-

a) 484 . Y ¥ K¥5 -4¥.li

diukml-I.pe#j-gIMYs)-ij-zfeY-.d



= (¥F- te '¥ + /Eje a Éi
+ (¥¡+ •K¥1

= NuÉl ll A ll

D



r.tl6) = PES - Edi
+ /Ez - %-) T
+ /¥, - %) ti

www.f:(¥ - E.) - :(¥. - ¥-11 i
+ |:(¥ . ¥ - :(¥ - EN i
+r:( ¥ - ¥ )-:(¥. - :#Y
Y 'Éi '¥. + 4¥

,
+ TÉ.Y

+ |.¥
.
.
-¥. + TÍ
,
+ Éi .Y



+

f ¥.. -Ei 3¥
.

+ II.di
sü / 61) = r / 7¥ + >¥

,
+ 3¥ )

=/3¥ + II. + 3¥ . ) i
+ III. + 3¥

,
+ ¥+15

*/ ÉI + II. + ¡÷di
P(Dink) ) - reKHAN = (É÷ + ÉI + '¥./ t

+ i.÷. + ÷. .Edi
+ü÷ + "÷. E.fi



¥ ü
- o

÷ .

= •÷÷::
hí = I
4-i.ru-e- N

" (si- "iko-W.hr
- 2 ah ECas r + 1 )



↳ Ps- HawC-ha/
? 2ah TCnr +Gol

=

,

&
¡
¢ . v1- carii_a así - a atar

t
=ftp.ff-ahi-i-ci-ar/r'-.c.shIc..I-2c.kTcnr

+✗ )

= ÷; ' i = Es

hr= a-
(ahi- Cas N

hi =

East



Caso 2 Variables

a-
&

•

•

•

☒ si ¥.HN + %ffsi-E.FI
=?/¥;] -1 #f) + .

. .
-

-3¥ ,-123¥# + Eff

c- 3¥ ,-12¥,¥¥µ
+ 3¥52 ¥:&.at#zif



*→ = ¥.IE?::.l
b) ( F. 8)G = f. (☐G)H F. GÚ5

+ F . (ra) E

→ni = FEO - Es) t
+ (YI - '¥+5
+ (¥ - ¥) i



(6. =p, ' 7¥, + G. Ej +6.1¥ /T
+ (6. -3¥ . G. PEG +GUÍE
1-(G. ¥

,

+ Ga -YI
,

+6> YÉ) É

(Ignore- Ir. esta No es a)

TOTCFXG )


