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- - Transformaciones lineales mas importantes
Transformaciones lineales

T:U — V es lineal si y solo si ® ’Sea A < M"’m(K,)' la traniforma_gf)n
Multiplicar por A'. Ty : K™ — K™ dada
V)\l,)\QEK,Ul,UQEU, .
por Ty(x) = Ax es lineal.
)\1T(U1> aF )\QT(U/Q) = T()\lul aF )\2'(,[/2) Q Sea g = {ul, noa ,U,n} base de U. La
transformacién que a cada v € U le asocia
En particular (v)s € K" es isomorfismo. (] K"
k k :
r <Z )\iuz‘) = Z AT (us) Ejercicios importantes:
=l =l . © Demostrar que una transformacién es
lineal.
Si T es biyectiva se llama isomorfismo y @ Demostrar que una transformacién no es
T~1:V — U también es lineal lineal.
_ Q Sean T, T': U — V lineales y X generador
Son lineales: de U. Mostrar que si T'(u) = T"(u) para
© La suma de dos lineales T, 7": U — V. todo u € X, entonces T'y T” son iguales.,

@ La ponderacién de una lineal por constante ?
L . "1 R =R
© La composicién de dos lineales < 2
TUSV,S: VoW, SeT:UsWw | £(%)=%Y

T ™ 1 i <
Xy [HALJ




Espacios vectoriales asociados a T: U — V'

Ker T =T-1({0}) s.ev. U
Im T =T(U) sev. V

Niicleo:
Imagen:

Teorema Nicleo Imagen TNI
SiT:U — V lineal.

Fiim(U) — dim(Ker T) + dim(Im T)—l
ey, R ~
Xe{Xq,..., X%, G
=
Sea T: U — V lineal, X’C U

0 (1(x)) = T(X). ¢ Yl =¥y
@ X lLi.y T inyectiva = T(X) Li.

bage e U

(TS, T iRT S

Sea T: U — V lineal.
@ T inyectiva < Ker T' = {0}.
@ T epiyectiva <= Im T =V.

@ Si dim(U) = dim(V), entonces
T iny. <= T epi. <= T isom.

/

ﬂ
'w. T.
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"Sea T: U — V lineal.
@ T inyectiva = dim(U) < dim(V).
@ T epiyectiva = dim(U) > dim(V)

Ken A
—l—
@ Encontrar (base de) Ker T,y Ker Tj.

@ Encontrar (base de)klm T,ylm Ty
—b@seg‘ a,e<T[X)> 3 Q= Eﬁ Tx;|
3 s f(z"n)eT (<x>)

Ejercicios importantes:

6 T4 Aew, ()

A 20 mutnlible @)[ XD & Xx= o]
(T,4 |£ﬂhcrﬁ1§ub) (E‘ﬂ TA={ s )
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SeaT:U —=V,a={uy,...,u,} base de U,
B={vi,...,vn} base de V. g.(T(UJ])ﬁ: M)

L] ]

Matriz representante M, 3(T")
Para escribirla directamente Escribir:

Matriz en M gim(v),dim(v) (K).

j-ésima columna = (T'(u;))s.

d 4 4
(u1) = a1,101 + a1202 + -+ + Q1M U

/ ¢ ¢
T(uz) = a21v1 + a25v2 + -+ - + a2 mUm
T(tn) = An101 + Qn2V2 + -+ + Qny U

T

Entonces, M, 3(T) = A

Ejemplo importante:
SiT=T4s: K" - K™y «,f son bases
candnicas, entonces M, 5(T4) = A.

.{

Propiedades

Vi, @ Matriz representante de suma de
transformaciones lineales = suma de las
matrices representantes.

@ Matriz representante de ponderacién de
transformaciones lineales = ponderacion
de matriz representante.

QT:U—~V,S: VW, Bu,Bv,Bw bases
Mgy gy (SoT) =
MBVHBW (S) : Mﬁ'uﬂv (T)'

@ T biyectiva si y solo si M,g(T) invertible.
Ademas Mg o(T71) = (Myp(T)) "

Ejercicios importantes:
© Encontrar matriz representante de T4 en
bases distintas a las bases candnicas.
@ Encontrar matriz representante de T en
cualquier base.

© Encontrar matriz representante de inversa
de T.
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Matrices semejantes y teorema de cambio de base

/A
Dos matrices A, B € M,, ,, son semejantes si existen matricesAP y @ tales que B = PAQ

J

7"\ i T
0JO: Ser semejantes es relacién de equivalencia. 7ea: A

(Mini) Teorema

Sean a, o bases de U, f3,5' basesde V, y T': U — V. Entonces M, g(T") y Mq: 5/ (T) son
semejantes. De hecho J
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De ahora en adelante, todo es con matrices.
Seald € Mmm(K)] Definimos, Ejercicio importante 2.
{xe Kk :Ax=0 4

P Sean A, () matrices con @ invertible.
Ker A = Ker Ts 2 {ye “C”J’ Ael Demostrar que 7(AQ) = r(A).
3 L hx )

ImA=1ImTys ={({Ae1,. .., Aen}) I J :
r(A) = dim(Im A) (rango) ' Propuesto
=¥ columna Ui de A wsl\’“
Ejercicio importante 1. Y= Ax
Yy x1'A-1+XIA’Z4 .. +XMA-h

Sean A, P matrices con P invertible.

Demostrar que lr(PA) = r(A).] y € <{A_4, A'l, ) A.,\)
Demostracién;_, B¢ 3Va -2V §
Sea 3 base de Im A. Luego G}(ﬁ» 121; (<B>) o tecir
\3l= nlA), dlm(lm(PA)):n
II_ (p):%?v., P\/z \’)V H = lﬁl
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Matrices Semejantes y Forma de Hermite

De los ejercicios anteriores sabemos que si A es semejante a B entonces r(A) = r(B).
Vamos a probar que de hecho, si dos matrices tienen igual rango e igual tamaiio, entonces son
semejantes. Probaremos algo mas fuerte.

Forma Normal de Hermite
Sea A € M,, »(K). Si r(A)
2w

'd
5o /-—2 0 000
Sy (e Y (205

L\ o
" -
Demostracién (parte 1). e (K"} Jom(Em Th ), TS5, nsz

Ty: K" — K™, Del TNI, dim(Ker T} =n —r.%
Sea f ={w1,...,wr,u1,...,Uy_r} base de U obtenida extiendiendo una base({ul, cey Up—p} )
de Ker Ta " omgiman. — “bos 3d ke Ta

Probemos que {Awy, Aws, ..., Aw,} es I.i.]
& b{#c{g" "Aa_/-\{..,),| + N AW+ A A}?Aw/z = O @y combmacroh de Vectores en

la vmagtu e TA'
A(>1W4‘(’,---'f ,Aﬂw/l\so € ImA. O ne ol by

. c Ken A. EL mont < Unica
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= r entonces A es semejante a la matriz




Continuacién
Tenimos ﬁ ‘iwi, L, We, Upy , Unen { baze oo K% {&Pﬂ-cmo['/ﬂaq//da./
Gmo .;Aw,’ ,qw éf Ik (%940’:] 2.4 p, Se pWol( axfesnolon o wna én'a,

ﬁ"'lu, LB, 2o b ba/a-cohft
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Consecuencias de la forma normal de Hermite

@ El rango de A es el nimero de columnas |.i. de A.
© El rango de A es el niimero de filas L.i. de A.
© El rango de A es el nimero de pivotes (escalones) al escalonar A}‘\

Grobom> Ylasors H, = [i’l 0} i+ Hn Il’g LA
J

imedible . J
A=PH Q , P10 bigechom g
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Valores y Vectores Propios de una transf. lineal cuadrada



Sea L: V — V lineal. Un vector x € V se
dice vector propio de L asociado a
AeKsiz#0y L(z) = Az

El valor X\ se dice valor propio de L

Sea A € M,, ,,(K). Un vector € K" se
dice vector propio de A asociado a
AeKsiz#0y Az = \x.

. . Observacién: Solo decimos que A es valor
El valor X\ se dice valor propio de A q

y propio de L (o A) si existe un vector propio
Los valores y vectores propios son objetos asociado a A.

importantes para muchas areas de la

matematica y tienen muchas aplicaciones en

ingenieria.

Encuentre un vector propio asociado al

valor propio 5 de la matriz D = <5 2>.

0 1




Observaciones importantes

Sea A € M,, »(K), A € K. Son
equivalentes:

@ )\ es valor propio de A.

Q dz #0, Az = \x.

Q@ Ix#0, (A— Az =0.

Q Ker (A— Xz # {0}

@ A — A es de rango completo.
@ A — )\ es invertible.

Consecuencia: Si A es valor propio de A
entonces los vectores propios asociados a A son
exactamente los valores no nulos del espacio
Wy = Ker (A — ).



i Como encontrar valores propios? Determinante

Sabemos testear cuando una matriz es
invertible. Pero nos gustaria tener una
herramienta eficaz para determinar el conjunto
de todos los A tales que A — AT es invertible.
Para esto necesitaremos el concepto de
determinante y de submatriz

Submatriz

Sea A una matriz cuadrada de n x n.
Llamamos A% a la matriz obtenida al borrar la
fila i y la columna j de A.

v

Determinante de una matriz cuadrada

Q@ Si A= (a) esde 1 x 1 entonces |A| = a.

Q@ Si A esden xn conn > 2 entonces
(determinante por primera columna)

n

4] = (=1 ai| 4.

=1

Ejemplos:
a b\|
& o)l-
a b c
d e f||=
g h i

Si D es matriz diagonal. Entonces
|D| =



