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como olvidar la transformacion lineal
de Patricio de IR? a IR

P1 Considere C como espacio vectorial sobre R, y la transformacién lineal T : C — C definida por T(z) =
(1+ \/gz)z

a) Encuentre la matriz representante de T respecto a la base canénica ¢ = {1,i} de C, es decir, Mg_s.(T)

T)=1+V3i=1-1+V3-i
T@)=i—V3= V3-1+1-i

Mpope(T) = <\}§ N f)

b) Usando matrices de cambio de base, determine la matriz representante de T con respecto a la base
={1+414,1—1i}. Es decir, . Explicite todas las matrices usadas
14,1 —14}. Es decir, Mgg(T). Explicite todas 1 tri d

Por lo tanto:

Mpp(T)

(Caﬁ - C7BC

Mﬁﬁo(idc)l {Mﬁcﬁ(idc)

Caﬁc T C)/BC

Mpopo (T)
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Para simplificar el andlisis es importante recordar que Mg, (id) = (Mgp,. (id))~*
Mpg(T) = Mpcp(id) - Mpepe (T) - Mpge (id)
Myp(T) = (Mg (id)) ™" - Mpepe (T) - Mg, (id)
Ast que solo nos falta calcular Mg (idc)
id(1+i)=1-1+1-i
id(1—i)=1-14+ 1.3
Por lo tanto:
Mppe (ide) = G >
Y la inversa es:

(Mo (ide)) ™ = (

w3 T e D

) € M3 2(R). Considere la transformacién lineal

B 0| =
| N[ —

N[ =

v

Finalmente tenemos que:

1 2

P2 SeaA:(2 4

T : M 2(R) = Mso(R)
(e 0= ()20 2)

a) Determine los subespacios ker(T) e Im(T) y encuentre una base y la dimensién de cada uno.

Sabemos que si X € ker(T) <= T(X) = 0. Entonces, sea X = (Z Z) € M32(R), T(X) = <8 8)

oo (-0

a+2c b+2d\ (0 O
2a+4c 2b+4d) \0 O

Entonces:

Que puede escribirse como:

102 0| 0 102 0] O

01 02 | 0 . 0102 1] 0

2 0 40| 0 00001 O

0 2 04| 0 0 00O O
Por lo que se tienen 2 variables libres a = —2¢,b = —2d:

x= (0 = (<o (F D) a5 )

Como <_12 8) , <8 _12> son Li. tenemos una base para el Ker(T) = <_2 0> , (0 _12>} y dim(Ker(T)) = 2.

Por TNI, tenemos que: dim(Ma o) = dim(Ker(T)) + dim(Im(T))
dim(Ma,2) = 4, por lo tanto dim(Im(T)) =2

o b\\_ [(a+2 b+2d\ (1 0 0 1 2 0 0 2
T(<c d))_<2a—|—4c 2b+4d)_a<2 0)“’(0 2)“(4 o)*d(o 4)
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2 0 0 2

b) Encuentre M matriz representante de 7' con respecto a la base candnica

{60606 06O

en el espacio de partida y de llegada.

()

Escogemos 2 matrices Li., por lo que tenemos una base de la Im(T') = { (1 0) , <0 1) }

[
—_

I
—
= O
oo OO
+
o
o
+
[\
= O
o O O O
+
(an)
oo OO
— o

)= o) +o o )2 6) oG )

@ 0)=0 2) =00 6) =1 (o) +o 0 0) =200 1)
() =G 0)=20 )0 o) (o) oo )
MQﬁ@%%HF%$”@&WH%%9

c) Encuentre M, matriz representante de T con respecto a la base:
B . 0 1 1 1 1 1 1 1
“1\0 0/’\0 0)2\0 1/’\1 1
en el espacio de partida y de llegada. Puede dejarla en funcién de MﬂB(id) y M(T)
A My (T) A~
M2,27 6 M2,27 6
MBB(id)‘ [Mﬁfé(id)
M2,27 6 M2,27 6

M(T)

Por lo tanto, solo tenemos que calcular: Mg B(id)

(@ 5) =0 6) (@ o) o0 0)wod ?)
(6 ) =16 o) +1(6 o) o6 )05 2)
(5 0)=1(5 O (0 o0 (oY)
()16 G ) E )Y
Por lo tanto: 01 0 0
(114
1 1 1 1
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Finalmente:

SN

0
My(T) = (M5(id) ™" - M(T) - M,5(id) = :
2

NN =
w o w o
=~

-2

o Aqui se utilizé un programa para calcular M, 5 ! v luego multiplicar las matrices, pero la inversa se puede calcular

usando el método de gauss jordan visto en clases y la multiplicacién es la usual multiplicacién de matrices. Solo
que es muy engorroso y no es lo que se busca en la resoluciéon del problema.

P3 [Aplicaciones TNI]

a) Sea T:V — V una aplicacién lineal tal que dim(V) < co. Demuestre que:
V = Ker(T)® Im(T) <= Ker(T?) = Ker(T)

Recordemos una caracterizacién de U @ W = V vista en el auxiliar 6: U+ W =V AU NW = {0}

(=) Notemos que: Ker(T) C Ker(T?) para toda transformacién lineal. Por lo que solo basta probar la otra inclu-
sién. Sea z € Ker(T?) <= T(T(z)) = 0. Por lo tanto, T'(x) € Ker(T) y también T(x) € Im(T). Como
Ker(T) & Im(T), concluimos que T(x) = 0, lo que implica que x € Ker(T)

(«=) Veamos primero que Im(T) N Ker(T) = {0}. En efecto, sea x € Im(T) N Ker(T), luego T'(x) =0y x = T(y),
entonces T(T(y)) = 0, luego y € Ker(T?) y como Ker(T?) = Ker(T), entonces y € Ker(T). Por lo que
T(y) =0 =z. Con lo que concluimos que Ker(T)NIm(T) = {0}.

Sabemos que Ker(T) @ Im(T) es un s.e.v de V' y por TNI tenemos que dim(Ker(T)) + dim(Im(T)) = dim(V).
Entonces dim(Ker(T) ® Im(T)) = dim (V). Por lo tanto Ker(T) ® Im(T) =V

b) Sea A una matriz de 2 x 2 y k > 2. Demuestre que:
AP =0 = A’=0

Tenemos que si A? = 0, entonces A¥ = 0 y supongamos por contradiccién que A% # 0 y A*¥ = 0. Definamos
f:R% = R?% como

flz) = Az

Notemos que f no puede ser biyectiva (sino A*¥ = 0) y por lo tanto no es inyectiva y el Ker(f) # {0}. Ademas como
A #0, (va que sino A2 =0) Ker(f) # R2. Por TNI:

dim(R?) = dim(Im(f)) + dim(Ker(f))
£0,#£2

Por lo tanto rango(f) =1 = v(f).
Definamos g : R? — R? como:
g(z) = A%z

) = 1. Notando que g = f2, vemos que Im(g) es s.e.v de la Im(f)

Por el mismo argumento anterior, rango(g) (g
Im(f). Entonces:

=v
y ademads, de igual dimensién, es decir Im(g) =
A’z = A (Ax)
~—~

eIm(f)

Como Ax € Im(f), entonces Az € Im(g) y por lo tanto Jzg € R? tal que Az = A%z, luego:
A’z = A3xy = A? (Axy)
——
eIm(f)

Por inducciéon A%z = AFzy_3 = 0, para todo x, es decir Ker(g) = R2. CONTRADICCION
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c) Sean V y W dos espacios vectoriales de dimensién finita y sea f : V — W una funcién lineal. Demuestre
que para todo subespacio K C W se tiene que:

dim(f~HK)) = dim(K 0 Im(f)) + dim(Ker(f))
Definamos g : f~1(K) CV — K C W como:
9(z) = f(z)
Como f es lineal, entonces g es lineal, aplicando el TNI sobre g:
dim(f~1(K)) = dim(Im(g)) + dim(Ker(g))
Notemos que Im(g) = K N Im(f), ya que por lo visto en introduccién al dlgebra:
Im(g) = f(f71(K)) = K N f(A) = K N Im(f)
Ademas:
Ker(g) = {z € f7H(K) : f(x) = 0}
=fTHE)N{z eV : f(z) =0}
= fTHK)n Ker(f)

Como Ker(f) = f~1({0}) C f~}(K). Tenemos que Ker(g) = Ker(f)
Reemplazando:
dim(f 1 (K)) = dim(K N Im(f)) + dim(Ker(f))

Resumen

Matriz representante:

Sea T: U — V lineal y Sy = {u1,...,un}t v fv = {v1,...,um} bases de U y V, respectivamente. Entonces llamaremos matriz
representante de T' con respecto a las bases Sy v By a la matriz obtenida de los coeficientes en la descomposicién de cada T'(u;)
en la base 8y . Concretamente,

T(ui) = anvi + aavz +-+ GuiUn aiy a2 ... Gin

T(uz) = apvr + axvz +-4 G2, as1 Q22 ... Qon
; MﬁU@V (T) =

T(un) = aipV1 + a2pl2 -+ GmnUnm Am1 QAm2 .. Qmn

Composicion:

Sean T: U — V, L: V — W lineales y By, Bv, Bw bases de U, V, W respectivamente. Entonces
MBU/BW (L o T) = Mﬁvﬂw (L)MBU,BV (T>

En particular si tenemos dos bases o, @ de U y 3, 3 de V, podemos considerar el siguiente diagrama:

Uao 1 V0
idU widv
U,a T’ V,B
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Teorema del nicleo imagen (TNI):
Sean U,V espacios vectoriales sobre un cuerpo K, T': U — V una transformacion lineal, dim(U) < oo. Entonces:

dim(U) = dim(Ker(T)) + dim(Im(T))



