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Pauta Auxiliar 5
Espacios vectoriales

Figura 1: El robo de la identidad no es un chiste

P1 Sea V C M343(R) el espacio vectorial de las matrices triangulares superiores. Se define:
W = {A € V| la suma de cada fila de A es cero}

a) Pruebe que W es s.e.v. de V.

W essevssiVA, a eERIAABeEW, C=MA+XBeW

Sabemos que:

Sioi Aij =0, 30, By =0,

PDQZ Z?:l Cz’j = O,

Tenemos que Cj; = A A;j + Ao By

S G =0 (MA + AeBig) = A Z?zl(Aij) + X232 (Bij) = 0 Por lo tanto W es sev
b) Pruebe que:

1 0 -1 01 -1 00 O 1 -1 0
G= oo O0},{0 0 O},{0 1 —=1},]10 0 O
0 0 O 00 O 0 0 O 0 0 O
es un generador de W.
Trivialmente G C W
a b c
Sea A € W arbitraria, entonces A= |0 d e |, pero ademés
0 0 f
a+b+c=0
d+e=0
f=0
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=
c=-a-—>
e=—d
a b —a-—0» 1 0 -1 01 -1 0 0 O
A=|0 d —d =a|l0 O O |+b|0 O O |+d[0 1 -1
00 0 0 0 O 0 0 O 0 0 O

a b —a-0> 1 0 -1 0 1 -1 00 O 1 -1 0
A=10 d —d =M {0 0 0 ]4+Xx[0 0 0 |+X]0 1 -1]+X([(0 0 0
0 0 0 0 0 O 0 0 O 0 0 O 0 0 0

c) Extraiga de G una base para W.
Para extraer una base basta eliminar los elementos [.d.

Al ojo
1 0 -1 01 -1 0 0 O
W:< oo O0},{0 0 O0},/0 1 -1 >
0 0 O 00 0 0 0 O
PDQ que
1 0 -1 0 1 -1 00 0 0 0 0
A0 0 0 ]4+X|0 0 0)+2]|01 -1]=(0 00
0 0 O 0 0 0 00 0 0 00

Sisolosi \{ =Xy =MX3=0
Y en efecto:

A1 A A= 0 00
0 A3 —A3 =10 0 0], = A =X=X3=0
0 O 0 0 0 O
P2 a) Estudie la dependencia lineal de los siguientes conjuntos:
1 -5 4
i) U= 11,1 1].,]10 €R3
1 4 -2
Resolvamos la ecuacién, para A1, Ao, A3 € R:
1 -5 4 0
)\1 1 + )\2 1 + )\3 0 = 0
1 4 -2 0

Lo que es equivalente a resolver:

fs=fs—fi:
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fo=fa—f1:

OO =

fs=fs—3f:

O O =

—_

0
0

-5 4
6 —4
9 —6
-5 4
6 —4
9 —6
-5 4
6 —4
0 0

o O O

o O o O O

[e=)

Como A3 es variable libre, entonces el sistema tiene infinitas soluciones y al menos una de esas es para A3 # 0,

por lo tanto el U es I.d.

v ={00)- (o) (o) (1 1)) et

Resolvamos la ecuacién, para A1, Ao, A3z, Aq € R:

1 0 1 1 1
)\1<0 0)+)\2<O O)—f—)\s(

<A1+A2+A3+A4

Az + M

Lo que implica que A\; =0 Vi € {1,...,4}, por lo que V es l.i.
iii) W = {e®,ze®, 2%} en el espacio F = {f|f : R — R es funcién}.

Resolvamos la ecuacién, para Ai, A, A3 € R:

Ae” + Aoze® + Agz2e” =0

()\1 + Aoz + )\3932)6‘70 =0

Como Vz € R, e* > 0 podemos dividir por e”.

A +)\21‘+)\3{E2 =0

Podemos derivar respecto a x:

Entonces Ay = Ay = A3 = 0. Por lo que W es l.i.

Ao +2X32 =0
2)\3:0

1 0

)

A2+ A3+ M

o

b) Sean E, F espacios vectoriales sobre un cuerpo K. Sea T': E — F una funcién que satisface

(1) T(0g) =0p
(2) Vz € E,Va € K, T(az) = oT(x)
B) Vz,ye E: T(z+vy)=T(z)+T(y)

Considere el conjunto T'(E) ={y € F: y =T(z),z € E}.
i) (Propuesto) Demuestre que T(E) es s.e.v. de F.
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ii) Suponga ademadas que T satisface que Vz € E,T(z) =0 = x = 0. Muestre que si {u,ua,...,

es Li., entonces {T(u1),T(uz),...,T(u,)} C F es Li.

Que un conjunto sea l.i., implica que para (\;)1<i<n € R, Y0 hu; =0 = X\, =0Vi=1,...,n

PDQ: Para (o;)1<i<n € R: Y i ;T (u;) =0, = a; =0Vie{1,...,n}

zn: oziT(ui) =0
i=1

Por propiedad (2) a;T(u;) = T(cuy;)

K3k,

Zal () = (ZWJZ

Por propiedad (3) e induccién sobre n

Por hipétesis:
T (Z%Ui) =0 = Zaiui =0
i=1 i=1

Y como w; es l.i., entonces o; = 0Vi € {1,...,n} QED

INDUCCION **;

Caso base: n =2 : E?:l T(a;) =T(a1) +T(az) =T(a1 + a2) T(Z?Zl a;)

Suponemos que es cierto para n =k : Zle T(a;) = (Zz 1a5)

Demostremos paran =k + 1 :

Por HI tenemos: Zfill T(a;) = T(Zle a;) + T(ag+1)

Y finalmente por propiedad (3) T(Zle a;) + T(ag+1) = T(Zf:1 a; + apt1) = T(Zfill a;)

un} CF

P3 Para n € N se define P,(R) como el e.v de los polinomios con grado menor o igual a n a coeficientes reales.

Sea: V =

{p(z) € P3(R) : ¢(z) € Pi(R),p(z) = q(z)(z* +5)}

a) Encuentre una base de V
Los elementos de V tienen la forma: p(z) = azx® + aaz? + a1z +ag y g(z) tiene la forma: q(x) = byx + by pero ademas

p(x) =
p(x) =

Por

(blx + b())(.’E2 + 5), para as, a2, ai, ao, bl, b() eR
(b1a® + boz? + 5b1x + 5bg) = azx® + azx® + a1x + ag
lo que:

az = b

ap = bo

a; = 5b1 = 5(13

ag = 5b0 = 5a2

Entonces, reordenando p(z) = a3z® + asx? + bazw + bag = az (x> + 5z) + az(x® +5)
Entonces proponemos que B = {(z3 + 5z), (2% + 5)} es una base de V/

Tenemos que V = (B)

Ahora revisemos que B es [.i

M (2% +52) + Ao (2® +5) =0

Podemos derivar respecto a x:

A1 (322 +5) + A2 (22) = 0
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)\1(61’) + )\2(2) =0
6A1 =0

La 6A1 =0ssi A\; =0, ysi Ay =0, entonces (A3(2) = 0 ssi Ay =0)
Por lo tanto B es [.i., entonces B es base de V'

b) Calcule dim(V)
dim(V) =#B =2
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Resumen

Espacio vectorial Dado un grupo abeliano (V, +) y un cuerpo
(K, +,-), con una ley de composicién externa. Diremos que V es
un espacio vectorial sobre K ssi la ley de composicién externa
satisface VA, 8 € K, z,y € V:

A+ B8)x =X+ P
Mz +y) =+ Ay
A(Bz) = (AB)x

1.2 =z, donde 1 es el neutro multiplicativo del cuerpo

(EV1)
(EV2)
(EV3)
(EV4)
K.

En tal caso, los elementos de V se denominan vectores y los de
K, escalares.

Subespacio vectorial: Sea un espacio vectorial V sobre un
cuerpo K. Diremos que U # (), es un subespacio vectorial (s.e.v)
de V ssi:

» VuveU, u+velU
s VAeK,VueUueU

Es decir, ambas operaciones, la interna y la externa, son cerra-
das en U.

Combinacién lineal Sea V un espacio vectorial sobre un cuer-
po K, y una coleccién de vectores vi,va,...,v, € V |y de es-
calares Aq1,..., A, € K. Denominamos combinacion lineal a la
suma ponderada de estos vectores:

i)\i’l)i = \Nvy+ -
=1

+ A\ Un

Dependencia e independencia lineal Sea {v;}?, C V
, diremos que estos vectores son linealmente dependien-
tes (I.d.) si y solo si: existen escalares {\1,..., A}, no todos
nulos, tales que Z;;l Aiv; = 0. En caso contrario, es decir
v =0 = X\ =0Vi=1,...,n, diremos que el
conjunto de vectores {v;}?_; es linealmente independiente
(1.i.).

Generadores de un e.v. Sea V un espacio vectorial sobre un
cuerpo K. Diremos que los vectores v1,...,v, CV , generan V

si y solo si:
<{U1, cony

o de manera equivalente:

) =V

n
CK, tal que v = Z Ai;
i=1

Yo e V,3H{ i},

Base Dado un espacio vectorial V' sobre K, diremos que el con-
junto de vectores {v;}?_; es una base de V siy sélo si:

(1) {v;}™; es un conjunto [.i.

(2) V={{vi,...,on})

Teorema. Si X = {v1,...,v,} CV es un conjunto generador,
entonces es posible extraer un subconjunto B = {v;,,...,v; }
que es base de V' .

Teorema Supongamos que tenemos B = {v;}7 ;, base de V' y
un conjunto arbitrario X = {w;}™, C V . Si m > n, entonces
el conjunto X es [.d.

Dimensién Sea V espacio vectorial, sea B base de V,
dim(V) = #B = n, con n finita (si n es infinita, entonces
la dimensién de V' es infinita)



