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Matrices invertibles
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P1 Considere el siguiente sistema lineal:

—x1  + 3x3 + 21y =«
—Ty — T3 + Ty + bxj =0

S5r1 + —15x3 + —10x4 =5
—2x1 + 6x3 + 4y =-2
+ 3rs + 3x3 — 3Ty — 1525 =9

a) Determine los valores o condiciones sobre «, 5 para que el sistema tenga solucién.

10 3 2 0 | a
0 -1 -1 1 5 | 8
5 0 -15 -10 0 | 5
2 0 6 4 0 | -2
0 3 3 -3 -15 | 9
fs=fs+5f
10 3 2 0 | a
0 -1 -1 1 5 | 3
0O 0 0 0 0 | 5+5a
2 0 6 4 0 | -2
0 3 3 -3 —-15 | 9
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fi=fi—2f
-1 0 3 2 0 | Q@
0 -1 -1 1 5 | 8
o 0 0 O 0 | 545«
o 0 0 O 0 | —-2-2«
0 3 3 -3 —-15 | 9
f5=fs+3f2
-1 0 3 2 0 | «
0 -1 -1 1 5 | 8
0 0 0 0 0 | 545«
0 0 0 00 | —-2—-2«
0 0 0 0 0 | 9+43p
Entonces para que el sistema tenga solucién (infinitas) a = -1y = -3

b) Dado que el sistema tiene solucién, determine los vectores v3,v;, U5 y U; € M5 tal que:

T - - - -
(21 29 T3 T4 T5)" = V3x3 + U4y + U525 + V)

T 3 2 0 -«
To -1 1 5 —p
z3 | =1 1 |23+ [0]as+|0]2xs+1] O
T4 0 1 0 0
T5 0 0 1 0

P2 Considere la matriz B € M343(R) a la cual se le realizan las siguientes operaciones: A la fila 1, se le suma la
fila 2, luego se permutan las filas 1 y 3, y finalmente a la fila 3, se le suma 2 veces la fila 2. Como resultados
de estas operaciones se obtiene la matriz C. Calcule B~! sabiendo que

-1 -2 0
cl=11 1 0
0 0 1
o "Alafila 1, se le suma la fila 2”: E (1)

e ”Se permutan las filas 1 y 3”: I; 3

o "Ala fila 3, se le suma 2 veces la fila 2”: Ej 3(2)

Ey3(2)[13FE1(1)B=C /*B™*
Ey3(2)1 3B (1) BB T=0B™"' /O '«
CilE2,3(2)Il,3E2,1(1) —c=CB!
C'Ey3(2)I1 3B :(1) = B!

E>q1(1) = I 3= E>3(2) =

O O =
O
_— o O
= o O
o = O
o O =
O O =
N = O
= o O
—
—
S~—
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P3 a)

b)

P4 a)

00 1\ /1 10 00 1
LBy ()=(0 1 0|0 1 0o]=(0 1 0
1 00/ \0 0 1 110
1 0 0\ /0 0 1 00 1
Ey3(2)(I13E2.(1)=(0 1 o) |0 1 o]=(f0 1 0
02 1/ \1 10 1 30
-1 -2 0\ /0 0 1 0 -2 -1
C Y Ey32)13F2:(1))=(1 1 o]0 1 o0]=(0 1 1 |=B7"
0 0 1/\1 30 1 3 0

Sean A, B € M, «,. Pruebe que AB es invertible <= A y B son invertibles

= Como AB es invertible, 3(AB)~! tal que AB(AB)™! = I y como las matrices son asociativas, se tiene que
A(B(AB)™1) = I, entonces B(AB)™! es la inversa de A.
De la misma forma, se tiene que (AB)"'AB = I, por lo que (AB)~'A es la inversa de B

< Como A y B son invertibles, existen A~!, B~1, tal que AA~' =1y BB ' =1
(AB)B='A=' = A(BB™')A™! = ATA~! = I, entonces la inversa de AB existe y es B~1A~!

Sea C € M, , antisimétrica, esto es CT = —C. Demuestre que ¢;; = 0 Vi.
T _ . s s
o ¢;; = ¢;;Vi por definicién de traspuesta
o ¢l = —¢;;Vi por hipétesis

Entonces ¢;; = —¢i; = 2¢;, =05 ¢; =0 QED

Sea D € M, «, tal que D es invertible y D°> — D = 0. Calcule D!
Por hipotesis tenemos: D® = D, como D es invertible, podemos multiplicar por /D, lo que nos da D* = I y como la
multiplicacién de matrices es asociativa: D3 x D = I, entonces por corolario la inversa de D existe y es D3

Sea A € My (R), A= (‘C‘ ’

entonces A es invertible, y ademas

). Se define el determinante de A por |A| = ad — bc. Demuestre que si |[A| # 0

1 d —-b
-1 _ L
4 ‘|A<—c )
1

. . . . L - d —b .
Como tenemos que si A es invertible la inversa es tnica. Multiplicamos A por T (C a ) para ver si nos da la

1 /fd —b\(fa b _ 1 (fad—bec 0
|A| \—¢c a c d) |A] 0 ad — bc

identidad. Y efectivamente.

1 0 b
Sea Be M33,B=10 1 0]. Pruebe que B es invertible si y solo si a b2 # 1 y calcule su inversa. Para
b 0 1
demostrar que B es invertible ssi b2 # 1 vamos a escalonar la matriz.
1 0 b 10 b
01 0 0 1 0
b 0 1) BRI \g 0 12

De esta forma, para que no existan 0 en la diagonal b # 1, por lo que la matriz B es invertible ssi b # 1.
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Encontramos la matriz inversa usando las operaciones elementales™. Para ello se aumenta™ la matriz dada con una matriz identidad:

10 b 1 0 0

0 b[100 ? 1o b |1 00 ) ._,
010010]X(—b) ~ 01 0 |0 10 ~ 010?10 x(=b) ~
T, -1 £ i -1
b0 1001 Fy-b-F,=F;\0 0(=p*+1)-b 0 1 X(r)F;’(—b%l)—»F 000130 F,-b-F,—F,
— 21 3 3 | b =1 b -1
100/— 0 -2
b -1 b -1
0100 1 0
00 1|2 0=
P-1 Bl
-1 b
oy [— 0 —
10 b\ [po1 " po
010 = 0 1 0
b -
01 : 0 ‘|
B-1 Bl
Figura 1: Resolucién escalonar matriz, método de Gauss-Jordan, fuente: https://matrixcalc.org/es
1 1
¢) [Propuesto] Sea la matriz a coeficientesrealesC = | ¢« b ¢ |. Demuestre que sila matriz es invertible
2 12 2
a” b ¢

entonces (a Zb) A (a#c)A(b#c)
Se resuelve usando el método de Gauss Jordan, para una mayor claridad pueden usar la pagina matrixcalc.org/es/
ingresan la matriz y hacen clic en matriz inversa y luego en método de Jordan.
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Matriz A:
1 1 1
a b C
a2 b"2 c”2
Celdas / + || -

Determinante Matriz Inversa -
Matriz Transpuesta Rango -
Multiplicar por 2 Matriz Triangular I

Matriz Diagonal Matriz elevada a 2
Factorizacion LU Factorizacion de Chole...

[ Mostrar niUmeros decimales

be —b-¢ 1
1 1 1 (-1) (az—ab—.::.rc'+bc a*—ab—ac+be a —ab-ac+be
b e —il = 1
a c = |
b Br—ab+ac—-bc P -ab+ac—bec P -ab+ac-be
a b c ab —a-h 1

L ab+¢* —ac—be ab+c’—ac—-be ab+c¢ -ac—be "‘

Figura 2: Matriz inversa pregunta 4, fuente: https://matrixcalc.org/es
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Encontramos la matriz inversa usando las operaciones elementales . Para ello se aumenta™ la matriz dada con una matriz identidad:

M1 1]100 (0 ? 1 1|1 00 » 11 1 L 0oy
a b ¢c|010 0 —a+b —-a+c|-a 1 0 ]x{—az) ~ 0 —-a+c |-a 1 0 m)
@ b 2001 FomaF,=F\g2 p2 2 |0 01 F,—(d)-F = F,\0 —-@+¥ —a+c*|-d 0 1
;4 1 1 1 1 0 0 % 11 1 1 0 0
1 N\ a—c a -1 i a—c a -1
e ju— = 01 — — 0
0 I\-}”I a—b a-b a-b 0 x{az_bz) a-b a-b  a-
F -a+b)—F _(—a? . — B 1
2!( ) 2N a2+ b -+ - 01 F, {a +b2) F,=F 0Cab+ct-ac-be) ab -a-b 1 x(u,i)
—_— b+ o= —ac— b
11 1 1 0 0
? a-c a -1 :
~ 91 a-b a—b a-b 0 —a+c) ~
ab+c —ac—be ab+c —ac—be ab+c¢" —ac— b a-b I
2 _ « —be b -1
111 1 0 0 11 0] =2~ - -
-l lo ak I A 1 ) ab+c"—ac—be ab+c"—ac—bc ab+c” —ac-be X{—l)
: —a-¢ 1
b -ab+ac-be B -ab+ac-be b —ab+ac—be X(—l) ~ 0®0 " &« B -
B —ab+ac—be b —ab+ac—bec B —ab+ac—be
00 ab —a—b 1 FI—I‘FS—DFI b —ab )
ab+ct—ac—be ab+ct—ac—be ab+cl—ac—be 001 . -
ab+c*—ac—be ab+c®—ac—be ab+ ¢ —ac—be
100 be -b-c 1
& at—ab-—ac+bc d—ab-ac+be a*—ab-ac+be
i 010 ac —a—c 1
b —ab+ac—be B —ab+ac—be b*—ab+ac—be
Fi-1-F,—~F, ab —a-b 1
001
ab+e*—ac—be ab+E—ac—be ab+ct—ac—be

Figura 3: Resolucién por método de Jordan, fuente https://matrixcalc.org/es

P5 [Propuesto]

a) Si B € Myxn, demuestre que B + BT es simétrica y que B — BT es anti-simétrica.

b) Muestre que toda matriz cuadrada se puede descomponer como la suma de una matriz simétrica K mds una antisi-
métrica H.

c) Sean A, B, (A+ B~!) matrices invertibles, demuestre que (A~! + B) es invertible y que su inversa es A(A+ B~1)B~!
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Teorema: Sea A € M,,«, son equivalentes.

A es invertible

3! z solucién al sistema homogéneo: Az = 0
Vi, Ai #0 (A es la matriz A escalonada)
Vb, 3! x solucién al sistema Ax = b

Vb, 3 x solucioén al sistema Ax = b

Resumen

Matrices elementales: Definimos la matriz elemental E, ()
mediante
1, sii=j
(Ep,q(A)ij = { A sii=q,j=p
0, en otro caso

» La multiplicacién E, 4(A)A modifica la fila ¢ de A y co-
rresponde a multiplicar la fila p de A por A y sumarlo a
la fila q.

Corolario: Sea A € Myx, y 3B € My, tal que BA=1 = Inversa: E, 4()) es invertible y (B, (X)) ™! = Ep 4(=A).

=

Matriz simétrica: Sea A € M,,,,,, A es simétrica ssi AT = A
Matriz anti-simétrica: Sea A € M,,,,, A es anti-simétrica

A es invertible y B = A~1

ssi AT =—A

Matriz de permutacion: Definimos la matriz de permutacion
I, , mediante:

1, sii=jA(i#pVq)
, si(i=pAj=qV(i=qVj=p)
0, en otro caso

—_

(Ipﬁq)ij =

» La multiplicacién I, ;A permuta las filas p y q de A



