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Pauta Auxiliar 1: Matrices

¢CUANDO TE VOLVISTE EXPERTO EN
MATRICES?.»

P1. (a) Sean A, B € M, simétricas, demuestre que: AB es simétrica < AB = BA.

Solucién :
= Como AB es simétrica se tiene que AB = (AB)!
(AB)t = BtA?

Ademis A'=Ay B'*=B

Por lo que AB = BA

< Aplicamos la traspuesta a AB = BA:

(AB)! = (BA)'

(BA)! = A'B! (traspuesta de BA)

A'B' = AB (Simetria de A y B)

Por lo que (AB)! = AB, lo que significa que la matriz es simétrica

(b) Sea A matriz cuadrada de n x n. Pruebe que A es invertible si y solo si A* es invertible para algtin k > 1.

Solucién :
=Induccion:
Caso base: Para k=1, AA~ ' =1
Hipoétesis de induccién: Suponemos que es cierto para algun k = m: AMA™™ =1
Probamos para k = m + 1: (A1) (A=(mHD) = (AMA)(A7TA™™) = AmTA™ =T
< Si A* es invertible, entonces 3B € M,,,, tal que A*B = BA* = I, con B = (A%)~!
AR = AAF=1 = AF=1 A entonces AAF"1B = BAF-1A

(c) Sea N € M,,,. Diremos que N es nilpotente si 3k € N tal que N* = 0. ;Puede N ser invertible?



Facultad de Ciencias Fisicas y Mateméticas Universidad de Chile

Solucién :
Veremos que no es asi. Por contradiccién, supongamos que lo fuera, es decir, que N es invertible. Como ademas es
nilpotente, consideremos k € N tal que N¥ = 0. Notemos inmediatamente que k > 0, pues

N°=T+#0,

luego, podemos factorizar N y obtener
NN*'=N"=0.

Multiplicando por la izquierda por N~! (que existe, pues N es invertible), obtenemos que

N INNk-1=N"10=0.
I

Es decir,
N1 =0,

Repitiendo esto inductivamente, lo que podemos hacer siempre que el exponente sea > 1, llegamos a que
N =0,

lo que es una contradiccién, pues N° = I.
(d) Pruebe que si A € M, ,(R) verifica A3 + A% + A + I = 0 entonces es invertible.

Solucién :
Manejemos la ecuacién que nos entregan. Pasemos primero todas las potencias de A hacia la derecha:

I=—A%— A% - A
Factoricemos ahora por A por la izquierda (por la derecha también funciona):
I=A(-A2—A-1).

Con esto, como para matrices solo basta con encontrar inversa por un lado, podemos concluir que, A posee inversa
(—A? — A —1I) y luego es invertible.

P2. Sea B € M,;,(R) la matriz siguiente:

0 1 0 0

. B . . . 1 s 1
B=|: - . . 0 obienbijz bl] 7j+

: 0 sij#i+1

: 1

0 0

(a) Demuestre que la matriz D = B? satisface:

1 sij=i+2
dij = L
0 sij#i+2
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Solucion :

(Bz)i,j =(B%*B);; = ZBi,kBk,j #Definicién de multiplicacién de matrices
k=1

1 n
= ZBN@BM + B it1Biy1; + Z B; 1. By,; #Separamos la sumatoria en 3 partes

k=1 k=i+2
, 0 0
3 n
:W—&- 1% Bijpq,; + Z % Bk, j # Usamos que si j # i+ 1 entonces B; j =0
=1 7+2

= Bi+1,5
Y por definicién de b; ; tenemos los siguientes casos para B ;
1 sij=(i+1)+1
Bit1,; = .
0 sij#(+1)+1
(b) Usando el resultado anterior demuestre por induccién en m que B™ es la matriz
pm 1 sij=t4+m
Y 0 sij#i+m

Solucién :
Caso Base: m=2, probado en (a)
1 sii—i
Hipotesis de induccion: b;"; = S% ‘7 l tm
’ 0 sij#i+m

Probemos entonces para m + 1:

BZ_LJrl _ (Bm % B)i,j = Z Biy’nkBk,j
k=1

+m—1 n
= Z By By,j + Bl 1 Bitm,j + Z By By,j #Separamos de nuevo en 3 partes
k=0 k=it+m+1
0 0
i+m—1 n
= Bk, + 1% Biymj + Z ik Br,j# Usamos que si j # i+ m entonces B;"; =0

k=i¥m-+1

= BH—m,j

(¢) Escriba la matriz B™

Solucién :
Tenemos que:

o 1 sij=i+n
Y10 sij#i+n

Como la primera condicién es imposible, entonces B™ es la matriz de ceros.

P3. Recordemos que una matriz A se dice triangular inferior si a;; = 0 para todo 7 < j. Sean A, B € M,,,, matrices triangulares
inferiores, demuestre que:
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(a) AB es triangular inferior

Solucién :
Debemos probar que (AB);; = 0 para ¢ < j. Para esto, consideremos ¢ < j y calculemos explicitamente la posicién
i, j del producto.

(AB)” = Z aikbkj.
k=1

Notemos ahora que para todos los indices k > i, como A es triangular inferior, tendremos que a;; = 0. Asi, si
separamos la suma en los términos mayores que ¢ y los menores que ¢, obtenemos:

(AB)ij =) aiby
k=1

7 n
= Zaikbkj + Z aikbr;
k=1

k—it1
1 n
= E ;b + E aik brj
k=1 k=itl ¢
0

%
= E aikbkj.
k=1

Ahora bien, como i < j, tenemos que para todo k entre 1 e i, k < j. Luego, como B también es triangular inferior,
para todos tales k se tiene que by; = 0. Asi, la suma anterior se anula:

(AB)U = Zaik bkj = O.
-

De esta manera, como para todo i < j tenemos que (AB);; = 0, podemos concluir que AB es triangular inferior.
Solucién :
Nuevamente, consideremos i € 1,...n y calculemos explicitamente (AB);; y (BA);;. Se tiene que

(AB);; = Z aixbi-
k=1

Bajo la misma légica anterior, notemos que para k € 1,...7—1, tenemos que k < i, con lo que bg; = 0, al ser triangular
inferior. Analogamente, para k € i+1,...n, tenemos que k > i, con lo que a;;, = 0, también por ser triangular inferior.
Asi, podemos separar la suma en tres partes y obtener que:

n

(AB);; = Z aikbri
k

=1

1—1 n
= Z @ikbri + aiiby + Z aikbri
b—1

k=i+1
i—1 n
= E air by +aiibi; E air b
k=1 0 k=i+1
—_——
0 0
= ;ibi;-
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De manera totalmente idéntica (solo cambiando los roles de A y B) obtenemos que
(BA)i; = biai;.
Usando finalmente que tanto a;; como b;; son ntimeros reales, y luego conmutan, llegamos a que
(AB);; = aiibii = bia;; = (BA);;

tal y como queriamos demostrar.

(c) Propuesto: De existir, A~! es triangular inferior y (A71); = (A);;*

P4. P1 Primavera 2017 Considere el sistema de 3 x 3:

x + 2y + (a—1)z = 0
2z + (1I-a)y + z = p
(a+ 1)z — 4y + z = v
Encuentre condiciones sobre «, 8,7 de modo que el sistema:
(a) Tenga solucién tnica
(b) Tenga infinitas soluciones
(c) Considere:
1 2 a—1
A= 2 l-—a 1
at+l -4

y pruebe que para a = 7 la matriz es invertible

Solucién :
Es importante notar que un sistema de ecuaciones es lo mismo que la ecuaciéon matricial Ax = b, con

1 2 a—1 T 0
A= 2 -« 1 x= |y b=|p (1)
at+1l —4 1 z ¥

La idea entonces es encontrar una inversa de la matriz A y cuales con las caracteristicas para que esta inversa exista,
para ello escribimos el siguiente sistema:

1 2 (a—1) 0
2 (1-a) 1 I6]
(a+1) —4 1 v
Lo escalonamos: Fy — 2 * F:
1 2 (a—1) 0
0 (—a—3) (3-2a) Jé]
(a+1) —4 1 ¥
F3 — (Oé + 1)F12
1 2 (a—1) 0
0 (—a—3) (B3—2a) B
0 (—2a—6) (2—a?) vy
F3 — 2% FQI
1 2 (a—1) 0
0 (—a—3) (3 —2a) Jé]
0 0 (—a? + 4a — 4) ~—28
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Lo que queda finalmente como:

1 2 (a—1) 0

0 (—a—=3) (3—2a) Jé]

0 0 —(a—2)2 v —28
Una vez que tenemos el escalonamiento, evaluamos para que valores de « nuestro sistema tiene solucién, para eso hay
que estudiar lo que pasa cuando los valores en la diagonal se hacen 0, i.e., los casos en donde a = -3y a =2

Si los valores son distintos de 0, entonces nuestro sistema tiene una solucién tnica. (pregunta (a))

Por ejemplo para o = 2 se tiene:
1 2 1 0
0 -5 -1 154
0 0 0 v —2p

Por lo que si v # 2 entonces el sistema no tiene solucién.
Si v = 2f entonces queda una fila de ceros, por lo que el sistema tiene infinitas soluciones.

Para o = —3:
1 2 —4 0
0 0 9 B
0 0 —25 v =20
Escalonando Fj + 25/9F5:
1 2 —4 0
00 9 B
0 0 O v—28+4+25/98=~v+7/98
Es decir si v = —7/90 existen infinitas soluciones y si v # —7/98 entonces no existe solucion.

Para a =7, como a # 2 y a # —3, el sistema tiene una solucién tnica, por lo que A es invertible.



