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MA1002-1/4 Calculo Diferencial e Integral, Primavera 2021
Profesor: Leonardo Sanchez Cancino
Auxiliares: Javier Santidridn Salas - Patricio Yanez Alarcén

Auxiliar Extra C2: Integracion

P1. a) Integral Definida
Para f una funcién impar y continua, calcule la siguiente integral:

dzx

/E 1+ f(5 —sin(z))
0

sec(x)

b) Sumas de Riemann

Calcule el siguiente limite:
n

.1 .
nILHOIO - Zl(ln(n +1i) —In(n))
1=
¢) Teorema Fundamental del Célculo
Determine la funcién continua f y el valor de la constante a € R que cumplen la ecuacion:

6+/jfg)dt:2\/§

d) L’Hopital y Regla de Leibniz

Calcule:

3
x 2

e du
lim —20

w0 / sin(u?)du
0

e) TVM Integral
Sean f, g :[0,00) — R funciones continuas tales que g(x) > 0,Vz € [0,00) y f(0) = 0. Demuestre
que:

lim /01 f(%)g(m)dx =0

n—o0

P2. a) Se define Vn € N

us

I, = /Z tan" (x)dx
0

Demostrar que I, + I,_2 = ﬁ, Vn > 2

b) Calcule
n+1 1

lim E _
— 2 C 132
n—oo =2 4+ (i — 1)
Indicacion: Le puede ser util pensar en sumas de Riemann.

c¢) Demostrar que:
1

Tt = dt
F — -
(=) /0 1—|—t2+/0 1+ t2

No depende de z y Calcule su valor Vz > 0
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d) Considere la funcién definida por la regla

g(x) = sen(z) /0 " F(t)cos(s)dt — cos(x) /0 " F(t)sen(t)dt

Donde f es una funcién continua en R.
Pruebe que ¢"(x) + g(x) = f(z). Usando esto demuestre que si f(0) > 0 entonces g tiene un
minimo local en g.

e) Sea f:[1,00[— R una funcién no negativa y creciente.

I Usando la particién P = {1,2,3,...,n} pruebe que

n—1 n n
Zf(i)é/ f@)dz <Y f(i), Vn > 2
i=1 ! i=1

IT Considere f(x) = In(z) y utilice la parte anterior para demostrar que

(n—1)I< nel-nt) < n!, Vn >1

f) Demuestre que

1+ 22 =~ 12¢

V3 o~z
/ e sen(x)d$| o T
1



%MW&/M@MEQ\Jpl

Iy AN FJ\WMMW vod N s R
M%m Nenshed (retleh + g bt --rW\()SJ

% 700 O Em&ﬁ%m@%&ﬂm%%)&m
AX = J_r:_b.}\,u\/ﬂ,\,,lj}\,h Iitanen. A LLA{}J\M’&\ e (4,—-0\)/ '-_—_.—0,, day
'gmxmfax s UEX,,,,XJ A,ﬂa\,,AL»Mm Rip e

fjwh- ,SY-F P= B x/lg-j/’qf&) A% (WI ) %/%‘%AM

. =N\ (£, P) AN’:. 83 ;A’FK
o~ . Xig X
G o= E s o (539

,mwﬂ

sk Ty (F):= xm{( SER) P piio ds. Do 1) (»Jy&w@&w%mw

Adnd. o T ( {SCE.P: Pan foiica AERAVIZS PN 7 A o gl e siopt)
Ldeein £ A b M:lrj'm ) A Lst/mn.l f6N% =T, €)= T_(F) .



P1. a) Integral Definida
Para f una funcién impar y continua, calcule la siguiente integral:

f% 1+ f(4 - sin(x))dx
0

sec(x)




b) Sumas de Riemann
Calcule el siguiente limite:

n_mo n Z(In(n +1i) —In(n))




¢) Teorema Fundamental del Calculo
Determine la funcion continua f y el valor de la constante a € R que cumplen la ecuacion:

6+f%dt=2ﬁ w




d) L’Hopital y Regla de Leibniz
Calcule:




e) TVM Integral
Sean f,g: [0,00) — R funciones continuas tales que g(z) > 0,Vz € [0,00) y f(0) = 0. Demuestre
que:

tim [ 5(D)ate)iz =0

n—od
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P1. Se define Vn € N

s

I, = /Z tan" (z)dx
0

Demostrar que I, + I,,_o = ﬁ, Vn > 2

a)

Intuicién: lo que tenemos que tener claro es que nos piden demostrar una igualdad entre Integrales
que dependen de un n, entonces esto son sucesiones de integrales? Ademds debemos comenzar en
un lado, y se recomienda el que te entrega mayor informacién respecto a la definicién. Luego
una vez que reemplazamos la definicién se recomienda el ver como con propiedades de integral
las puedo juntar, ademas de poder formar algo dentro de la funcién que sea mas familiar para
integrarlo algo como funcién y su derivada, puede servir, y ver que con un cambio de variable
puedo pasar a solo integrar polinomios puede ser bastante conveniente.

Teoria: Acd podemos notar que por algo nos piden que sea Vn > 2 esto es para que esté bien
definido cada I;, ademas la integral debe estar bien definida, es decir debe ser integrable, que
hipétesis puedo verificar?

Matraca: Trabajar la integrar y juntar todo de buena manera, recuerden siempre el diferencial,
y que cuando ocupo el Teorema de cambio de variable no debo dejar ambas variables en los
integrando, ademéas de que cuando tengo limites definidos igual debo estudiarlos!

u(z)

P2. Sean u, v: R — R derivables y f una funcién continua y sea G(x) = / f(t)dt.
Muestre que G'(x) = f(u(x))u/'(z) — f(v(z))v'(x)

a)

b)

c)

v(x)

Intuicién: Al ver este ejercicio lo primero que se debe venir a la mente es TFC pero en su forma
con los limites bien definidos, esto es una muy buena intuicién para partir.

Teoria:Luego debo ver las condiciones de que esté bien definido, y que en este caso mi limite
superior e inferior dependen de la variable x, ademas de que la variable dentro de la integral y
su diferencial son variables mudas, esto debo tenerlo muy claro para poder trabajarlo de buena
manera.

Matraca:Para la matraca es recordar la regla de la cadena teniendo claro lo anterior, ademas de
aplicar el Teorema que me aliviard la carga para el ejercicio.

P3. Demostrar que:

Tt T dt
F = _— R
(=) /0 1—|—t2+/0 1+ t2

No depende de x y Calcule su valor Vx > 0

a)

Intuicién: Lo que podemos notar de manera general que este es un caso particular del ejercicio
anterior, esto serd esencial y que por algo las cosas van en orden!!

Ademés de si quiero probar que algo es constante tengo algunas equivalencias, una seria con su
derivada que en este caso es conveniente.
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b) Teoria: Justificar por que cada una de esas integrales estd bien definida, son integrables?Ahora
bien si quiero ver que es constante y estudiamos la derivada debemos tener en cuenta que al derivar
la integral habra una regla de la cadena entre medio que no puedo olvidar, ademéas que tengo los
limites de la integral bien definido asi que por lo menos deberé hacer un TFC por cada integral.

¢) Matraca: Ya teniendo claro como atacar el ejercicio, comenzar a aplicar lo visto en el problema
anterior, no olvidar lo que es constante, lo que es variable de dependencia y lo que es variable
muda, ,luego solo seguir y llegar a lo esperado para que sea constante.

P4. Estudia que ocurre con buena propiedad le entrega la paridad de una funcién para ser integrada,
asumiendo que ya estd bien definida, ;Qué ocurre si la integro simétricamente?

a) Intuicién: Quiero estudiar una funcién genérica en un domino simétrico, por lo que me defino sin
perdida de generalidad un intervalo simétrico de la forma [—a, a], luego de esto debo ver dos casos:
I) Funcién par:

Vz € [~a,d], f(z)=f(-x)

IT) Funcién Impar:

Vr € [~a,d], f(z)=—f(-2)

Ahora el separar esta integral puede ser conveniente, lo que me permitird usar mi hipétesis de
paridad en cada caso.(Transformacion lineal)
El drea de una cantidad finita de puntos es nula.

b) Teoria: El enunciado nos entrega directamente esta parte, por lo que me preocupo solo de las
caracterizaciones de paridad ya entregadas.

¢) Matraca: Expresar lo que te piden y trabajarlo mediante lo mencionado en la parte anterior, seprar
de manera conveniente y recordar que un buen cambio de variable puede arreglar problemas de
signos para poder asi hacer que aparezca la forma de hipdtesis de paridad.

P5. Sea f:[1,00[— R una funcién no negativa y creciente.

I Usando la particion P = {1,2,3,...,n} pruebe que
n—1 n n
S0 < [ f@)de <3 1), Vn =2
i=1 1 i=1

IT Considere f(x) = In(z) y utilice la parte anterior para demostrar que
(n—1)I< nel-nt1) < n!, Vn >1

a) Intuicién:
I) Nos piden un ejercicio con dos partes que tiene una doble desigualdad, por lo que usaremos
sumas de Riemann, eso no deben dudarlo, ademéas vemos que nos dicen en que particién trabajar,
por lo que no serd tan complicado definir todas las cosas.
Ahora debo ver de que tipo es, equiespaciada o diferente? Una vez que tenemos esto, podemos
comenzar a hacer los pasos que ya definimos en los problemas de sumas de Riemann.
IT) La intuicién debe ser usar la parte anterior, el pensamiento es para algo me hicieron desarrollar
la parte anterior.



Facultad de Ciencias Fisicas y Matemdticas Universidad de Chile

b) Teoria:
I) Vemos que me entregan caracteristicas de la funcién las cuales debo usar para poder asegurarme
que la funcién sea integrable realmente, notar desde donde estd definido cada suma inferior o
superior en su definicién en el resumen (indice).
II) DEBE CUMPLIR CADA UNA DE LAS CONDICIONES DE LA PARTE ANTERIOR LA
FUNCION QUE NOS DICEN.

¢) Matraca: Ver como definir de buena manera cada uno de los elementos m;, M; que recordemos que
por definicién son m; = inf{f(x), © € [xi—1, x|} N M; = sup{f(z), © € [xi—1, 2]} Na,b, ANx;, x;
para luego poder reemplazar cada elemento en la desigualdad que cumplen las funciones integra-
bles. Para la segunda parte una vez que vemos lo anterior, queda matraquear de buena manera y
ademas no olvidar el caso n = 1, dado que lo anterior se cumple Vn > 2 y nos piden demostrar
Vn > 1.

b
P6. Sea f : [a,b] — R una funcién continua y no negativa en [a,b]. Pruebe que si / f(t)dt = 0 entonces
f(t) =0, para todo t € [a,b] ‘

a) Intuicién:Este ejercicio en un comienzo me entregan una serie de hipdtesis, para luego probar algo,
entonces este sera la parte tedrica.
Tenemos que probar una implicancia de la forma p = ¢, la cual tenemos una serie de formas de
probarla segtin vimos en introducciéon al algebra.
En su defecto esta vez lo haremos por el método de contradiccién, dado que lo que quiero probar
es algo de no mayor dificultad de negar, y que puedo generar un absurdo. Desarrollando la manera
directa cuesta un poco maés arar el argumento, pero igual es posible.

b) Teoria: Para este ejercicio serd bueno tener en cuenta ciertas cosas como la tricotomia de los reales,
es decir que cuando un numero es diferente de 0 debe ser positivo o negativo, ademas también
que si tengo un ntmero que es estrictamente positivo, siempre habra un otro que viva entre él y
0, por densidad de R.

En efecto considerar que en la pagina 89 del apunte hay propiedades de integrales que pueden ser
utiles, en este caso la desigualdad

1) Desigualdad de funciones:

if ) 2 9) = [ 1@ie = [ gy

Ojo que esto segun la propiedad 5 en la pagina 89 es con valor absoluto, pero para este caso
particular del ejercicio asumimos que la funcién esta definida con imagen solo en los positivos.
Analizar que debo cambiar para hacer la desigualdad estricta.

2) Desigualdad de intervalos en el dominio encajonados:

if [e,d] C [a,1] @/abf(x)dxz/cdf(:p)dx

Luego cual serd la condiciéon para tener la desigualdad estricta? Recordar que ocurre con una
funcién continua en un cerrado y acotado. En particular en [z, — €, xo + €]

¢) Matraca: Luego de poder usar todos los preeliminares, la matraca de este ejercicio es comenzar
de la hipétesis de buena manera y acotar de manera que llego a una contradiccion.

P7. Calcule
n+1 1

lm )
n—oo

—n?+(i— 1)2
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Indicacién: Le puede ser 1til pensar en sumas de Riemann.
ESTIMADOS Y ESTIMADAS EN ESTE PROBLEMA HUBO UN PROBLEMA DE TIPEO
Ejercicio original Calcule

n+1 1
lim
Jim >

i=2 \/n2 + (i — 1)
Ejercicio Propuesto SPOILER da 0, por qué? Calcule

n+1 1
lim _
n—o00 z:ZQ n2 + (Z _ 1)2

P8. Considere la funcién definida por la regla

g(x) = sen(x) /OI f(t)cos(s)dt — cos(x) /Oz f(t)sen(t)dt

Donde f es una funcién continua en R.
Pruebe que ¢"(z) + g(z) = f(z). Usando esto demuestre que si f(0) > 0 entonces g tiene un minimo
local en g. [Ejercicio Teorema Fundamental del calculo(TFC) y Optimizacion.

P9. D t
emuestre que 522

V3 o~z
/ e sen(a:)dx| o
1

a) Intuicién: Para poder atacar este ejercicio lo mejor es pensar en las propiedades de integrales,
intentamos encontrar una cota superior constante, entonces pensar en las cotas de las funciones
trigonométricas de intro al calculo, siempre estd acotado entre -1 y .

Ademaés recordar que estoy acotado entre los limites de la integral por lo que si estudio las funciones
que quedan, como la exponencial tiene un crecimiento determinado, podré encontrar una cota
superior.

b) Teoria:Analizar las funciones dentro de la integral y verificar bajo una condicién que esté bien

definido.

¢) Matraca:Acotar y acotar superiormente.


https://www.youtube.com/watch?v=3ocumEXDZy4&t=831s
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Sea f : [a,b] — R una funcién integrable
la funcién G : [a,b] — R tal que G(z) =

/ f(t)dt es continua.

TFC 1: Si f es una funcién continua en un
intervalo I C Ry a € I, entonces Va € int(I):

Gla) = [ F)dt = G'@) = fw)

Corolario del TFC 1: Si la funcién F', con-
tinua en I es una primitiva cualquiera de f
en I, entonces:

b
Vab e I,/a F(t)dt = F(b) — F(a)

TFC 2: Sea f integrable en (a,b) si existe
una funcion tal que: F/ = f en (a,b), enton-
ces:

b
| f@da = Fe) - F@)

Integracién por Partes: Sean f y ¢ dos
funciones continuas en [a,b] y con derivadas
continuas en (a,b), entonces:

b

b b
| 1@ @z = f@g(@)] - [ a(@)f (@)de

a

Integracién por sustitucién: Sea g conti-
nua en [a, b] y con derivada continua en (a, b).
Sea f continua en g([a, b]), entonces:

b g(b)
| re@g@de= [ poyar

g(a)

Valor Medio: Sea f una funcién integrable
en el intervalo [a, b]. Se llama valor medio de

fenla,b]a
1 b
b—a/a !/

Se anota como f o (f).

TVM-integrales: Si f es continua en [a, b],
entonces 3¢(a, b) tal que f(§) = (f), es decir:

[ r=r@0-a

TVM Generalizado - integrales: Si f es
continua en [a,b] y g es integrable en [a,b],
que no cambia de signo, entonces 3¢(a, b) tal

que
/abfng(ﬁ)/abg
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