Control 2, MA-1A2 Calculo Diferencial e Integral
Escuela de Ingenieria, FCFM, U. de Chile
Semestre 2007/2 (29 de Agosto)

w/2 w/2
P1) a) Dada una funcién continua f, se definen las integrales A = / f(cosz)dx, B = / f(senx) dx
o 0 0
y C = / f(sen2x) dx.
0

i) (2 ptos.) Mediante cambios de variable apropiados, demuestre que A = B = C.
ii) (1 ptos.) Si ademds se sabe que f(xy) = f(x)+ f(y), pruebe que C' = —7 f(2).
Solucion

T _

En A usamos el cambio de variable u = § — x y resulta:
0 w/2
A:—/ f (cos(§ —uw)) du:/ f(sen (u)du =B
T 0
........................................................................................

........................................................................................

........................................................................................

Ahora usamos el cambio de variable © = ™ — ¢t y obtenemos

1 0 1 /2
C:§<B—/7T/2f(sen(7r—t))dt> :§<B+/O f(sent)dt) =B

........................................................................................

Para el cdlculo descomponemos asi:

w/2 w/2
C:/ f(QSen:Ecos:L")dx:/ f(2)de+ A+ B
0 0

........................................................................................

de donde A = —F f(2)

........................................................................................

2m
b) i) (1.5 ptos.) Dados m,n € N*, calcule la integral I,,, = / sen (nz)sen (mx) dz, sepa-
0

rando los casos m = n de m # n.

Ind: Recuerde que sena - sen 3 = <@=B—cos(atf)

2

2
ii) (1.5 ptos.) Use el resultado anterior para calcular .J,, = (x)sen (mx)dx, Ym € N*,
100 ’
para la funcién definida por f(x) = Zaksen(kx). Distinga los casos m < 100 de
k=1

m > 100.



Solucién

Parte i: Usando la indicacién se tiene que

1 g2
Ijpm = = /0 { cos((n —m)z) — cos((n + m)x)}d:c

Iyn = 0
100
Parte ii: Como f(z) = Z agsen (kz) se tiene que

k=1
2m

Im = f(z)sen (ma)dx
97 100

= / Zaksen (kx)sen (mx)dx

0 k=1

100

= Z e Lim
k=1

Usando la parte (a) se tiene que I}, ,, # 0 solo para k = m. Luego los términos k # m de

la suma son nulos.

Ta, sim <100
Jm = .
0 si m > 100.

........................................................................................

2
........................................................................................

1
P2) a) Considere la funcién f(x) =z — o 2Inz.

i) (1 ptos.) Encuentre dominio, un cero y limites cuando x — 0 y cuando x — +o00 de f.
ii) (1 ptos.) Calcule f"y determine intervalos de crecimiento de f y puntos extremos locales

y globales de f (si existen).
iii) (1 ptos.) Calcule f” y determine intervalos donde f es concava y donde es

Encuentre las inflexiones de f. Bosqueje el grafo de f.

convexa.



Solucién

Parte i: El dominio de la funcién es R debido a la presencia del logaritmo. .......... 0.2 ptos.

Los ceros se obtienen resolviendo la ecuacion x = % + 2Inz. Por inspecciéon un cero es

B L e

Cuando = — 07 se tiene que

1
lim  — — —2lnz = lim —=(1 — 2% -2zlnz) = —00-1 = —00
r—0+ X z—0t X

........................................................................................

Cuando z — +o0 se tiene que

1 1 1
lim 2 ———2lnz = lim m(l——2—2ﬂ):—|—oo-1:—l—oo
Tr— 400 X Tr— 400 €T X

........................................................................................

........................................................................................ 0.5 ptos.

La funcidén es estrictamente creciente en todo su dominio. ............ ..o, 0.5 ptos.
Parte iii: Célculo de f:

1 2 2z-1)

"
r)=-2—54+—5=—7"7>
........................................................................................ 0.25 ptos.
Por lo tanto la funcién es convexa para x > 1y concava para x < 1. ................... 0.5 ptos.
Posee un punto de inflexidn en @ =1 ... .. 0.25 ptos.

b) (& ptos.) Usando la condicién de Riemann, demuestre que la funcién f definida por

2 six>1

f(x):{1 siz <1

es Riemann integrable en el intervalo [0, 2].
(Ind: Dada una particion P = {xy,...,z,} vea donde se cumple my(f) < My(f))



Solucién

Usando la condicién de Riemann, debe probarse que:

Ve > 0,3P € Py, tal que S(f, P) —s(f,P) <e

Sea entonces € > 0 e intentemos encontrar la "buena” particion P.
Si P ={xg,...,z,} se tiene que

. 1 sizp_1 <1
my(f) = inf{f(2) : @ € [wp_1,24]} = f(wp-1) = { . ot
2 sixp_1>1
Ademas,
1 sixp <1

2 sixp>1

Asi

La condicién de Riemann se cumple con cualquier particién tal que su intervalo en torno
a z = 1 tenga largo menor o igual a ¢.
Por ejemplo sirven:

e Particiones equiespaciadas tal que % <e

e Particiones no equiespaciadas tales que |P| < e

e La particién P ={0,1,1 +¢,2}

P3) a) (2 ptos.) Sean z,t € [0,1] y f continua en [0, 1], se define la funcién g como

o(z) = / e f (1),

Calcule ¢'(x) y verifique que ¢'(0) = ¢(0).

b x b
(Ind: Separe en forma apropiada la integral que define a g, recordando que [h = [h+ [h)

a

xT



Solucion

Usamos la indicacién
1 T 1

g(z) = / el r)de = / e P r(t)dt + / e~ 1P f(t)dt.
0 0 T

Y recordando que
yel0,z] = —|lx—t|=t—=x,
yelr,1] = —|lz—t|=z—t.

Se sigue que

o(z) = / " et f (1)t + / Lt

0 T

T 1
:e_m/o etf(t)dt+em/m e L f(t)dt

b) Calcule las siguientes primitivas:

Vo dx.

1+ x
22 +5

i) (1 ptos.) I =

ii) (1.5 ptos.) J = dx. Aqui i6 fracci ial
ii) (1.5 ptos.) / &= 2P ) x. Aqui use separacion en fracciones parciales pero

NO CALCULE las constantes.

iii) (1.5 ptos.) K, = / x"Vx 4+ 1dz, (n € N). Aqui encuentre una férmula de recurrencia

entre K,, v K,,_1 y calcule explicitamente K.



Solucién

Parte i: Hacemos el cambio de variables u = /= o equivalentemente x = u®. Asi,

dx = 2udu y
2
—1+1 1
I:/ 4 2udu:2/ududu:2/u—l+ du
1+u u+1 u—+1

Es decir, volviendo a la variable original,

I=z—-2yz+2In(vz+1)+C

Parte i: Separando en fracciones parciales (SIN CALCULAR LAS CONSTANTES) se
tiene que

z? +5 A B C DX +E
@ 2P +4) 2-2 @-22 @-2p  22td
............................................... (0.1 por cada término, el dltimo visto como dos)
Asi se obtiene que
B c

J=Aln|zr-2| -

D E T
— “n(z? +4) + = S+ K.
T A R GRS R b

...................................... (0.2 por cada término, incluida la constante de integracién)
Parte iii: El caso n = 0 es directamente Ky = %(:L’ +1)%2 4+ C.

Para la formula por recurrencia, integramos por partes del modo siguiente:

u=zx" du = nz" 1

dv=+vz+1 v:%(x+1)3/2

Asi se obtiene

2 2
K, = wng(x+1)3/2—/nm"‘lg(x—i-l)g/zdx

2

= g;n"(x +1)3%2 - ?n /x"_l(:n +1)vVz+ 1ldz

2 2n
= §5L'n(33 + 1)3/2 - ?(Kn + Kn—l)

De esta ecuacién despejamos K,, para obtener que

22" (x + 1)%2 — 2nK,
K, =
34 2n

5*0.2 ptos.

0.3 ptos.

0.4 ptos.




Control 2, MA1A2 Calculo Diferencial e Integral
Departamento de Ingenieria Matematica, FCFM, U. de Chile
Semestre 2008/1 (30 de Mayo)

P.1.- Considere la funcién f(z) = zlnx en el intervalo [1,2]. Para n € N* se define la particién
P, ={xo,...,x,} del intervalo [1,2] mediante la regla x; = ¢* parai =0,...,n.

a) (1 pto.) Determine el valor de ¢ tal que x,, = 2, calcule la norma de la particiéon P, y
demuestre que
lim |P,| = 0.

Solucion

Para que , = 2 es necesario que ¢" = 2 es decir, debemos escoger ¢ = /2. ............ 0.3 ptos.

En el i-ésimo intervalo se tiene que
Avi=xi—2i1=q¢—q¢ "'=¢""(¢-1)
Como ¢ > 1 el maximo largo de intervalos se obtiene para ¢ = n. Por lo tanto

1P| =25 (V2 -1)

Tomado limite, como {/2 — 1, se tiene que

lim |P,| = lim 2% (V2—-1)=1-(1—-1) =

n—oo n—

3

b) (1.5 ptos.) Usando la particién P,, calcule la suma de Riemann S, = f(zk)Azxy en

n
términos de ¢, n y la sumatoria Z kq".
k=1

Solucién

Usando la definicién de f se tiene que

Sp = d"In(g")d" (g 1)
k=1

........................................................................................

........................................................................................




c) (1.5 ptos.) Sabiendo que quk =q : (1 fz)g v
k=1

2
la suma S,, que le permita, pasando al limite, calcular la integral I = / f(z)dz
1

, encuentre una férmula para

Solucién

Usando la indicacién con la razén ¢? se tiene que

q—l{
S, =1n
(9) < !

21-—q%1—-nq%%1-—q2)}

(1—¢?)?

1— an + ann(QQ o 1)}
(g+1)(¢?—1)

........................................................................................

Pero como ¢ = /2, se tiene que ¢> = {4 y ¢®" = 4, resulta

. —3+4n(V4-1)
Sn_\/ihﬂ{({ﬁ—i—l)n(%—l)}

........................................................................................

es decir

2
/ rlnz = lim S,
1

n—oo

........................................................................................

Para tomar limite recordamos que /2 — 1y n(3/4 — 1) — In4, por lo tanto:

i Yoz otV L, o8 Ind
= lim V21 2{(<ﬁ+1)n(<ﬁ—1)}_1 : 2{ (1+1)1n4}

........................................................................................

d) (2 ptos.) Recalcule la misma integral, pero ahora usando primitivas y el TFC. Coteje
Sus respuestas.

Solucion

Usando el TCF se tiene que

........................................................................................

........................................................................................




P.2.- a) Sea g una funcién dos veces derivable en R. Se define la funcién f mediante la regla
flz) = / g(x —t)sentdt
0

Demostrar que se verifica la relacion f”(x) + f(x) = g(x) para todo = € R.

Indicacion: Hacer el cambio de variable x — t = w.

Solucién

Usamos la indicaciéon x — t = u, con lo cual dt = —du. queda
0 T
f(z) = —/ g(u)sen(z — u)du = / g(u)sen(z — u)du
x 0
........................................................................................

Desarrollando un poco se obtiene:

f(z) = senx/ g(u) cosudu—cosx/ g(u) sen udu
0 0

........................................................................................

Ahora derivamos:

fl(x) = cosaz/o g(u) cosudu + senz g(x) cos x

x
+sena;/ g(u)senudu — cosx g(x) senz
0

x x
= cosx / g(u) cosudu + senx / g(u) senudu
0 0

........................................................................................

Derivamos nuevamente:

xX
f(z) = —s.emav/0 g(u) cosudu + cosz g(x) cos x
x
—i—cosx/ g(u)senudu + sen x g(x) sen x
0

X X
= — senm/ g(u) cosudu + cos 1:/ g(u) senudu + g(x)
0 0

........................................................................................
Esto dltimo es —f(z) + g(x). Luego sumando f(x) se obtiene la relacién pedida. ....... 0.5 ptos.




b) Sea f la funcién definida por

2x dt
ﬂ@:il VEE+ 2+ 2

i) Demostrar que f es impar.

Solucion
En efecto,
JE iy
—) = ——
—x VA HtZ 42

........................................................................................ (0.5 ptos. |

Usando el cambio de variables ¢ = —u (donde dt = —du) queda

2z du
fea) == | e = -
T u* +u +2

........................................................................................ 1.0 ptos. |

ii) Calcular f’(z) y encontrar los intervalos donde f crece y donde decrece.

Solucién

Derivando se tiene que
1 1

........................................................................................ [0.7 ptos. |

Desarrollando un poco se tiene que
@) 2Vt + 22+ 2 — /(22)% + (27)2 + 2
€Tr) =
V(©22)t + (22)2 + 2Vt + 22 + 2

........................................................................................ 0.2 ptos. |

ahora racionalizamos

fi(a) =

4(xt + 22 +2) — ((22)4 + (22)2 + 2)
V(2r)t + (22)2 + 2Vt + 22 + 2(2\/334 +224+2++/(22)% + (27)2 + 2)
_ 6(1 — 2z*)
V(2x)t + (22)2 + 2Vt + 22 + 2(2\/954 + 22 + 2+ /(22)1 + (22)2 + 2) ’

........................................................................................ 0.2 ptos. |

Por lo tanto f es creciente si 1 — 22* > 0 y decreciente si 1 — 22% < 0.

O sea, f crece en [—1/v/2,1/+v/2] y decrece en (—oo0, —1/+v/2] y en [1/+/2,00). ....vv....




P.3.- Considere las funciones f(z) = senz y g(x) = z(x — m), con z € [0,7]. Sea R la regién
encerrada entre los graficos de las dos funciones.

a) Calcule el drea de la region R.

Solucion

........................................................................................

b) Determine el volumen del sélido generado por la rotacién de R en torno al eje OY'.

Solucién

c) Encuentre la posicién del centro de gravedad de la regién R.

Solucion

x, =
s
6
........................................................................................

1 9 m
5 =
........................................................................................

5

s s

_Mox _1-®
g A - 73
2+°%

........................................................................................




d) Determine el largo de la curva y = g(z).

Solucion

........................................................................................

Usando el cambio de variable 2x — 7 = tan ¢ con dx = %sec2 wdyp se obtiene

1 arctan(m) 1 arctan(m)
L= 2/ sec®(p)dp = 5 (/ sec(p)dyp

rctan(—m) rctan(—m)

........................................................................................

Pero, integrando por partes se tiene que

1
/ sec® rdr = i(sec ztanz + In(secz + tanx))

........................................................................................

arctan(m)

arctan(m) 1
/ sec®(p)dp = Z(secxtanx + In(secz + tanx))
al

rctan(—m)
1
= 1 (VI = ()

........................................................................................

N

arctan(—m)

Puede serle til recordar las siguientes formulas:

7 / ’ F(x)dz

b
/ 1+ g%dx

’ b b b2 2
Jor [Catr = gyie | [ (5 =)\ [ a7 - [ V=9,




Control 2, MA-1A2 Calculo Diferencial e Integral
Escuela de Ingenieria, FCFM, U. de Chile
Semestre 2008/2 (11 de Octubre)

P1) a) (3 ptos) Mediante cambios de variables apropiados calcule:

2¢ — 1
V3 — 2z — z2

Solucién

® dr
dz  (Ind: complete el cuadrado perfecto) _
25 X + x3/5

Completando el cuadrado perfecto la primera primitiva se escribe:
20 — 1

V4 —(x+1)2
................................................................................. |

de modo que usamos el cambio z + 1 = 2sent, con dr = 2cost dt.

4dsent — 3
/LQCOStdt = /(4sent—3)dt = —4cost —3t+C.
2cost

................................................................................. .

Para la segunda integral hacemos el cambio x = u® con dz = 5u*du. .............
Queda

4

4 g 4 4
Su* du Hu du 5 5] 17
_— = = —In(u?+1)] = =In(—
/2\ U/5+u3 /2\ u2+1 2 n(u + )2 2 n( 5)

................................................................................. .

d
b) (1.5 ptos) Considere la Integral I,, = / ﬁ Demuestre que satisface la férmula de
u n
recurrencia 5 1
u n—
I = I,.

T (14 w?)n * 2n
Solucion
Consideremos la integracion por partes definida por f = m — = (14:5%

g = — g=u
PP . 10.5 pto.
con eso se tiene que

u u?+1-1
I, = ———+2 —_—
(1+u2)n + n/ (1+u2)n+1

................................................................................. .

de donde se obtiene el resultado




¢) (1.5 ptos) Usando el cambio de variables u® = £ y la parte (b), calcule
/ r—1 dz
r+1 a2

Usando este cambio de variables queda 2udu = %dx @iz +1 dm Ademas

despejando x queda u?z + u? = x — 1, de donde = = 1+" sy rH+l=15 ... 0.5 pto.

La integral queda
/ (1—u2)2 ( 2 >2d / 4u? p
u u u= [ ——du
1+ u? 1 —wu? (14 u)?

................................................................................. .

Separando en fracciones parciales (o sumando y restando 1 al numerador) esta prim-

itiva queda
1 1
4 [ —— -4 | ———
/1+u2 /(1+u2)2
Usando la parte anterior para la segunda primitiva (n = 1) obtenemos
1 U 1 1 4u
4 —4 — = 2arct — C.
/1—|—u2 <1+u2+2/1+u2> arctg (u) l—i-u2+
................................................................................. |

n

P2) a) (2 ptos) Identifique la sumatoria S,, = Z
k=1

Solucién

como una suma de Riemann y calcule

n? + k2

su limite cuando n — oo.

Solucion

- 1
Claramente S,, = Z % Z f(zr)Azy para f(z) = 1+m2 y xp = % que
n)

forman una partlclon del intervalo [0, 1]. ......................................... 0.5 pto.
1
T
Por lo tanto la sumatoria converge a la integral [ ——— ... ... . ... oL 1.0 pto.

1
que vale 1In(1 + xQ)‘O =5In2 .

b) Considere una funcién f: [a,b] — [c,d| continua, biyectiva y estrictamente creciente.

i) (0.5 ptos) Explique por qué f~! es también integrable y estrictamente creciente.
Solucion

Al ser f continua, su inversa lo es y en consecuencia es Riemann integrable. Ademas

las inversas de crecientes son crecientes. ................iiiiii i .1 0.5 pto.




ii) (2 ptos) Considere la particién P = {xy, ..

ente particién imagen @ = {f(zo),..., f(z,)} del intervalo [c,d]. Demuestre que

S(f, P)+s(f71,Q) =bd —ac

., Zn} del intervalo [a, b] y su correspondi-

Solucion

Al tratarse de funciones crecientes se tiene que
M;(f) = f(z:) y mi(f1) = f (yic1) = zic1

0.5 pto.

. [1.0 pto.

0.5 pto.

iii) (1.5 ptos) Use apropiadamente las continuidades de f y f~! para demostrar (a partir

de (ii)) que /cdflzbd—ac—/abf

Solucién

Por tratarse de funciones continuas, cuando las normas de las particiones P y @
tienden a cero, las sumas de Riemann tienden a las integrales correspondientes. ..

Luego, tomando limite en la expresién (ii) se tiene que

/abf+/cdf—1:bd—ac.

|

P3) a) La figura muestra el grafico de una funcién f(x) en el intervalo [a, e]. Con ella se define la

funcién F(z) = / f(t)dt.

Y

Indique, argumentando apropiada-

mente, cuales son los crecimientos,
concavidades y continuidad de la
funcién F.




Solucion

Por TFC, la funcién F' es siempre continua en todo el intervalo [a,e]. ............
Ademads, donde f es continua F es derivable y F'(x) = f(z). Por lo tanto los signos

de F’ son los signos de f y asi F es creciente en [a,b] y [c,d], y es decreciente en

[0, €] ¥ [d, €], e

Las convexidades de F' estan asociadas al crecimiento de su derivada f. Por lo tanto

F es convexa en [c,d] y [d,e] y es concava en [a,c] y [d,e]. ...l 0.5 pto.

2m
d
b) Integrando por partes y acotando apropiadamente pruebe que lim / w =0.
n—oo | Jq €T
Solucién
Integramos por partes del modo f(z) = i — fl(z) = ;2
g'(z) =sen(nz) — g(x)= +cos(nzx)

Asi la integral queda

1
— COS NI
nx

................................................................................. |

Claramente la cota tiende a cero cuando n — 0O. ... 1.0 pto.

1 x2
c) Considere las funciones G(y) = / yf(t)ydt 'y H(x)= / tf(z)dt, donde f es continua
Vi 0
en R. ) .
Calcule G'(y) y H'(z), y pruebe que si f(x) = z entonces / G(y)dy = / H(z)dz
0 0

Solucion

Antes de derivar, notamos que G(y) = —y / fyH(x i f(z).

Por lo tanto G'(y / f—uyf( ) \/_ H'(z) =223f(z) + 1ot /(). .....

1
En el caso f(z) = z queda G(y) = —3y(y—1) y H(x) = 32°, de donde / G(y)dy =
0

1 ! 1
5¥ | H@r = G .
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Control 2

P1. a) Calcule las siguientes primitivas
a.l) (2,0 ptos.) [23V5 — 222dx

a.2) (2,0 ptos.) [ #ﬁ(m)dw Indicacioén: use u = tan(z).

b) (2,0 ptos.) Obtenga una relacion de recurrencia para
I, = /\/x—i—b(:ﬂ +a)"dz, a,byz>0

y calcule Ij.
Indicacién: Puede ser util usar la identidad  + b = (z + a) + (b — a).

P2. a) (3,0 ptos.) Demuestre que 3¢ € (1, e) tal que
/ (In(z))"™dr = (In(¢))", n > 1 vy concluya que / (In(z))" dz < In(¢).
1 1

Debe justificar toda hipotesis que utilice.
n

b) Sea a, = = 3 [In(n + i) — In(n)].
i=1
b.1) (1,0 pto.) Identifique a a,, como una suma de Riemann, determinando la funciéon y la particion
involucradas.

b.2) (2,0 ptos.) Calcule lim a,, usando la integral apropiada.

P3. a) Se definen, para = > 0, las funciones

T dt Loat
G(=) /1 T e ¥ H@ /m 1+
a.1) (1,0 pto.) Demuestre que G'(z) = H'(x).

a.2) (1,0 pto.) Concluya, justificando, que G(z) = H(z), Vz > 0.
a.3) (1,0 pto.) Calcule las integrales definidas para G(z) y H(z) y deduzca la identidad

1
arctan(z) 4+ arctan(—) = g,vgc > 0.
x

b)b.1) (1,5 ptos.) Calcule
i A 5:313 -1) sen(t2)dt.
b 7 sen(t?2 — 1)dt

b.2) (1,5 ptos.) Encuentre una funcion f y un real a > 0 tales que

Tf(t
6 + %dtz?ﬁ, Vo > 0.

a

10 de octubre de 2009
Sin consultas
Tiempo: 3:00 hrs.
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MA1002,Pauta Control 2
Célculo Diferencial e Integral
Profesor : Radl Uribe
Auxiliar: Benjamin Obando, Ayudante:Carlos Duarte

P1. @) Se dan las funciones f y g definidas de la manera siguiente:

f(x):/lx In(t) dt,g(x)Z/lw In(t) it

2 +1 2 +1

Para x > 0.Demostrar que f(x) = g(z) Vz € RT.
Soluciodn:

Para demostrar estos tenemos dos formas:
(a)Cambio de Variable'

Para g(x fl 2 +1dt realizamos el cambio de variable
t= u. De esta forma dt = —u—Qdu. Asi la integral queda:

: In(t) T —In(u) —du
o) = " piar= [ Ly =@

(b) T.F.C.:

Usando el T.F.C. probaremos que f'(z) = ¢'(x). As{ sabemos que f(z) = g(x) + ¢
donde ¢ es una constante a determinar. Pero notemos que f(1) = g(1) = 0, asi ya que
la igualdad anterior se tiene Vo € R™ tenemos que ¢ = 0. Entonces demostremos que
f'(z) = ¢'(x). Notemos que por T.F.C. tenemos que

In(z) -1
GRS

Asi simplificando en ¢'(x) obtenemos que ¢'(z) = f’(x) con lo que concluimos la
demostracién.

b) Calcular

oy Vet Vet Ved+ Vel 4+ Yfen
n—oo n

Identificando con una suma de Riemann.

Solucion:

Notemos que

—en
n
k=1

e+ Ve2+ Ved + Vel + ..+ er E”: 1 &
- =
Asi Identificando Az = -~ nos damos cuenta de inmediato que es la suma de Riemann

de la funcién f(z) = e* COHSlderando la particién del intervalo [0, 1].Asf en el limite
la suma se transforma en:

L 1
—_ E = z frd —
RILII;O E - / dr=e—1

k=1



c¢) Calcular

2 oy, T endve
e(z? —m*) 47 [ ¢
, 2 Vi
lim
T—T 1+ cosx

Solucidn:

sm( Vi) .y . ;.
Notemos que f \; como funcién de x es continua por ende notamos que el limite

anterior es del estilo % por ende podemos ocupar la regla de L’Hopitall. Asi notemos

que
m sm( V) sm( Vzt)
=& o
\[ ) \/52
$2
. Entonces:
sm( V)
e(z? — %) +7rf 7 sin(1a)
, . 2xe — 2mweS™Ma”
lim = lim .
z—m 1+ cosx z—m — sin(z)

Donde Notemos nuevamente dado que sin(3) = 0 el limite anterior es del estilo %.
Asi ocupando L’Hopitall nuevamente tenemos que

lm 2ze — 2mesin(3®) — lim 2e — 27?65111(%””)% cos(5)

=2
T —sin(x) z—m — cos(x) c

P2. Calcular las primitivas e integrales siguientes:

a)
/:E2 arctan(z)dz
Solucién:
1.3

o1 . .z _ 2 _ _ _ 1
Utilizando integracién por partes dv = 2° = v = 32°, u = arctan(z) = du = g

nos queda:

3

1 1
/352 arctan(z)dr = > arctan(z) — = / —
3 3) 1+a2

Ahora notemos que:

3 B4r—x z(z? +1) x 2?2 1
——dr= | —————dr= | ——=dr— | ——dor=— —-1In(1 2
/1+x2x / T+a2 F / T+a2 F /1+:c2x 2 211( +o7)

Asi remplazando:

9 1 4 122 1 9
x® arctan(zr)dr = 3% arctan(z) — §(? —5 In(1+4+2%))+c¢

e
z

dz

Indicacién: Usar el cambio de variable tg(%) = ¢
Solucién:



Notemos que realizando el cambio de variable propuesto en la indicaciéon tenemos que

dr = 12+dtt2 y sin(z) = ﬁttQ la integral queda:

sin(x) B 4t
/ sin(x) + 1(13j B / (14+t2)(1+1¢)?

Aplicando el metodo de fraciones parciales:

4t _a:c+b+ c n d
(1+82)(1+)2 1+ (1+t)  (1+1)2

Con a, b, c y d constantes a determinar.Antes de hacerlo notemos que:

4 at + b dt dt
dt = [ L0 il _
/(1+t2)(1+t)2 /1+t2 +/c(1+t)+ /(1+t)2

e B Py
1+1¢2 1+12 (1+1) (1+1)2

%ln(l + t2) + barctan(t) + cln(1 +t) — d(1 + t)—l LK =

x
2

Ahora calculemos a, b, c y d. Notemos que:

gln(l +tan(2)?) + bg +eln(l+ tan(g)) —d(1+ tan(g))*l + K

4t (a+c)t2+(2a+b+c+dt?+ (a+2b+c)t+ (b+c+d)

(1+2)(1+1)2 (14 2)(1 + )2

Asi obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones:
a+c=0

2a+b+c+d=0

a+2b+c=14
b+c+d=0
Que nos da como solucién a = 0,b = 2,¢=0,d = —2. Asi la integral pedida es:
sin(x) T\ _1
————dzr = 2(1 4 tan(= K
/sin(x) 1% r+2(1+ an(2)) +

9
/ V9 + 8z — 22dx
~1

Indicacién: Completar el cuadrado binomio.

Solucién:

Considerando la indicacién 9 + 8x — 22 = 25 — (x — 4)2. Aplicando el cambio de
variable © — 4 = u = du = dz. Para los limites de integracion si x =9 = u = 5, si
r=—-1=u=-1. Asi

9 5 5 5
/ zV 9+ 8z — 22dx = / (u+4)V'5% — u?du = / uy/ 52 — u2du+4/ V52 — u2du
—1 5 -5 )

3



P3.

Notemos que uv5%2 — u? es una funcién impar, por ende al ser integrada en un

intervalo simétrico su integral es cero( fi,) uV52 —uldu = (5% — uz)% IP-= 0).

Asi solo resta calcular la otra integral para lo cual realizaremos el cambio de variable

trigonométrico u = 5sin(f) = du = 5cos(f). Para los limites de integracion tenemos
s

queu=5=0=5yu=-5=0=".

5 jus
/ V52 — u2du = 25/2 (cos(6))2df
_5 —Z
Para calcular esa integral utilizaremos la identidad cos(26) = 2(cos(6))? — 1.Asf

13

us
2

Py o)

LT
2 2

jus
2

(cos(6))2d0 = /

s
2

Asi remplazando estos resultados en la integral original
9
/ V9 + 8x — x2dx = 507
-1

Sea f(x) = —622 + 52 + 1. Considere sobre la parébola el punto (a, f(a)) a > 0.
Demuestre que el area comprendida entra la pardbola y el segmento que une (0, 1)
con (a, f(a)) es igual a A = a3

Solucién:

Notemos que es necesario obtener la ecuacién de la recta que une el punto (0,1) con
el punto (a, f(a)). Esta esta definida por y = %x + 1.De esta forma ya que la
recta solo intersecta a la parabola en 2 puntos (salvo cuando a = 0) el area pedida se
puede calcular como la integral entre estos dos puntos de interseccién de la recta con
la pardbola que por construccién son (0,1) y (f(a),a) de f(x) menos la recta antes

descrita. Asf:

a
—1
A:/ f(x)f(Mx+1)d1::
0 a
3 2 2 2
x Sx fla)z x
62 i s iy (DT gy
3 2 2
a’>  ba (=6a*+5a+1)a a 3
634‘74‘& ( 5 §+a)—a

Se tienen las curvas f(z) = V1 — 22 y g(z) = =1 — 22 + /3:

1) Calcular el drea encerrada entre ambas curvas

2) Calcular el volumen del solido generado por la rotacién de la funcién min{ f(x), g(z)}
en torno al eje OX.

Solucién:
(a)Para calcular el drea pedida necesitamos los puntos de interseccién de las dos

curvas. Asi: )
fla)=g(r) = v =+



Asi el area encerrada entre las dos curvas es:

/%(f() dx—z/lmczx—ﬁz

1
2

4/2 \/1—3:2d:n—\/324/2(005(9))2(19—\/5:
0 0

: V3
2/0 cos(26) + 1df — V3 = ——i-g—\/g

(b) Notemos que debemos dividir el problema en el calculo de 3 volumenes, el volumen

en [—1, —%] generado por f, el volumen [—1 3 2] generado por g y [ , 1] generado por
f que por la simetria del problema es igual al primer volumen. Asi:

! ! 1 23 o7
VOI([—l,—%]U[%,lD = 27'('/1 fQ(x)dJI = 271'/1 (1 — .'IZ'Z)d.T = 27['(5 — ? ‘1%) = ﬁ
2

2

Ahora resta calcular la integral de volumen de g en el intervalo [—%, %] Ast:

Vou(-3,4) = 7T/2 (g(x))*dz = ”/2 (~V1-a? 4 V3)’de =

1 1
2 2

4 — 22 —2/1 — 22V/3)dx) —7r4——2\f/ V1—22dx) =

4\/5/ V1 — 22dz) —7r4\f/ cos(0))2d6) =

2[/ cos(20) + 1df) = W(g — Q\f( sin(26) |0 %)) =

4 4 2 2
77(1;_2\/5(\{15+7T 7_9_ V3r 9 3w

ARETRE EE SEL TR

Asi el volumen pedido en el problema lo calculamos como :

ox([~1,—3]u(3,1]) + ox(-3.3) = 19 +7 (ﬁ — T)
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P1. f: R — (0,00), dos veces diferenciable en R y max{f(z):x € R} = f(1) g: R — R definida por:

/f siow#l
/f

a si =1

(a) Demostrar que g es continua en R\ {1}.
Por hipétesis f es continua en R y por lo tanto integrable en [1,2] y en [1,2?%] Vo € R.

2

Entonces, por T.F.C. f f®)dt y ff f)dt son continuas. (0.7 puntos)

Ademés, como f(z) > 0, Vx € R, ff(t)dt >0 Vr # 1.
1

22
J F(t)at
Se concluye que - es continua en R\ {1} (cuociente de continuas). Es decir, g es continua en
St
1
R\ {1}. (0.3 puntos)

(b) Determinar el valor de a para que g sea continua en z = 1.
Para la continuidad de g en z = 1 debe ocurrir: 11'rn1 glx)=g¢(1) =
Tr—

T ft)dt .
lim g(z) = lim L2 iy Qxff(g ) _ 2;((11)) —2 (F(1)£0) (1.5 puntos)
{f(t)dt
Sigue que :,1:er11 gx)=a=a=2=g(1) (0.5 puntos)
(c) Calcule ¢’(1). Por definicion
. O T Fde—2 [ f(t)de 22 (a?) — 21(8)
o) = i S = S = i i -
(x—l)lff(t)dt 1f t)dt + (z — 1) f(x)
(1.5 puntos)
o e 2f(@?) +4a?f(@?) — 2f"(x) _ 2f(1) +4f°(1) —2f'(1) _ 2f(1) _
R Y R P R [ e R T (()

(1.0 puntos)
donde f’(1) = 0 pues por hip6tesis © = 1 es punto de méaximo de f. Sigue que ¢’(1) =1 (0.5 puntos)



P2.

n—1 n—1 n—1
(a) Calcular lim 2 i2¢/™. La suma puede escribirse como & 3 i2/" = 37 12i/"L gue es adaptable
n—oo " T i=0 i=0

a una suma de Riemann con particiéon equiespaciada

b—a. i a=0 .
T, =a+ " Z—ﬁ b—a=1 =b=1A f(z;) =x;2
Sigue que
n—1 . 1 1 1
lim Z i2i/"— = /wadif = /xe“”Qdaﬁ
n—oo 4 n n
=0 0 0
(1.0 punto)
Por partes u = & — du = dx  dv = e®?dx — v = eﬂ%e”“
Entonces:
1 1 1 1
zin2 L zin2 1 xin2 2 1 xln2
dv = -2 . dr — —— — 2
/a:e T 2t In2 /e T 2 (n2)?
0 0 0 0

Sigue que:
n—1
1 . 1 1
m — Y 2/ = — |2 —
oo 12 ; ! n2 { €n2]
(1.0 punto)

(b) Los planos 1 y 7o determinan sobre la superficie del cilindro el area del manto de un cilindro de altura h.

Area del Manto — 27 Rh (sin necesidad de integrar). (0.5 puntos)

Para determinar el drea que m; y 7o determinan sobre el manto de la esfera, calculamos el area de la
superficie de revolucién del arco AB de la circunferencia 22 + y? = R?

—T

Siyyy =27 [ Fa)VTF(F@dzs con fla) = VEP—a% fla) = ey,

aVAB



B rB
/ 2 R
| S22 _ Jp2 2
SRevAB/ R2 —a24/1+ RQ_xde—%r/ R2 —x mdm
TA TA

(1.0 punto)

B
= SR,z = 2”R/dx =2nR(zp —xa), Dpero xp—T,-p

zA

Sigue que S, 15 = 2rRh = Area Manto Cilindro. (0.5 puntos)

(¢) g continua en R A f(x) = fsen(t)g(a: —t)dt VxeR.
0

Sea
t=0—u=ux
u=x—t, d,=—dt ( 2 =0 )
Entonces
0 x
flx)=— /sen(m —u)g(u)du = /sen(m —u)g(u)du.
T 0
(0.5 puntos)
Asi

flx) = /(senxcosu —cosxsenu)g(u)du = senx/ cos(u)g(u)du — cosx/ senug(u)du)
0 0
0

con senu, cosu, g(u) continuas, f esta bien definida y es derivable (T.F.C.).

x

f(x) = cosx/

x
cos ug(u)du + sen z cos xg(x) + senx / senug(u)du — sen x cos xg(x)
0 0

= f'(z) = cosx/” cosug(u)du + senx/” senug(u)du).
0 0

Nuevamente, por la continuidad de senw, cosu, g(u), f’ es derivable (T.F.C.), es decir
f admite segunda derivada. (0.7 puntos)

Esta es:

" (x) = —senx / cosug(u)du + cos® xg(x) + cos m/o senug(u)du + sen® zg(x)
0

= f"(x) = g(x)(sen® z 4 cos® x) + cosx/‘ senug(u)du — senx/‘ cosug(u)du
0 0

Concluimos f"(x) + f(z) = g(z). (0.8 puntos)



P3.

(a) El area bajo f(x) en [0, a] sera:

A:/de Sustitucién z = a—u { r=0—u=a

1+ 22 l+au | t=a—u=0
0
dr — —(1--((ivjr)aur;(a W Ju — (11+"'a‘i)2 du. (0.5 puntos)
Entonces
0 a—u a
tn |:1+a1+au:| 1—|—a iiau 1+a )
A:— 5 1+ 1+au _u)2du
a 1 + (1+au) au
1+ a?u® +a® +u?
(1+a?)(1+u?)
pon (E2) (1+a)
= A= d
A+a)1+u)
0
(0.5 puntos)
N / (14 a®) —n(1 + au)du _ / n(1+ a2)du B / n(1+ au)du
1+ u? 1+ u? 1+ u?
0 0 0
—_————
A
(1.0 punto)
Asi,

n(1+ a?) / A=/In(l+a*) arctgu] —A
0 0

1
= 2A = In(1 +a®) arctg(a) ;. A = iﬁn(l +a?)arctga

(1.0 punto)

(b) Area = A= [ |7(e) - glelds
SA= [ (f(@) — gla)de + f (@) - g(a))da

2
= A= [(—z—arctga)ds + [ —(—z — arctgx)dz (1.0 punto)
41 0



Asi,

0 2 0 2
1, 1,
Az/(—x—arctgw dx—i—/ x4 arctgx)dr = '—5322 —/arctgwdw+’§x2 —l—/arctgxdx
-1 0 St o %
0 2
1 1
= §+2—/arctgxdx+/arctgxdx y /arctgwdx:xarctgx—Eén(l—i—xz)
-1 0
Por partes
u =arctgx — du = 1_“1_22
dv=dr —v=u
(1.5 puntos)
1 1 2 \° 1 2\ 5o
A=—-+2—|zarctge — -In(l +2°) | +|zarctge — =ln(l+z°) ——|————€n2—|—2arctg2——€n5
2 2 . 2 o 2 4 2

(0.5 punto)
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Control 2

a) Considere las funciones f(x) = =, ¢(x) =sin(x), v las constantes a = 0,

b = 7. Encuentre el valor de £ que verifica la ecuacion.

[i] £ [
ff(xusintx}dx=f(a}fg(xmx+fm]g{xmx 1)
i) a £

b) Sean f, g, funciones continuas en B, con f monctona, derivable v con
derivada continua. Demuestre que para Va,b € R, con a < b existe £ € [a,b]

demuestre que existe £ € [a,b| que satisface la ecuacion (1) de la parte a).

Indicacion: Defina & (r) = / g (t) dt e integre por partes.

a

P2
a) Dado n € M, calcule las integrales
1 1

/Siﬂ (nmx)dr v f:r:sin (nmz)dx
0 0
y verifique que ambas tienden a 0 cuando n — 20

b) Para demostrar que, en general
1

lim fsin (nwx) f(x) =0, (2)

fe—Ha0
]

1

para toda funcion f derivable, con derivada acotada, defina f,, = /sin (nwzx) f(z)dr

0
v realice lo siguiente:



1
bl) Usando el cambic de variable £ = u + —, pruebe que
n

e [ e (s Do [antomar (24 2) ~ [amtonar (s L)
0

1 1
1-1 -1

b2) Usando lo anterior v sumando las dos formas de [,,, pruebe que:

2 1
28] < =M (1f]) + =M (If'),

donde M (|f|}) y M (|f|) son los maximos de |f| y |f| respectivamente,

con esto concluya (2)
P3|
. 1 ,./(2n)! A AN .
a) Demuestre que, ¥n c M, — = 1 + — |. Tomando logaritmo v usando
] . Tt

T .
=1

| 1 ,./(2n)
sumas de riemann, calcule lim —
n—sc0 71 n!

'

b) Considere I, , = [ (1 — x)*2™dxz, conn, m € M

—

] _ T
I, Yyme M, I, = mfn—l,mﬂ

b2) Use lo anterior para calcular explicitamente el valor de [,

Wooo

bl) Pruebe que, ¥n

2 —z+1

¢) Calcule la primitiva f I'Ifrz—-i-l}rir

Tiempo: 3 Horas|
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P1.-
(a) (2.0 pts.) Calcular el siguiente limite mediante la integral definida, identificando clara-
mente la funcién y el intervalo:

A A S
e 2
(b) (2.0 pts.) Probar que Vx € [0, 5] se verifica:
cos? () sen?(z) T
/ arc cos(v/t)dt + / arcsen(vt)dt = 1
0 0

Ind: Probar que el lado izquierdo no depende de x (use el 1° TFC) , y para su valor integre

por partes ambas integrales considerando v = 7.

(c) (2.0 pts.) Calcular el siguiente limite
et
lim %76
=0 1 — cos(x)
Solucién:
a)
1< i3
lim — ) —
n—o0 n2 zz; \/Tm

2

Dividiendo numerador y denominador por n*, se tiene:

n 7 3
lim 127(”)
3

T
V14t

(0,5 pts)

Luego, la funcion es f(z) = y el intervalo es [0, 1] (0.3 pts), asi:

i3
iy W s
Realizando el cambio de variables: v = 1 + 2* = du = 423dz, los limites también cambian
(algunas personas volvieron a la variable y luego evaluaron, eso obviamente se considerara

dz (0,2 pts)



correcto), Six =0 —=u=1y x=1— u =2 la integral queda:

1 (% du [1 r V21

ihovas R

1 2

1 i3 V2-1
nh—%omzw 4_|_'4: 2
=1 VI T

2(z) sen?(x)
arc cos(Vt)dt +/ arcsen(v/t)dt aplicamos el 1° TFC, pues
0

(1,0 pts)

COS
b) Sea F(x) = /

0
arccos y arcsen son continuas en [0,1], pues si € [0, ] cos®(z) y sen?(z) van entre [0, 1],
luego (0,5 pts):

F'(z) = arccos(cos(z)) - (—2sen(x) cos(z)) + arcsen(sen(z)) - (2sen(z) cos(x))
F'(x) = z(—2sen(x) cos(x) + 2sen(z) cos(z)) = 0

Luego F es constante en 2 € [0, 7]. (0,5 pts). Usando la indicacion si z = 7, luego:

)= F(x) = /0 arc cos(v/t) + arcsen(V/t)dt

Integrando por partes:

1
u = arc cos(Vt) + arcsen(vt) du = ML W g y=t do=dt (0,5 pts)

Finalmente:

F(a) = [t(arccos(v) + arcsen(\/i))]f _ % (F+7)=" (05 pts)

c) El limite es de la forma 8, aplicamos L’Hopital y el 1° TFC, ya que e’ es continua en R
(en particular el intervalo [0, 2?%]). (0,4 pts)

2 2
z [y e’ dt Iy e’ dt + z(2x)e™”

I = 0,8 pt
2501 — cos(x)  x—0 sen(x) (0.8 pts)
Nuevamente aplicamos L’Hopital y el 1° TFC:
2 42 4 4 4 9 3 g4
e’ dt + x(2z)e” 2z)e” 4 dxe® + 227 -4 0
lim I Qu)e” gy G2)e” v 4207 et 0 g e
0 sen(z) z—0 cos(x) 1
Asi:

22 t2
x e’ dt
lim foi =
=0 1 — cos(z)
P2.-
(a) Calcular las siguientes primitivas e integrales (1.5 pis. ¢/u):

dx
3 + sen(x)

w3y

) / In(z + vz)dz i) / m Ind: = tan(z) i) /0



(b) (1.5 pts.) Demostrar que si I, = [ sec”(z)dz se cumple

sec”2(z) - tan(x) Lo 2

I =
" n—1 n—1

Iy Yn>2 neN

Solucién:

a)
i) Desarrollando por partes, con U = In(x ++/z) y dV = dz, lo que implica que dU =

1
$+\/§(1 f)d:vyV—x Asi
1 2232 +
I—xln(x+\/§)—/xx+ﬁ< \F>da:—xln(x+\f) /de
223/2 4+ 21 T x
=zln (m+\/§)—/2x3/2+2md9€+/2x3/2+2xdx—mln (x—i-\/:f)—x—i-/%g/?_i_zxdm

Ahora, para calcular la ultima integral se tiene, al aplicar cambio de variables p = /2,

lo que implica dp = ﬁdz = 2pdp = dx

2x3/2 + 2

/md:v /23]1222]9]) /dp p—In(p+1)=vz—In(vVz+1)

Asi, se tiene que

/ln(a;—i—\/f)dx—a;ln(w—kx/f)—J?—&-\f—ln(\/i—i—l)—kC

.o sec2 x
ll) (1,5pt05) J = IWd

Solucién: Usando el cambio de variables sugerido u = tan (), se tiene du = sec? (z) dz.

Asf, la integral queda como
g du
) (4= u2)??

Ahora, aplicando el cambio de variable u = 2sin (p), con du = 2 cos (p) dp, se tiene

2 cos ( cos (p) 1
J = / dp:/ - dp:/ dp =tan(p) + C
(4—4 gin2 )3/ 2 cos? (p) cos? (p) (p)

Por lo cual, volviendo a la variable original, se tiene que
t
J = tan <arcsin < an2(a?)>> +C

eee w/3  d
iii) (1,5 ptos) K = [ 3+mi @
Solucidén: Usando el cambio de variables v = tan (%), con du = %SGCQ (%) dx, se tiene

que dejar estas en funcion de u. Se deduce del cambio de variables que

0 (3) = v (5) = g = oo (5) =07+
sin (=) =———=,c08 (=) = ———==sec” (=) =u
2 u? +1 2 u? +1 2




Usando las formulas del seno y el coseno del angulo doble sin (2p) = 2sin (p) cos (p) y
cos (2p) = cos? (p) — sin? (p), se tiene que

2 1 —u?
sin (SU) = 11/27_7_1,(308 (ﬂf) = T—Ful
Por lo cual, la integral queda como

V3/3 V3/3

/ 1 2du / 2
2 - 35 3o, U

3+ Q_H w241 3u® + 3+ 2u
0 0

2
Completando cuadrados, notando que (\/gu + %) = 3u® + 2u + %, se tiene que

V3/3
1

K:2/ 5 du
[ oy

3

Haciendo cambio de variables p = v/3u + %, dp = V/3du, se tiene

1+1/v/3 1+1/v/3 1+1/V3
/ / d 2 3 / 1 d
dp = P=—"7=3 P
\f P § \f s (%) i1 V38 ) 41
1/v3 VB 3 8p 1/v3 /sP
Volvemos a hacer un cambio de variables h = %p, dh = %dp. Se tiene aqui que
V3+1
V5
23 \/§ 7dh 2 arctan 7\/3 1 arctan ( 1 )
= - -1 = — —ar —
V38413 h2+1 /8 NE) NG
1/V8
b) (1,5 ptos) Demostrar que si I, = [ sec™ (z)dx, entonces se cumple que, para todo
n>2neN
I = sec” 2 (z)tan (z) n— 2In_2

n—1 n—1

Solucién: Recordando que sec” (z) = sec™ 2 (z) sec? (x)y usando integraciéon por partes,
con U = sec" 2 (z) y dV = sec? (z) tal que dU = (n — 2) sec™ 3 (x)-(sec (z))" = (n — 2) sec” 2 (z)-
tan (z) y V = tan (z), se tiene que
I, = sec" % (z)tan (z) — (n — 2) /tan2 (z)sec" 2 (z) da

Recordando ademds que sec? (z) = 1 — tan? (), se tiene que

I, =sec" 2 (z)tan (z) — (n — 2)/ (1- sec? (z)) sec" 2 (z) dx

1, = sec™2 () tan (2) — (n— 2) ( / sec"2 () da — / sec™ (x) dac)

4



Asi se obtiene que
I, =sec" 2 (z)tan (z) — (n — 2) (I,_o — I,)
Reordenando, es posible llegar a lo pedido

sec" 2 (z)tan (z) n—2

n—1 n—1

I, =

P3.-

a) (2,0 Puntos) Sea f continua en [0, a]. Comprobar que:

/Oaf(ac)d:n = /Oa fla—x)dx

Solucién: Como f es continua en [0, a], entonces es integrable en [0, a]. (0,2 Puntos)
Notemos que, haciendo el cambio de variable u = a — z entonces du = —dzx y:

/Oaf(a—x)dx——/aof(u)dU—/Oaf(u)du_/Oaf(x)dx

Lo tultimo pues la variable de integracion es muda, asi se prueba lo deseado. (1,8 Pun-
tos).

b) (4,0 Puntos) Usando la parte anterior, calcule:
T i3
/ x sin (2:1:) de
o 1+ cos?(z)

Solucion: Obviamente la funcién involucrada en este caso satisface las hipotesis de la
parte a), por lo que podemos aplicarla, asi:

™ i3 ™ _ 103 _
I / xsin®(x) dp — / (m — x)sin’(7 x)dx
o 14 cos?(z) o 1+cos?(m—ux)

Notando que (via seno y coseno de la suma, o simplemente con un dibujo):
sin(m — x) = sin(x) cos(m — ) = — cos(x)

(1 Punto)
Entonces:

[ (7 — x)sin®(7 — ) . ’wa
I_/O 1 + cos?(m — x) d _/0 1 + cos?(x) d

esta tltima integral, la podemos separar en 2:

s i3 i i3 T i3
I:/ 7 sin (a:))dx_/ xsin®(x) dw:/ msin®(x) de — I
0 0 0

1+ cos?(x 1+ cos?(x)

es decir:

™ 03 ™ 03
2 = 7r/ _sin’(e) de = I = 7T/ _sin’(e) dx
o 1+ cos?(x) 2 /o



(1 Punto).
Calculemos esta ultima integral:

J:ﬂéﬂ sm%x)(i_iéﬂQMxysm%x%m:iéﬂﬁn@)(1—0%%x”dx

1+ cos?(x) T 1 + cos?(z) 1 4 cos?(z)

Haciendo el cambio de variable u = cos(x) entonces: du = — sin(z)dx

-1 2 1 2 1 2
1- 1 - 1—u? 4 (22
J:—/1lymzz/lﬂmz2/ w22,
1 1+uw o 1+u? 0 14 u?

1—1—’LL2 1 92 1 1 2
=9 —d —d =2 - d —d
/ </0 T2 “+/o T+ a2 “> ( /o “/o T2 “)

(1 Punto)

J =2(—1+ 2arctan(1) — 2arctan(0)) = 2(—1 + 2%) =(r—2)

Por lo tanto:

(1 Punto)
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P1. Considere la funciéon f definida por

fa) = {235 size[0,1]

1 size(l,2]

a) (1,5 ptos.) Para la particion de [0,2] dada por P = {0,1,2}, demuestre que s(f,P) = 1 y que
S(f,P)=4.
b) (3,0 ptos.) Paran € N\ {0} y ¢ € (0,1) cousidere la particion dada por

1 n
P={0,—,—,...,—,144,2}.
{ ) n, n7 ) n7 + ) }
Calcule s(f, P), S(f, P) y demuestre que S(f, P) — s(f,P) = % + 6.
¢) (1,5 ptos.) Usando la parte b) y la condicién de Riemann concluya que f es integrable en [0,2].

" (3n 4 2i)P

P2. (i) (2,0 ptos.) Identifique la sumatoria S,, = 2 E ( 1T PE N como una suma de Riemann y
n
i=1

calcule lim S,,.
n— o0

xr
(ii) (2,0 ptos.) Considere I,,(x) = /y”(y2 + a2)’%dy. Aplique la técnica de integraciéon por partes

0
para demostrar que:

(n+ 21 o(x) = 2" 22 + a2 — (n+ 1)a*L,(z), n>0.

x

Indicacién: Note que I, 2 puede escribirse como I, o(x) = /y”"'l\/%dy
a*+y

0
(iii) (2,0 ptos.) Calcule

/lw(x — 1) sen(t?)dt
/j sen(t? — 1)dt |

P3. Considere las funciones f(x) = sen(z) y g(x) = 7z — 2?2 definidas para = € [0, 7).

lim
rz—1

a) (1,0 pto.) Demuestre que Vz € [0, 7], g(z) > f(x).

Indicacién: Verifique que la funcién g(z) — f(x) es concava en [0, 7] y concluya.
b) (5,0 ptos.) Para la region R del primer cuadrante definida por
R={(z,y) e R?*/z € [0,7] Ay € [f(2), g(x)]}

se pide calcular el area de R y calcular los volimnes de los sélidos engendrados por la rotacién de
R en torno al eje OX y en torno al eje OY.

Formulario:

b b b b
A:/ h(z)dx, V:7r/ h(x)dx, V:27T/ xh(z)dz, V:/ A(z)dx

Tiempo 3,0 horas
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Ingenieria Matematica
FACULTAD DE CIENCIAS

' FISICAS Y MATEMATICAS
UNIVERSIDAD DE CHILE
MA1002 Calculo Diferencial 12-1

Control 2

P1.

(a) (3.0 ptos.) Calcule:
. am i
Hi, D sintg ) o

(b) (3.0 ptos.) Calcule la derivada de la funcion:

en los puntos donde esta exista.

P2.
(a) (2.0 ptos.) Calcule:
V41
221
(b) (2.0 ptos.) Calcule:
/ arcta;(x) dx
x

(¢) (2.0 ptos.)Hallar una recurrencia para

I, = /:1:” sin(z)dz

, en términos de I,,_o
P3.

(a) (3.0 ptos.)Considere f: R — R funcion impar, derivable en R y estrictamente creciente. Demuestre
que la funcion:

2
x
oo)= [ rieyas
0
tiene un minimo global en x = 0 y que es convexa en R

(b) (3.0 ptos.)
Sean f, g :[0,00) — R. Funciones continuas, tal que g tiene signo constante en [0,00) y f(0) = 0.
Demuestre que para todo a,b € (0,00) tales que0 < a < b se cumple:

b
lim [ f(Z)g(z)de =0

n—oo [, n

Tiempo: 3.0 horas.
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et g UNIVERSIDAD DE CHILE

Calculo Diferencial e integral 12-2

Control 2

P1. Calcule

i) (2,0 ptos.) / E;z%a?; usando el cambio de variable u = tanz.

. z? arctan
ll) (2,0 ptos.) ,/.Tl':;z_d’n

| N ka
iii) (2,0 ptos.) ﬂll)ncl’o = Z ksen(fﬁ}'
k=1

P2.. i) (3,0 ptos.) Considere la regi6n del primer cuadrante encerrada por la parabola y? = 4az, a > 0 y la recta
y = z. El segmento AB de la figura se mueve paralelo al eje OX apoyando sus extremos Ay B eu ia paribola
y la recta respectivamente.

Encuentre el volumen del solido que se genera al levantar cuadrados de la lado AB en cada posicion de este
segmento dentro de la regién undicada. '

Y

2] o x

ii)- (3,0 ptos.) Considere la regién limitada por la curva y = Lo - 2a)? y el eje OX para z € [2a,3a]. Calcule
los valiimenes de revolucién generados por la ratacién de esta regién en torno al eje OX y al eje oY. '

L, - ]
P3. a) Sea f una [uncién continua en R que satisface la siguiente ecuaci6n: rsen{mr) = f F(t)dt. Se pide
. * a

i) (2,0 ptos.) Encontrar f(4).
ii) (2,0 ptos.) Usando la continuidad de f, calcule f {0).
b) (2,0 ptos.) En la figura se muestran dos regiones en el primer cuadrante: "A(t) es el area bajo la curva de
v = sen(z?) desde O hasta t y B(t) es el 4rea del triangulo de vértices O, P(t,sen(t?) y (£,0). -

Al)
Calcule g!i%li- —ﬁm ; .
_I ) F. :—\ ii / = P )
u‘__i/_._'n_ n\d. A |_ 1 \ 2

Formulario:

A=]: h{z)dz, v=n[h'~’(m)dx V=2rrfb:§h(:c)d:z:, V--/:A(:r:)dm.

DX oy -

Justifique cada uno de sus pasos
Tiempo: 3:00
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Facultad de Ciencias Fisicas y Mateméticas Universidad de Chile

MA1002 - Célculo Diferencial e Integral 7 de Enero 2012

Control 2

Profesor: Rail Uribe Auxiliar: Franco Basso

(i) Calcular el siguiente limite L, mediante la nocién de Sumas de Riemann y el concepto de la Integral

Definida;
- i
- 15 n et ™~
L= lim In i1:11(1-!-(“) )

(ii) Sea F : [a,b] — [p,q] una funcién biyectiva de clase C'. Demostrar que:

q

f o T e o /F(x

P

(i) Calcular el sieniente lfmite

3
im 5 e“du
240 [ sen(u?)du

(ii) Sea f una funcién continug/y sean G, F' las funciones definidas por:
FE) = [rwe 6@ = [ 1@
0 0
Demostrar que:
7 1
/ G(a)dwi= mG(m) — 5 F(m’)

Calcular:

(i) / dzx
a?senlx + Wcos?z

-5

(ii) j z arcsin zdz

3
111
/ 3+ 2cos:r
0
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Pauta P3 Control # 2

Célculo Diferencial e Integral (MA1002) - Semestre Verano 2012
PROFESOR: Raul Uribe S.

PROF. AUXILIAR: Franco Basso S.
AUTOR: Néstor Jofré M.

IMPORTANTE: La puntuacion detallada de cada pregunta esta sujeta al uso adecuado de teoremas y
cambios de variable empleados en cada desarrollo, por lo tanto, es relativa y no existe una tnica solucién

para cada problema.

Calcular:

dx

(i) (2.0 pts.) /

a2sin’® x + b2 cos? x

Previamente, se tiene que a # 0V b # 0, pues la primitiva a calcular no existirfa (a2 sin® z +
b% cos® x # 0). Entonces, se proponen dos soluciones:

SOL. N° 1 (Elegante):

/ dx
a?sin?z + b2 cos? x

SOL. N° 2 (Por casos):

/ 1 dx
b? (%)2 sin x + cos?
1 1 dx

b? (% tamx)2 +1 Ccos?z

1 ]é 1

— . _— (E sec? xda:) —
W a (%tanx)2+1 b

1 a
— arctan (— tan :U) +Cn
ab b

v Caso |a| = |b] # 0 (+» a®> = b* #£0)

/

dx

Por el Teorema del
Cambio de variable con
f(@) = 5=
U = % tan x

— du =4 sec? xdx

a?sin?z + b2 cos? x




v Casoa=0Ab#0:

dx
a?sin® x + b2 cos?

v Casob=0Aa #0:

/ dx
a?sin? z + b2 cos? x

[ sec? dx
tanx
o tO

dx
a? sin’ z
1
— csc? dx
a

cotx
e + Cy

v Caso |a| # |b| Aa # 0Ab # 0: Se puede hacer de la manera “elegante” o usando

z

los cambios de variable u = tanx (6ptimo) o, en su defecto, t = tan (2) (engorroso y

lento).



1
(i) (2.0 pts.) / x arcsin zdx
0

SOL: Usando integracién por partes sobre la funcién f(x) =

rarcsinx, continua en su

dominio y, en particular, en el intervalo [0, 1] por dlgebra de funciones continuas (y, por lo
tanto, integrable) y, ademads, considerando u = arcsinz y dv = xdzx, se obtiene lo siguiente:

1
/ rarcsinxdry =
0

(12 0
= —arcsinl — — -
2

1

x? _
5 arcsinz

2 2
- 1 x ( l—co2s(2u) ) du
- 1_5/0 cosT
11 (2
- %_5.5/02(1—003(210)6[11
™ 1 sin(2u)\ |2
= _— = u —
11 2 )|,
0
T 1 T sin Zz
T4 4|2 2 a
T T 7
~ 4 8 "

Cambio de variable:
T = sinu
— u = arcsinx A dz = cosudu
r=0—>u=0;

r=1-u=73

s .
2 sin® u cos udu

2 /o V1 —sin®u

1—cos(2u)

.92 o
S1In- u = 3




(iii) (2.0 pts.) /3 d

—2
0 S+2cosw

SOL: La funcién g(z) = 5= es continua (entonces integrable) en su dominio y, en

particular, en el intervalo [0, %] por algebra de funciones continuas. Usando el conocido
cambio de variables u = tan (%) , se tiene que:

Cambio de variable:
u = tan (%)
dy = 2 A cosgp = 12U
T 1+4w? T 1+4w?
r=0—>u=0;
- T — V3
r=3% u=73y
Entonces,
/3 dZC / 3 1+32
a0 - = o & 12\
o 3+ 2cosx 0 3_1-2(%)
? 2du
- /0 3(11u2)+2(1—u?)

2du
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Universidad de Chile

Facultad De Ciencias Fisicas y Mateméticas
Prof.: Ratl Uribe

Prof. Aux.: Braulio Sdnchez Ibanez

Calculo Diferencial e Integral
Pauta Control 2

Problema 1.-

(a) Calcule los siguientes limites, identificindolos como una suma de Riemann.

(i) 1 L R
1 1m P eE—
nsoo\N24+1 n?24+4 n249 n? +n?

, n
= lim E —_—
n—oo 4 : n2 —+ 22
1=

n

1 1
= lim —_—
n—00 Py nl+ (%)2
- 1
= lim Ax
Con esto, tenemos un intervalo de integracién [0, 1], particién equiespaciada con
, 1
Ax = %, i =~y flx) = (0.1 ptos). Como f es continua en [0, 1], aplicamos

1+ a2
TFC , obteniendo que

n 1
, n dx
Jim Z“ R / e (01 ptos)

1
d
/0 o _‘T_ = arctan(1) — arctan(0) = % (0.3 ptos.)

. Ye+ Vet + Ved+ ...+ en

n—00 n

— lim ﬁ:%\/e_
=1

n—oo

n
, L
= lim E —en
n—o0 n
i=1
n
= lim E Aze®
n—00 £ T
1=

Con esto, tenemos un intervalo de integracién [0, 1], particién equiespaciada con
Az =21 z;,=2y f(z)=e" (0.1 ptos). Como f es continua en [0, 1], aplicamos TFC ,



obteniendo que

1
:/ e”dx (0.1 ptos.)
0

n—00 4

1
/ e“dr =e' — e’ =e—1 (0.3 ptos.)
0

(b) Determinar la funcién (inica) que satisface la relacién

(:E3+1)f(a:)—3/0xt2f(t)dt=%5+%2+1

Derivamos la expresion anterior, suponiendo que la funcién f es integrable, de modo
de poder usar el TFC 2 (0.2 ptos).

32 f () + (2% + 1) f'(z) = 32%f(2) = 2" + x

4 00 ol
fla)=a

T

T

2
T
Luego, f(x) = 0 + ¢ (1.0 pto). Como queremos una funcién tinica, debemos determi-

nar la constante c. Para ello, evaluamos la expresion original en x = 0, obteniendo:

f(0) —3/0 ft)dt =1
f(0)=1

2
f(0) = ¢ =1, por lo tanto, f(z) = % + 1(0.3 ptos).

NOTA: Esta funcién es integrable, asi que la suposicion original es correcta.

(c) Sea f una funcién continua tal que / tf(t)dt = sin(x) — x - cos(z).
0
Calcule f(3) v f'(5).

Al ser f continua, derivamos la expresiéon anterior, utilizando TFC 1 (0.3 ptos).

2 f(x) = cos(x) — cos(x)
f(x) = sin(x)
f'(x) (
Claramente, f(5) =1 (0.6 ptos), f'(5) = 0 (0.6 ptos).

+ zsin(z)

= cos(x)



d) Dada la funcién f(z) = ————, calcular rf(x)de.
(@ o) = | = | st

1 > dt
La funcién ¢g(x) = es continua en | —1,2|. Por el ler TFC, f(x) = /
W= =12 o= n
es una funcién continua y derivable, con f/(z) = —— (0.5 ptos).

14+ 23

2
Integramos por partes la expresion / xf(z)d.
0

uw= f(z), dv = zde, = du = f'(z)dz, v = £.

2
2 22 , 1 [* 2%dx
/Ozzf(x)d$:§f($)|o+§/o \/ﬁ
/0xf(x)dszf(Q)—0f(0)+%v1+x3|3

/ af@)de = 25— VD)

0

/ xf(z)de = ;(1.5 ptos.)
0

Problema 2.-

(a) Determinar el drea encerrada por las curvas f(z) =4z + 3y
g(z) =6 —x—22% en[—4,2]

Los puntos de interseccién son (—3,-9) y (3,5). En [—4,-3] U [3,2], f(z) > g(x).

Lucgo A = / (@) — g(@))de + / (9(2) — f(a))de + / (f(x) — g())dz (0.5 ptos).

4 -3

2

1

—3 = 2
A= / (22% + 5z — 3)dx — /2(2x2 + 5x — 3)dx + / (22% + 52 — 3)dx
—4 _3 %

343
A=—— (2. .
D (2.5 ptos)

(b) Determinar el drea encerrada por la curva (z° +y* — ¢)(2* + y*) = 4a’z>.
INDICACION: Transformar a coordenadas polares.

Las transformaciones desde coordenadas cartesianas a polares son z = rcos(f), y =
rsin(f). Reemplazando en la ecuacién queda:

(r* — ) = 4a* cos*(0)

Luego 7(0) = \/4a2cos2(0) + ¢ (1.0 ptos). La férmula del drea en polares es A =

1 [,
— r=(0)d6.
2 Jo,



1 27
A= 5 / (4a” cos*(0) + ¢*)
0

Integrando se obtiene A = 7(2a” + ¢?) (2.0 ptos).
Problema 3.-

(a) Calcular el volumen generado por la regién encerrada entre las curvas y? =x+2 y y = |z
al rotar en torno al eje OX.

Los puntos de interseccién son (—1,1) y (2,2).

Vox = 7/2 [(x 4+ 2) — 2%]dx (0.5 ptos)

-1
9
Vox = g (2.5 ptos)

(b) (3.0 ptos.) Calcular el perfmetro de la astroide x2/3 + %3 = ?/3

Despejamos y = f(x) = (a§ — g;%)%
f'(w) = (0.5 ptos)
€T3

. 2 2 ) 2 2
Para el dominio, se establece que a3 — x3 > 0, que es equivalente a 3 < a3.
Elevamos al cubo: 2% < a?.

Finlamente: —a < z < a (0.5 ptos).

a

P=2 / V1+ fi(x)2de = 243 / x~3dz = 6a (2.0 ptos).

—a



Ingenieria Matematica
FACULTAD DE CIENCIAS
FISICAS Y MATEMATICAS
UNIVERSIDAD DE CHILE
Célculo Diferencial e Integral 13-2

CONTROL 2

P1. a) (3,0 ptos.) Dada la funcion
2
1
T) = —dL.
f@) /z V143

Calcular

2
/ xf (z)dx.
0
b) (3,0 ptos.) Demuestre que en todo rectangulo de lados a y b, la parabola que pasa por sus dos vértices
superiores y el punto medio del lado inferior (ver figura), cubre siempre una misma fraccion del area del

rectangulo.
D c

B
P2. a) (2,0 ptos.) Demuestre que 2
4
J = / x4 — (z — 2)%2dx = 4.
0
= [0 gy,

b) Considere la funcion f: Ry — R definida como f(z) = J| 135
i) (1,0 pto.) Demuestre que Yz > 0, f(x) > 0.

ii) (2,0 ptos.) Demuestre que f(z) + f(%) = 3(In(z))?.
ili) (1,0 pto.) Calcule el 4rea encerrada entre la curva g(z) = lffw) y el eje OX desde z = % hasta z = e.

P3. a) 1) (1,5 ptos.) Calcule /ln(1—|—:z:2)d3:.
ii) (1,5 ptos.) Calcule

(5]

b) Dadas las funciones f(x) = sen(z) y g(x) = cos(x), determine:
i) (1,0 pto.) El volumen del sélido de revolucion engendrado al rotar el area achurada A;, en torno al eje

0X.
ii) (2,0 ptos.) El volumen del s6lido de revolucion engendrado al rotar el area A, en torno al eje OY'.

n—00

Iim <In } ﬁ
k=1

Y

g(x) = cos x f(x) = sen x|

A A

Dol Mo

Justifique cada uno de sus pasos
Tiempo: 3:00
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MA1002 / Calculo Diferencial e Integral / 2014-1

[ CONTROL #2 ]

Viernes 9 de mayo de 2014
Profesor: Raul Uribe
Profesores auxiliares: Néstor Jofré / Patricio Santis
Ayudantes: Rodrigo Gonzélez / Elisa Kauffmann / Pedro Sanhueza

Calcular las primitivas e integrales siguientes:

i 3x + 2
J Vb —4dx — a2
[ dx

(b) s m (HINT: Sustitucién t = tan g)
'

dr (HINT: Completar el cuadrado del binomio)

wh

(c) | (arcsinz)*dz (HINT: Dos veces por partes)

(Integral de Riemann y Teorema Fundamental del Célculo)

(a) Calcular el siguiente limite L mediante la nociéon de Sumas de Riemann y el concepto de
Integral Definida:

) 1 1 1 1
L = lim + + + ...+
nsoo\n+1 n+2 n+3 n—+n
1‘3
e’ du
(b) Calcular lim -y
x—0 . 9
J sin(u®)du

0
(¢) Sea f una funcién continua y sean F,G las funciones definidas por

Fa) = | s G = | re
Demostrar que La G(z)dx = aG(a) — %F(a2).

(Aplicaciones)
n

Dada la funcién y = asin (T)’ con z € |0, L], calcular:

(a) El drea de la regién R encerrada bajo la curva en [0, L] y el eje OX.

(b) El volumen del sélido que se forma al rotar la regiéon R en torno del eje OY'.



Ingemerta Matemahca
FACULTAD DE CIE
Hz;\m MATE m“
UNIVERSIDAD DE CHILE

MA1002 / Calculo Diferencial e Integral / 2014-1

| Pauta Control #1 |

Viernes 11 de abril de 2014
Profesor: Raul Uribe
Profesores auxiliares: Néstor Jofré / Patricio Santis
Ayudantes: Rodrigo Gonzélez / Elisa Kauffmann / Pedro Sanhueza

Calcular las primitivas e integrales siguientes:

F 3 2
(a) L (HINT: Completar el cuadrado del binomio) (2 ptos.)
J Vb —dx — a2
SOL.:
3 2 3 2
L N P vt dx // (Completacién de cuadrado de binomio)
J Vb —dx — a2 A9 — (x4 2)?

r =3sinu — 2

3z + 2 + 2
* dzr « CVx =sinu = u=arcsin($+2)

_ 1f
31— (2222 3 3
3 dz = 3 cosudu

1 [ 3(3s1 -2 2
:_J (3 sin u )+ -3 cosudu

3 V1 —sinu
JQsinu—él
= | ——— - cosudu
Ccosu

= —9cosu—4u+C
2 2
= —9cos <arcsin (x;— )) — 4 arcsin <%) +Cn

: d
(b) f; 4—1—3% (HINT Sustitucion ¢ = tan ) (2 ptos.)

SoL.: Considerando el HINT, se tiene que

t=tan<g):>< 1+ t2




Jg de f 1+ ¢2
4+3cost 1—¢?
0 0
443
" (1 + t2)
- ff 20t
e T2
- dt = /7dv
3
2 (5 dt t t=0=0v=0
= — ﬁ <« CV V= — =
Tl 1+ (%) V7 V3V
= =y = —
3 21
2 s VTdv
B 7 Jo 1+ U2
7 V21
21
= —— arctanv
0
2V/7 V21
= —arctan | — | m
7 21
(c) J(arcsin x)2dz (HINT: Dos veces por partes) (2 ptos.)
SOL.:
2arcsinx
N2 N2
arcsinz)® dr = z(arcsinz)’ — | ——=xdzx
| (aresina s = sfaresina)’ - | 7
.\ 2xdx
= w(arcsinz)” — | arcsinz

S~ ' 1 — 22
—_———

u

cv: y =1— 22

A =

= r(arcsinz)? + 2v1 — 22 arcsinz — 27 + C' u

(Integral de Riemann y Teorema Fundamental del Célculo)

(a) Calcular el siguiente limite L mediante la nocién de Sumas de Riemann y el concepto de
Integral Definida:

1 1 1 1
Lzlim( + + + ...+ ) (2 ptos.)

nbo\n+1 n+2 n+3 n+n

SOL.: Se debe notar que L se puede escribir como:

n

%1 1 &1
L:J%;nm_gﬂloﬁ'gui (0.5 ptos.)

' 1
Tomando z; = l, se tiene que a = 0y b =1 (0.3 ptos.). Ademds Az; = — (0.3 ptos.).
n n



1
! En consecuencia, se tendrd la funcién f(x;) = (0.3 ptos.). 2 Por lo tanto, el valor

1+(L’Z‘
de L es

1
1
= L 5 dr=I(1+2)[;=1n(2) (0.6 ptos.)

(b) Calcular hH(l) (2 ptos.)

f sin(u?)du
0
SOL.: Se tiene que:
a3 2
e“ du 0
lim —13‘0' — u
w0 {sin(u?)du  [0]
Dado se cumple con el TFC, ya que las funciones dentro de la integral son continuas, se puede
aplicar L’Hopital (0.5 ptos.). En consecuencia,

(0.3 ptos.)

3
B ugd z6 3 2 0
i i e 1 iy (0] (04 o)
e-0 {0 sin(u?)du =0 sin(z

Nuevamente, se puede aplicar L’Hopital ya que las funciones son derivables y continuas, en

efecto:

26

- 327 “* 1827 + ¢ -6 0
I T T e N 10} (0.4 ptos.)
-0 sin(xz?) L?z—‘lw—m cos(z?) - 2z [0]
' Hopita

Otra vez, L’Hopital,

6 6 6 6
e” - 108212 + e 1262° + e* - 3625 + e* - 6
= i 3 0.4 ptos.
LTIIILHO cos(x?) - 2 — sin(x?)4x? —3m (0.4 ptos,)
! Hopita,

(c) Sea f una funcién continua y sean F,G las funciones definidas por
P = | s G = [ s
0 0

Demostrar que J G(z)dr = aG(a) — %F(cf). (2 ptos.)
0

a

SoL.: Aplicando integracién por partes para f G(z)dz,
0

u=G(x) = du=G'(z)dz
dv=dzr = V=2
Asi,
J G(z)dx = :L'G(x)‘g — J xG'(z)dx (0.5 ptos)

0 0
Donde G'(z) = f(z?) y 2G(z)|, = aG(a) — 0 (0.5 ptos.). Entonces queda,

f: G(z)dx = aG(a) — fa o f(v?)dx

0

(b—a) v Az, = b—a

'Esto es dado que: z; =a + 1

) 1
2Si se escogia x; = 1+ —, se tiene que a = 1, b =2y f(z) = =, pero el resultado es el mismo.
n x



Realizando un cambio de variable para {j z f(2?)dz, con t = 22 = dt = 2zdz (0.5 ptos.).
Reemplazando

| () = | " - SF(@)

Por lo tanto,

L " G@)dr = aGla) — %F(aQ) a (0.5 ptos.)

(Aplicaciones)

Dada la funcién y = asin (—), con z € |0, L], calcular:

(a)

T
L

El 4rea de la region R encerrada bajo la curva en [0, L] y el eje OX. (2 ptos.)

SoL.: Como z € [0, L] se tiene que sin (%) > 0= |y| =y (0.5 ptos.), en consecuencia

L:a.(_g(_1_1)>:@_

0 ™ ™

el area R se calcula como:

AR = LL ly|ldx = LLa -sin (%) de = a- (—%cos (%))

(1.5 ptos)

El volumen del sélido que se forma al rotar la regién R en torno del eje OY. (4 ptos.)

SoL.: Para calcular el volumen en torno al eje OY se utiliza la férmula:

L L

x - |yldx = 2a7rf x - sin (W—;) dxr (1 pto.)

Voy = 27Tf
0

0

Integrando por partes,

U=z = du = dz
(H) (]_ ptO.)
L

dv = sin (_x) dr = v = ——cos
L T

Reemplazando,

Voy = 2ar [x (—%cos (%))

. Voy =2aL” m (2 ptos.)

[ ()] e [£ K ()]
T Jo 7 e =T G N VA

0



Ingenieria Matematica
FACULTAD DE CIENCIAS
FISICAS Y MATEMATICAS
UNIVERSIDAD DE CHILE
Calculo Diferencial 14-2

Control 2

P1. i) (2,0 ptos.) Calcule la primitiva

/ 2 —2x+3 dx
(z—1)2(2? +1)
/9\/3 d.’l:
43 T —a3/b

w/4
I, = / tan” (x)dx, Vn € N.
0

ii) (2,0 ptos.) Calcule la integral
ii) (2,0 ptos.) Sea

Pruebe que I, + I;,—2 = =, Vn > 2.
P2. Sea k € RT. Considere la funciéon F definida en [0, c0) por
1
F(z) = / s* sen(sx)ds
0

i) (1,0 pto.) Demuestre que Yz > 0,

1 x
F(z) = 7 /0 th sen(t)dt

i) (2,0 ptos.) Probar que F es derivable en [0,00) para lo cual justifique la derivabilidad de F' en (0,00) y
calcule F’(0) usando la definicion.

iii) (1,5 ptos.) Demuestre que Va € [0, 00) se verifica que
2F'(x) + (k+ 1)F(z) = sen(z)

iv) (1,5 ptos.) Explique porqué F’'(z) es continua en (0, 00) (use F'(z) de iii)) y demuestre que F’(z) es también
continua en z = 0 (use la definicion).

P3. Considere la funcion f definida por

_1—x2

=1
con f(x) > 0.

a) 1) (1,0 pto.) Calcule el area de la region limitada por la curva f(z) (f(x) > 0), el eje OX y los ceros de f.
ii) (2,5 ptos.) Calcule el volumen del sélido generado por la revolucion en torno al eje OY de la region
descrita en a) i).
Indicacién: Observe que f es una funcion PAR.
b) (2,5 ptos.) Calcule el volumen del solido generado por la revolucion en torno al eje OX del area plana

limitada por las curvas de ecuaciones
r+y=>oyzy=4

Justifique cada uno de sus pasos
Tiempo: 3:00
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Ingenieria Matemética
FACULTAD DE CIENCIAS
FISICAS Y MATEMATICAS
UNIVERSIDAD DE CHILE

MA1002 / Calculo Diferencial e Integral / 2014-3
CONTROL N° 2

PROFESOR DE CATEDRA: Rail Uribe
PROFESORES AUXILIARES: Néstor Jofré / Braulio Sanchez
AYUDANTES: Felipe Atenas / Nicolds Godoy / Rodrigo Gonzalez / Cristian Parra
Jueves 8 de Enero de 2015

Calcular las primitivas e integrales que se indican:
i dx

J V2 +1—32x+1

(2 dx

Jo sinz +cosz

(2 dz

Jo 1+sinz +cosz

HINT: Aplicar cambios de variable.

1

Sea la integral By, ,, = J (1 —x)"z™ dx.

0

n
m+1
(b) Aplicar esta relacién para calcular el valor de la integral B,, ,.

(a) Probar que se cumple la relacién de recuerrencia B, ,, = Bn_im+1, Vn,m, n > 1.

n 1 -\ 2
(a) Calcular el limite L = lim Z —In|1+ (W—Z) , identificando la expresién como una suma de
n—0—n n
Riemann y la integral correspondiente.
(b) Calcular el limite

72 sin

—~
ot
~

2 2 €
e J—
‘ (x*—7m*)+7 L‘Z 7 dt
lim
o 14+ cosx

(a) Determinar la funcién que satisface la relacién
T

6(z® —1)f(x) — 18J t2f(t) dt = 82° + 32° + 61,
0

con la condicién f(2) = 0.



(b) Calcular los valores de F(z) y F'(z) en x = g para la funcién F' que satisface la relacién

J vF(v) dv =sinz — cosx
0

(c) Calcular g(4) si xsin(rz) = J g(u) du.

Tiempo: 3:00 hrs.
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Control 2 - MA1002

Semestre otono 2015

Profesor: Rail Uribe
Profesor auxiliar: Patricio Santis
Profesores ayudantes: Cristian Lira, Vicente Olguin

Problema 1 (Integral de Riemann)

i) Sea f:[0,1] — R la funcién definida por:

) xeQ
f(w)_{l—w reER-Q

Calcular la integral superior y la integral inferior de la funcién.

ii) Calcular el siguiente limite, mediante una suma de Riemann apropiada,

, 1| . a . 2a . na
lim — |sin — +sin — + ... +sin —
n—oo N n n n

Problema 2 (Teorema Fundamental del Célculo)

12
a) Calcular y = % siendo y = / v ldv
1
b) Determinar una funcién g y un real a € R tales que
* 1
/ ug(u)du = sin(z) — z cos(z) — 5362
a
Problema 3 (Primitivas e integrales)

» Calcular la primitiva I = / (arcsin(z))?

1
6 5
= Calcular la siguiente integral racional / #
0 (IL‘ +x+ 1)2



Pauta Control 2 - MA1002

Semestre otono 2015

Profesor: Raul Uribe
Profesor auxiliar: Patricio Santis
Profesores ayudantes: Cristian Lira, Vicente Olguin

Problema 1 (Integral de Riemann)

i) Sea f:[0,1] — R la funcién definida por:

) xeQ
f(w)_{l—w reER-Q

Calcular la integral superior y la integral inferior de la funcién.

ii) Calcular el siguiente limite, mediante una suma de Riemann apropiada,

, 1| . a . 2a . na
lim — |sin — +sin — + ... +sin —
n—oo N n n n

Solucién problema 1

i) Es importante notar que la funcién estd definida en el intervalo x € [0, 1]. Para calcular la
integral superior e inferior de la funcién se debe notar que para los intervalos:

[0, 1} , {SuP(f): i_x (0.5 pto)

2 mf(f) :
1 C)sup(f): =@
[2’1} ' {fnf(f) o, (O5pto)

En consecuencia, la integral superior:

/Olf(x) = /01/2(1—m)dx+/11 zdz (0.5 pto)

/2
B 2271/2 2?
= 33*30 +?|1/2
1 1 1 1
= (3-5) 00+ (3-5)
— 3 (0.5 pto)



Y la integral inferior:

/Olf(a:) — /01/2xdx+/1/12(1—:17)dx (0.5 pto)

3’)2 .ZL'2 !
S0+ [m}
2 2 |y

< (o) [0-2) -G

4

ii) Se debe notar que el limite se puede escribir como:

n—oo N n n n

1 2 1o j
lim — [sin % b sin ="+ .. +sin na] = lim — Zsin (al) (0.5 pto)

] 1
Tomando z; = i, se tiene que a = 0y b =1 (0.5 pto). Ademss, Ax; = — (0.5 pto) !. En
n n

consecuencia se tendra la funcién f(x;) = sin(a - 2;) (0.5 pto) 2. Por lo tanto el valor del
limite tiende a:

/01 dnfa-a)  cos(az) o <cos(a) B COS(0)> _ (Cosm) _ i) (1.0 pto)

a a a a

Problema 2 (Teorema Fundamental del Célculo)
12
a) Calcular y = % siendo y = / v ldv
1
b) Determinar una funcién g y un real a € R tales que
x
1
/ ug(u)du = sin(z) — z cos(z) — 5362
a
Solucion problema 2

a) 1lra forma: Se calcula la integral de y. En efecto,

12

1

y= / v tdv = In(v)|}? = In(12) — In(—) (1.5 ptos)
1 x X

Asi, calculando 1y = % se llega a:

F oo ] 1
y_ % .fL'2

b—a

1Esto es dado que: x; = a+ iu y Az; =
n

281 se escogfa x; = a—, se tiene que a = 0, b = a; Az = 2y f(x) = sin(z), pero el resultado es el mismo.
n



1 es continua en v € [%, 12], para = > 0, y es derivable por TFC

: 1 dy.
(1.0 pto). Por lo tanto, se tiene que y' = 7¥:

J = (12—1 i%) _ <;_1. <_;2>> (1.5 ptos)

=0

2da forma: Dado que v~

n 1
e x - —
72

= (0.5 pto)

b) Suponiendo que u-g(u) es continua, [ ug(u)du es derivable por TFC (0.5 pto). Por lo tanto,
derivando toda la ecuacién con respecto a x:

/z ug(u)du = sin(z) — xcos(z) — %xz %
xg(x) - Z—i —ag(a) Z—z = cos(x) — [cos(x) — zsin(z)] — %23: (1.0 pto)
> =
zg(x) = cos(x)— cos(z)+ zsin(z) — x
xsin(x) —x
o) = =2
= g(z) = sin(z)—1 (0.5 pto)

Para encontrar un valor de a € R, se reemplaza en la ecuacién x = a, en efecto:

a
1
/ ug(u)du = sin(a) — acos(a) — =a? (0.5 pto)
L,_/ 2
=0
Un valor de a que cumple lo anterior es a = 0, ya que sin(0) = 0; 0-cos(0) = 0; y 502 =0
(esto ultimo no es necesario argumentarlo) (0.5 pto).

Problema 3 (Primitivas e integrales)
i) Calcular la primitiva I = /(aurcsin(ac))2

1
6 5
ii) Calcular la siguiente integral racional / 2L
0 (QL' +x+ 1)2

Solucién problema 3

i) Integrando por partes /(arcsin(x))2dx, se escoge (0.8 pto):

1
u = (arcsin(z))? = du = 2arcsin(z) - ——dz

V1—22

dv=dr = v=u=x



Reemplazando en la férmula de integracién por partes (0.5 pto):

/(arcsin(x))2d:v = - (arcsin(z))? — /az - 2arcsin(z) - \/11_7332(13:
/(arcsin(:c))de = - (arcsin(z))? — 2/arcsin(x) . ﬁdw

Calculando nuevamente por partes la segunda integral ( [ arcsin(z) - \/ﬁ?dac) 3 (0.8 pto):

dv=—2dr = v=—/1—a2
Reemplazando (0.5 pto),
/ —V1 — x2d
————dx
V1 — 22
/—1da:
x

in(z) ——t V1 — 22 aresi
/ arcsin(x) mdm 1 — x? arcsin(z
Vi

= — ) —
= —v/1—2a?arcsin(z) —

V1 —x?arcsin(x) +

Por lo tanto (0.4 pto),
/(arcsin(x))Qd:c =z - (arcsin(z))? — 2 [— V1 —z?arcsin(z) + x} + ctet
ii) Separando la integral en dos partes:
/ 6r+5 / 3(2z + 1) +/ 2
(x24+2+1)2 (22 +x+1)2 (22 +x+1)2
S e g1
B (2242 +1)2 (242 +1)?

1) (2)

Asf (1) se resuelve mediante el cambio de variable v = 22 + . + 1 — du = (2z + 1)dz, en

consecuencia:
/ (2z+1) d / du
B e B I — el
(1.2 + x4+ 1)2 ~—~ U2

u=z2+z+1
o uw
B -1
_ 1
(2z+1) 1
= [ T g =  ————  (0.5pt
/(:152—1—:10—1—1)2z 2?+r+1 (0.5 pto)

T
1—x2

3Para obtener el valor de v, se calcula [ dz con el cambio de variable y = 1 — z2, o bien, dandosé cuenta

que lo del numerador es la derivada del denominador
4Si no se encuentra la constante de integracién se descuenta 0.3 pto.



Para calcular (2), se completa el cuadrado de binomio del numerador:

/(x2+i+1)2dx N / - 3)2

Realizando el cambio de variable u = 22£L — dy = 2dz < dox = Ldu. Reemplazando:

(Z,l)z/< da; = (\é)i/(ugcfl)g (0.5 pto)

(2%1> n 1)2

Para esta tltima, realizando el cambio de variable u = tg(y) — du = (1 + tg(y)?)dy =

(1+u?)dy & dy = (HUQ) Reemplazando,
et -
2 2 2 2
(3" w+1) (3) +1)
V3
_ 2
2
(1)
E]
2
(1)
i sm
—= (0.5 pto)
Ahora, volviendo a las variables originales y notando que si u = tg(y) = cos(y) = \/117,
sin(y) = \/117 y y = arctan(u) (0.5 pto)
5 (L, sn) _ S (L, 2sin(y) cos(y)
3)2\2 4 (;)2 2 4
1 1
3 u
= @)2<arctan( )+2(1+u2)>

2z+1
§ 1 2z +1 f/g
N VA arctan( = )+ B
reemplazando por u:% (Z)



Ahora, sumando (1) y (2), y un poco de algebra se llega a que (0.5 pto):

/ 6x + 5 B 4o — 7 n 8 arctan(zw—’—l)—&—cte
(z2+x+1)2  3@2+x+1)  3v3 V3

Por tltimo, evaluando en 0 y 1 (0.5 pto),

/1 6x+5 B doe — 7 n 8 arctan(2$+1)|1
o @rzt1)?  3@@ta+l) 343 V3 Y
44/3
— 94 Y2

Tt T



Ingenieria Matematica
FACULTAD DE CIENCIAS
FISICAS Y MATEMATICAS
UNIVERSIDAD DE CHILE
Céculo diferencial 15-1

P1l. a) (3 ptos) Encuentre un polinomio p(z) tal que

Control 2

[V1+a?—p(x)] <107°

1
para |z < 15.

b) (3 ptos) Sean f,g: R — R dos veces diferenciables con g concava y estrictamente creciente. Demuestre que
si go f es convexa entonces f es convexa.

fa) = (F=5)er.

T

P2. Considere la funciéon

a) (1,5 ptos) Determine el domino, asintotas de todo tipo y los ceros de f.

b) (2 ptos) Calcule f’ y determine los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f. Encuentre los puntos
crticos y clasificalos.

¢) (1,5 ptos) Encuentre los intervalos de convexidad y concavidad de f.
d) (1 pto) Esboce el grafico de f.

P3. a) (3 ptos.) Calcule la primitiva de
f(z) = 5% cos? x sin 2.

b) (3 ptos) Use el teorema de cambio de variables para calcular:

Justifique cada una de sus respuestas
Tiempo: 3:00 hrs.



Ingenieria Matematica
FACULTAD DE CIENCIAS
FISICAS Y MATEMATICAS
UNIVERSIDAD DE CHILE
Céculo diferencial 15-1

P1l. a) (3 ptos) Encuentre un polinomio p(z) tal que

Control 2

[V1+a?—p(x)] <107°

para |z| < 5.
Utilizando el polinomio de Taylor en torno a a:

Popla) =3 fila) 2=

=0

i!
Y el error cometido puede acotarse por:

_ O - )

B (@) (n+1)!

(0,5 ptos)
Con ¢ € [a — xg,a + x0] donde z( el punto donde quiero aproximar la funcion.
Calculamos el polinomio de Taylor alrededor de 0, para lo que necesitamos calcular las derivadas de orden

hasta n =7:
x
f/(l”) :Wy f’(o) =0,
1
" _ " _
() —W7 f1(0)=1
—3x

" o " _

() —W7 f(0) =0

; 3(4z2 — 1) ,

(i0) () = 2\F7 — 7). () (g) = —

1) = e 7(0) = -3
(0,5 ptos)
Antes de seguir calculando derivadas, veamos si para la cuarta ya tenemos que el error es menor de lo
solicitado:
Siée [—%, 1—10] tenemos que:
3(4€2-1) (z)*
Treryrz (@)
Ry(z) = = )4!
3(4¢ — V()| _ [3¢4€ — D(@)*| _|_3
(1+€2)7/24) | = | (14+€2)7/241 | — |10%4!




(0,5) si lo hicieron con este o con el siguiente (si lo hacen directo con 5, para grado cuatro, el punto va
completo en esa cuenta.

Claramente todavia necesitamos un término mas:

Luego nuestro polinomio es:

(1 pto)
Para calcular el resto necesitamos la quinta derivada:

— xr IZ_
f¥ () = W

Al acotar como antes tenemos que:
|R4| < 51255 < 107° (0,5 ptos)

b) (3 ptos) Sean f,g: R — R dos veces diferenciables con g concava y estrictamente creciente. Demuestre que
si g o f es convexa entonces f es convexa.

Usando regla de la cadena
(gof)' =dNI (g )" =g"(NU)+d (NI

(1 pto) Tenemos ¢'(f) > 0y ¢"(f) < 0 entonces
(0,5 pto)

(1,5 pto)

P2. Considere la funciéon

T

a) (1 pto) Determine el domino, asintotas de todo tipo y los ceros de f.
Dominio: R\ {0}. Asintota vertical en z = 0 (0,2)

con
i = — I = 00.
Jim f(z) =—co, lim f(z)=co
(0,4)
Asintota horizontal en —oo, lim,_, o, f(z) = 0. (0,2) Cero en z = 4. (0,2)

b) (2 ptos) Calcule f’ y determine los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f. Encuentre los puntos

crticos y clasificalos.

_9\2
x ) e® < 0.(1pto)

7@ =—(
Decreciente en (—o0,0) y en (0,00). (1 pto)
¢) (2 ptos) Encuentre los intervalos de convexidad y concavidad de f.

7() = —e(@? — 20+ 1) (222 (1pto)

Tenemos 2 — 2x + 1 > 0 para todo z entonces f concava en (—oo,0) y (2,00) y convexa en (0,2). (1 pto)
d) (1 pto) Esboce el grafico de f.
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P3. a) (3 ptos.) Calcule la primitiva de:
f(z) = e®5%* cos?  sin 2z.

/ e 2% cos? g sin(2z ) dx

Haciendo el cambio de variables:
u = cos(2x), du = —2sin(2x)dx

1
/ecos 2% cos? x sin(2x)dx = —1 / e(1+u)du

(1 pto)
Integrando por partes:

1 1 1 1
~1 /e"(l +u)du = —z(e“(l +u) — /e“du) = —Ee“u—l—c = —Zecoszm cos’z+¢c, ceR

(2 pto)

b) (3 ptos) Use el teorema de cambio de variables para calcular:

/ e”dx
e — 1)’
Sea u = e® luego du = e®dz (1 pto)

/m/wdl—tl) /<u—1><jg+u+1>

(0,5 pto)
Como u? 4 u + 1 es irreducible en R, buscamos A, B,C € R tal que:
1 A Bu+C  Aw?+u+1)+ (Bu+C)(u—1)
(u—1D)(u2+u+1) (u—1) (w2+u+1) (u—1)(u?+u+1)



BUSCAMOS:

1=Aw? +u+1)+ (Bu+O)(u—1)

Evaluando en 1 obtenemos A = 1/3
Desarrollando obtenemos:
B=-1/3,C =-2/3 (0,5 pto)

E/diu,l/ udu 72/ du
3 (w-1) 3) (w+u+1) 3J (u?+u+1)

3 108((u — D) log(u +u+1)~ = tan )

(1 pto)

2u+1

V3

= 3 1o8(1(u— 1))~ log(u®+u+1)~—

1 1
) = 3 log(l(e” — 1))~ 7 log(e*"+e"+1)—

2u+1
tan~!
( 7 )
1 2e* +1
— tan~!
V3 ( V3



Ingenieria Matematica

|
FACULTAD DE CIENCIAS
FISICAS Y MATEMATICAS
UNIVERSIDAD DE CHILE

Caculo diferencial 15-2

Control 2
Pregunta 1.

a) Calcule las siguientes integrales:

3 42 1+ cosh
i) [thos]/mdm [thosl/ nh2

N
b) [2ptos| Calcule nl;rréo (112 212n>
Pregunta 2.
a) [Sptos[Sea f: R — R f € C*(R) con f’(z) > 0,Vz € R.
x+1
Demuestre que si G(x) = / (x —t) f(t)dt, entonces G”(z) < 0,Vz € R.

b) Sea f:[0,2] — R definida por:

1 sizel0,1)
flx)=< 3 siz=1
2 size (1,2]

i) [Iptos/Para la particion P = {0,7/8,1,9/8,2} calcule la suma inferior s(f, P) y la suma superior S(f, P).
ii) [2ptos[Encuentre una particion P. € Pjg o) tal que para todo €, 0 < € < 1 se cumple S(f, P) —s(f,P) <e

Pregunta 3.

a) [Iptos/Dadas las parabolas C : y?> =4 —x y Cs : y?> = x. Considere las regiones Ry, Ry del primer cuadrante
definidas por:
R, : area plana entre C1,Cs y el eje OY. R, : area plana entre Cs,C y el eje OX.

Demuestre que los volumenes de los so6lidos generados por la rotacién de ambas regiones con respecto a al eje
OX son iguales. Calcule dichos volimenes.

| ) 5/4
f(x)/
b) [3ptos] Una empresa quiere fabricar jaboneras 1/4

con la forma que se muestra en la figura. 1 2
Un ingeniero modela un corte de la jabonera

con las siguientes funciones, f(x) = 2™ +1/4

ey = 5/4. Le solicitan que la base sea circular

de radio 2cm y que su volumen sea de —7r

Calcular cual es el m € Rt adecuado para

obtener el volumen solicitado como so6lido de

rotacion de las funciones propuestas.

Tiempo: 3 horas.
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. Ingenieria Matematica

- FACULTAD DE CIENCIAS

FISICAS Y MATEMATICAS
UNIVERSIDAD DE CHILE

Céculo diferencial 16-1

Control 2, MA1002

P1. Calcule las siguientes integrales:

zt -3+ 22—z +2
@) / RS
(3 ptos.)
2§
b) / (32% = 1) In (z + 1) dx.
’ (3 ptos.)
Solucién:
a) Notemos que
2l —z3 4+ 222 —2 42 zt 4 222 —z3—z+2
@-DETF?  @-DE@ 2P | (@- DR+
_ 2?(2®+2) (z—1)(—a?-2x—-2) z? (—2? -z —-2)
TE-N@+r? T @-D@E+2E  @-D@E+y | @+
_ a? (==) (-z* —2)
@-D@+2) @r2E T @ror
_ z* (—x) -1
SN+ @+ @Er9)
z2 T 1

Tw-D@2+2) (@2+27 (@2+2)

Veamos cada una de esas integrales —= @

[t ()2 TN

Si consideramos u = a2 4 2 entonces du = 2z dz, luego

f ] i 1 f 1 d 1 -1 I 1 -1 5 -1 "

—_— = = _ = = b — 2 TN e e e—— 10 N e— .
(x% +2)2 2 BT L TR 2 F2 T T 97 2
Veamos ahora la tercera integral, en este caso usaremos las llamadas {racciones parciales y se tiene (i
z? _ a N br +c¢
(—1)z2+2) (z—1) 2242

de donde se tiene que
a+b=1 c—b=0 2a — ¢ =0,

es decir 5
b=-
3

a=

1 2
3 o

. _~——>OE') ?\03



por lo tanto

/ x? d'—lj dr +g/’:c—G—ld
JE-D@2+2) T3 ) @) 3/ 22 ™
gl/ dx +2f
“3) (z-1) 3 2+2
[(_L=1n(m_1)+c3,

z—1) 3

Si consideramos nuevamente v = 2% + 2 entonces du = 2z di, luego

1 1 1 1
/ (‘7'2::—2) s 5/; Rk 2 nu+ey = B In (2% 4 2) + ¢4
1 1 T
——dx = t —_
f(-vz+2) ' \Fal°w(\/§)+"° ; P\OS
Por lo tanto tenemos que

/:z:"—.?f‘-}-?l‘z-m-l-?d _f w? -~ [-_/—m dx ];d
/e <z—1)('r2+2)"" @+ T @
T 1
O D\ [T‘—l 3f P b / f(:r:2+2)2 di'ﬁ/(-?i”?) “
) _ §1n ($_1)+§-§lu (.r2+2)+§.%arcta11 (%) _“—21:2_14 —%arctan (%) +c

L B ) 1 1 - 2 )+ g
S\ 0\1& :Eln(m_1)+§]n{$2+2)—marctan(*j—i)+2$2+4+c

\'@ (.‘f', 69 i b) Para I(‘bO]VBI lo usaremos la integrac 1on or partes, en este caso se tiene que si consideramos u = In (2 + 1)

UDY\ y dv = (32 — 1)dz, entonces du = 2
-\megm

Asi se tiene que

+1:" v=2z"—1zy luego

| ' L (2% - z)
/ (32° = 1) In(z + 1) dz = (2 — 2) In(z + )|} - / ( 2) ..
| . T+1
ﬂ 1 .’1’,'{:1,‘2 _ 1) 0 T; A \D
- _./u ek = _./; z(z — 1)dz : P\'O



P2. a) Sea f:[a,b] — R continua y derivable en (a,b), sea M > 0 tal que |f'(z)| < M para todo z € (a,b). Sea
n € N, P la particion del intervalo [a,b] definida por los puntos

b—
mkza-i—k—ﬂ, k=00 whi
n

Definamos

Q—Zf-’v"k —(L)

1) Demuestre que

oA
S5(,P)-a< M%.
(2 ptos.)
2) Demuestre que
b _ )2
.f f@)dz - a g;\d(b_#‘i.
(2 ptos.)

b
b) Sea f : [a,b] — IR, una funcién continua y no negativa en [a,b]. Pruebe que si f f(z)dz = 0, entonces
a

f(x) = 0, para todo z € [a, b].

(2 ptos.)
Solucién:
a) 1) Recordemos que si definimos My, = méx,er, f(z) = f(yk), con I = [wr_1,xx],
P)=i:M (2 — @ }=Z":M R Y W
kT — Tp-1 e " s
k=1 k=1
luego
- (b—a)
fP—a—Z (M.~ f ; Flaw))— o
- - . —
y del Teorema del valor medio, existe £ € Ij, tal que I

Flye) = fzx) + /(&) (yr — 1)

¥ se tiene que L &
% o / ¥ (b—a) <~ g _ . y(b—a)
S(£,P) = o= 3 (f(@r) + F€)we —m) = @) 2 = 37 (o — )
k=1 k=1

T i) (b—a)?
SEM =M =

2) Notemoas que como [ es continua, entonces f es integrab]e y se tiene que

lllll K] ”
-y f'ﬁ f
luego tomando limite n — oo se tiene que

ff L—Q<M(b i

. =D




Notemos que en forma anéloga se tiene que

a~5(f,P) < &= @
n — S

y nuevamente de la integrabilidad de la funcion f se tiene que

a- / b fla)dx < S —N

a
n

lo que completa la demostracion. s

b) Para demostrar esto lo haremos por contradicciéon al absurdo. Notemos que la funcién f es no negativa,
veamos que en realidad es la funcién nula.

. Supongamos que no es nula, luego existe un punto ¢ € (a,b) tal que f(¢) > 0. Como f es continua, existe
< n mitervalo [¢ — g,c+¢] en el cual la funcion f es estrictamente positiva, es decir,

f(z) >d>0,Vz €c—¢e,c+e],
luego

b cte
0= f(z) dx > f f(z)de >d(c+e—c+e)=2de >0,

Ja

—g
lo que es unacontradiccion. ?b

Por lo tanto f(x) = 0,Vz € [a,b].



a) Sea f:R — R, una funcién continua tal que
T
f tf(t)dt = sen(z) — xcos.
0

Caleule f(5) y f'(5)-

(3 ptos.)
b) Encuentre una funcién derivable y no nula f : R — R, tal que
P = [ 105,
0 2 + cost
(3 ptos.)

Solucion:

a) Como f es continua, podemos aplicar el Teorema Fundamental del Calculo y tenemos quo

A
Cavrex TFC)
luego

; flz) =sen(z) vy J'(z) = cos(x \ @ 9\41

@ x A Cé\
por lo tanto - i é'gh\iaé‘a}

d
zf(x) = %(sen(m) —xcosx) = cosz — cos T + wsen(z) = wsen(x),

=) =1 (=) =0. ~C
13) O LTS
b) Dado que f es continua y derivable, podemos aplicar el Teorema Fundamental del Calculo y se tiene
que
sen x

2f(@)f'(x) = f(@) 57—

24 cosx
y como f es no nula se tiene que P\rOB

sen sen T
2 i )= — —  —— — L
F(@) 24 cosx fla) = 4+ 2cosx

f(:z}:/}% dx, R @ ?\D

para calcular esta integral usaremos el método de la sustitucion, en este caso consideremos

asi se tiene que

u=4+2cosx luego du = —2sen x duz,

sen x du 1 1
_*——'—d: =—— =——] - —— 08 .’ B
/4_*_2(_‘053: r 5~ zlnute 3 In(4 4 2cosz) +¢ ( p
luego e

flz) = - 111(4 +2cosz) + c.

&
&
g



Ingenieria Matematica
FACULTAD DE CIENCIAS
FISICAS Y MATEMATICAS
UNIVERSIDAD DE CHILE
Caculo diferencial 15-2

Control 2
Pregunta 1.
a) (3.0 ptos.) Considere la funcion F(z) definida por:
T2 92t
F(z) = ——dt
() A 241
Determine sus valores extremos.

b) (3.0 ptos) La funciéon y = f(x) esta definida implicitamente por la ecuacion:

z T y(x) 1 1
/1 y(t) cos (;) dt +/O sin(wt)dt = o 0<y< 3

Calcule y(1) e y'(1).

Pregunta 2.
Considere la funcién f : [0,3] — R definida por:

[ size0,1)

g(z) sizell,

Con g(z) una funcién decreciente en [1, 3] que cumple g(1) =2y ¢(3) = 0. Dado n € N, n > 3, se pide:

Sv

a) (2.5 ptos.) Para la particion P = {0,1 — h,zg,%1,...,%,...,2,} donde z; = 1+1ih; i =0,...,n;y h =
Calcule la suma inferior s(f, P) y la suma superior S(f, P).

b) (2.0 ptos.)Demuestre que:
S(f,P) = s(f, P)=h+ Y (9(zi-1) — g(z:))h.
i=1

Calcule la sumatoria y deduzca que f cumple la condiciéon de Riemann indicando para qué valores de h se
cumple.

¢) (1.5 ptos) En el caso particular de g(x) = 3 — z, calcule explicitamente s(f, P) en términos de n y pruebe que
lim s(f, P) = 3.

n—oo

Pregunta 3.

n

1

a) (1.5 ptos.) Calcule el lim Z —_—

n— oo =1 A /n2 + 22

b) (2.5 ptos) Considere la region R del primer cuadrante encerrada entre la elipse % + 31’—2 = 1 y la parabola
y = (x —2)2. Se pide calcular el area de la region R y el volumen de revolucién engendrado por R al girar en
torno al eje OX.

¢) (2.0 ptos) Sabiendo que f(7) =2y que /ﬂ(f(m) + f"(z)) sin(z)dz = 5. Calcular f(0).
0

Tiempo: 3 horas.
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Control 1 MA1002 Calculo Diferencial e Integral
Fecha: 12 de Mayo de 2017

Problema 1. Calcule las siguientes integrales

a) (3.0 ptos.) / (

1+ 22)(1+ x)

sin(x)
1 + sin(x) + cos(z)

b) (3.0 ptos.) /

Problema 2.

a) (3.0 ptos) Considere la integral

dt
I, = 71 | 4o\ N.
/(1+t2) "e

Muestre, integrando por partes, que I,, satisface la recurrencia

t n 2n —3
2 -1+ )t 2n—2

I, = L.

Calcule I, :/L2
(1+1¢2)

b) Considere la funcién f : [1,5] — R definida por f(z) = 1/x

i) (1.5 ptos.) Calcule las sumas inferior s(f, P) y superior S(f, P) si P = {xg,...,z,} es
una particién que sigue una progresién geométrica, es decir z;, = ¢*, con k = 0,...,n
considerando g = 5.

ii) (1.5 ptos.) Calcule S(f, P) — s(f, P). Sabiendo que lim n(3/5 — 1) = In(5), pruebe que
n—oo
lim (S(f, P) —s(f,P)) =0y concluya qué f es integrable. Justifique adecuadamente
n—oo

Sus respuestas.
Problema 3. Sea f : [a,b] — R una funcién Lipschitz continua en [a, b], es decir,
Vr,y € (a,b) |f(z) = f(y)l < K|z —yl (1)
a) (2.0 ptos.) Demuestre que
VP € Puy S(f,P)—s(f,P) < K|P|(b—a),

donde P,y es el conjunto de particiones del intervalo [a, b] y |P| es la norma de la particién
P definida por

|P| = méx|z; —x;q1| : i=1,...,n.

b) (2.0 ptos.) Deduzca que toda funcién f que satisfaga la propiedad (1) es integrable en [a, b].



c¢) (2.0 ptos.) Sea f(z) = sin(x) definida en [a, b], recuerde que f es Lipschitz, es decir,
lsinx —siny| < |z —vy|, Vz,y€R,
y sea P una particién de [a,b] que divide este intervalo en n partes iguales. Demuestre que

0<S(P) - 1(f,P) < L=

Concluya que f(z) = sinx es integrable en cualquier intervalo [a, b].



Pauta Control d MA1002 Célculo Diferencial e Integral
Fecha: 12 de Mayo de 2017

Problema 1. Calcule las siguientes integrales

) @0pios) [
sin(z)

1 + sin(z) + cos(x)

b) (3.0 ptos.)/

Solucidon:

a) Para resolver esta integral usamos fracciones parciales. Entonces

T _A$+B+ C  (Az+B)(1+4z)+C(Q1+a?)
1+22)(1+2z2) 1+22 142 (1+22)(1+ x)
Az +Azr*>+ B+Bx+C+C2? 2*(A+C)4+x(A+B)+B+C
B (1+2z2)(1+2) B (1+22)(1+2z) '

(1.0 punto)

Luego, por igualdad de polinomios necesariamente debemos tener que

A+C=0 (1)
A+B=1 (2
B+C=0 (3).
Restando (1) y (3), obtenemos A — B = 0. Juntando esto con (2) obtenemos que A = 1. Asi,
B=3yC=-3.
(1.0 punto)
Por lo tanto, nuestra integral toma la forma
T 1 z+1 1
= - 1 1
/(1+:L‘2)(1+m) 2/(1+m2 1+:z,)”" (1)
1 z " idx Code
= d dx 2
2(/1+$2T+ 14a# / 12 ) @)
1+ 22
=B (M + arctan(z) — In(1 ) (3)
2 2
(1.0 punto)

b) Como tenemos una funcién racional de seno y coseno, usamos el cambio de variable trigo-
nométrico ¢ = tan(3). Con esto, sabemos que

dr — 2dt
142

2t
sin(x) = T
1~
cos(z) = e



(1.0 punto)
Reemplazando lo anterior en nuestra integral, obtenemos

2t

/ sin(z) / 1+1¢2 2dt
- dz = 5 - 5
1 + sin(z) + cos(z) 1+ 2t + 1-t* 1+t
1+ 14¢2
2t

=/ 1+t2 ) 2dt

1482 4+2t+1—-42 142
1+1¢2

4t 2t
=/(2+2t)(1+t2)dt=/(1+t)(1+t2)dt'

(1.0 punto)
Notemos que la integral anterior es igual a la integral calculada en a). Luego, obtenemos que

sin(z) _ 2t
/ 1 + sin(z) + cos(x)dx - / (1+8)(1Q+ tz)dt
_ 9 1 (In(1+¢%)
) (_2_
_ (In(1+¢%)
_ (T
_In(1+ (t2an(§))2) + arctan(tan(Z)) — In(1 + tan(g)) +C
_ In(1+ (tan(%))?)
- 2

+ arctan(t) — In(1 + t)) +C

+ arctan(t) — In(1 + t)) +C

\]

+ g ~In(1+ tan(g)) +C

(1.0 punto)



Problema 2.

a) (3.0 ptos) Considere la integral

dt
In=/m, n € N.

Muestre, integrando por partes, que I,, satisface la recurrencia

_ t + 2n—-3
T 2n—-1)(1+#2)m1 " 2p -2

I, Iy

dt
(1+12)*
b) Considere la funcién f : [1,5] — R definida por f(z) = 1/x

Calcule .[2 = /

i) (1.5 ptos.) Calcule las sumas inferior s(f, P) y superior S(f, P) si P = {zo,...,Zn} €s
una particién que sigue una progresién geométrica, es decir z; = ¢*, con k = 0,...,n
considerando q = /5.

ii) (1.5 ptos.) Calcule S(f, P) — s(f, P). Sabiendo que lgn n(¥5 — 1) = In(5), pruebe que
lim (S(f, P) — s(f,P)) = 0y concluya qué f es integrable. Justifique adecuadamente
n—o0
sus respuestas.

Solucién:

a) Veamos la relacién via integraciéon por partes, para ello consideremos

1 —2nt
— 2y _ du = —n(1 2—n—l_2=___
u=(1+1°% AT o)r u=—n(l+1t) t (1 + 2)n+!
dv=dt v=t,
luego
I _/ a / —2nt?
T a+e)t T (1+)n (1+t2)m+1
(1+¢) -1

t ¢2
-t 19 - on [ 2
T+ep "/(1+t2)n+1 a+ep ”/ (1 + 2)n+

- (1 + t2)n n (1 + t2)n (1 + t2)‘n+1
t
= W)—n + 2nIn - 2nIn+1.

(1.0 punto)

Por lo tanto se tiene que

2nl = + (2n — 1)1,

_t
(1+e)n
es decir, ( )
t 2n—1
n+l = In)
T 2n(1 + t2)" 2n

3



o equivalentemente, reemplazando n por (n — 1)

I = t +2n—3I
"Ton—1)(1 4t T 2p -2 MY

lo que completa la prueba.
(1.0 punto)
Por otra parte, tenemos que

I —/L—arctant+c
T a+e) ’

luego

1 t 1
t +=I = + —arctant + C.

L=siva 2 2(1+12) ' 2

(1.0 punto)

b) Consideremos la funcién f : [1,5] — R definida por f(z) = 1/z, la cual es decreciente en el
intervalo.

i) Consideremos el intervalo [zx-1,zk), luego de la monotonia de f se tiene que

1 1
M = é,x = _ = e——= s
k Ielg:_hxk]f(w) f(zr-1) A=
mi= min  f(z) = flm) = — = ~
¢ xe[zk_l,xk] - k)= xk - 5% )
(0.5 puntos)
Por lo tanto
z 1 k k=1
S(f,P)= ZMk(xk —Zpq) = Z — (5" =5"")

k=1 k=10 "

N Nt 1
=Y =57 (v —1)=) (5% —1) =n(5% - 1).
k=19 " k=1
(0.5 puntos)
Ademss
n n 1 k=1
sS(f,P) =Y mu(zk — zx1) = 3 — (5% — 5%
k=1 k=1 9"
=3 251 -57) = 31 - 57) =n(1 - 5%)

k=1 O™ k=1

(0.5 puntos)



ii) Ahora, de lo anterior tenemos que
0< S(f,P) - s(f,P) =n(5% = 1) —n(1—5%) =n [ 5% —1) — (1 — )]
1 (5% 1) Lo (Br—1)
=n|(Gv-1 5% — 1)L,
n [( ) — 51 = n( ) P

(0.5 puntos)
Por lo tanto

) (571 bl ) , (5-'1-‘. - 1) —
lim (S(/,P) = (/, P) = lim n(s% ~ 1) =I5 lim == =0.
(0.5 puntos)

Por lo que se concluye que la funcién f es integrable ya sea por el criterio de Riemann
o que las sumas superiores e inferiores convergen a un tnico valor.
(0.5 puntos)



Problema 3. Sea f : [a,b] = R una funcién Lipschitz continua en [a, b], es decir,

Vz,y € (a,b) [f(z) -~ f(y)| < K|z -yl (4)
a) (2.0 ptos.) Demuestre que

VP € Py S(f,P) - s(f, P) < K|P|(b - a),

donde P, ) es el conjunto de particiones del intervalo [a,d] y | P| es la norma de la particién
P definida por

|P| = méx|z; —z;—4| : i=1,...,n.
b) (2.0 ptos.) Deduzca que toda funcién f que satisfaga la propiedad (4) es integrable en [, b].
¢) (2.0 ptos.) Sea f(z) = sin(z) definida en [a, b], recuerde que f es Lipschitz, es decir,
|sinz —siny| < |z —y|, Vz,y €R,
y sea P una particién de [a, b] que divide este intervalo en n partes iguales. Demuestre que

b— 2
0<s¢,7)- 1,7 < L2
Concluya que f(z) = sinz es integrable en cualquier intervalo [a, ].
Solucién:
a) Sea P una particién del intervalo [a,b] de la forma P = {a = zg,1,...,Tn-1,%n = b}.

Calculemos las sumas superiores e inferiores de f bajo la particién P denotadas por S(, P)
y s(f, P), respectivamente, es decir,

S(f,P) = Z Mi(f)(z; = @),

s(f,P) =D mi(f)(z: - zi-1),

donde M;(f) = sup{f(z): = € [zi_1,z]} y mi(f) = inf{f(z) : = € [zi_1, 2]}
(0.5 puntos)

Como f es una funcién Lipschitz, entonces necesariamente es continua. Asi, por Teorema de
Weiertrass tenemos que f alcanza su minimo y maximo en cada subintervalo [z;_,,z;]. Es
decir, existen z},z? € [z;_1, ;] tales que

Mi(f) = f(z}) mi(f) = f(z?).

(0.5 puntos)



Luego, reemplazando en las sumas superiores e inferiores obtenemos
SU,P) = s(f, P) = 3 M) (o1 = 1) - Xn;mi(f)(xi .
i=1 1=
= 3 Flad) s - min) - Z F(a) @ — i)
- ilif(w%) - F(&) i~ min)
< 3" Ko} - 2l(z: - i), )
i=1

esta lltima desigualdad se obtiene de (4).
(0.5 puntos)

Como |P| = méx|z; — z;—1| : i=1,...,n, se tiene que |z! — 22| < |z; — z;-1| < |P|. Por
tanto, reemplazando en (5), se tiene que

S(f,P) = s(f,P) £ ) KIP|(zi — zi-1)
i=1

— KIPI 3 (@i - aio1)
= K|P|('b~i— a).
(0.5 puntos)
b) Sabemos que para que f sea integrable debe satisfacer la condicién de Riemann, es decir,
Ve > 0,3P,. € Pgy tal que S(f, P.) — s(f, F.) < e. (6)
(0.5 puntos)
De la parte anterior tenemos que
VP € Py S, P) - s(f, P) < KIP|(b— o)
(0.5 puntos)

Luego, dado € > 0 basta tomar una particién P. de [a, b] tal que

€
€
IFel < K(b - a)

(0.5 puntos)

Luego, de a), hemos encontrado una particién P. de [a, b] tal que

S(f,P)—S(f,P)SKIPI(b—a)
23
SKm(b-—a)=€

7



(0.5 puntos)
Notemos que de lo anterior podemos notar que como la particién P es arbitraria, entonces
se tiene que |P| es tan pequefio como queramos y por tanto se tiene que

S(f,P)—s(f,P)<e, Ve>0,

es decir, existe un unico valor entre ambas sumas para toda particién, por tanto f es inte-
grable.

Como f(z) = sin(z) es Lipschitz (con K = 1), ella satisface el resultado de la parte a), es
decir,
VP e p[a,b] S(f7P) —S(f,P) < |P|(b_a)

(0.5 puntos)

Tomemos P una particién de [a,b] que divide el intervalo en n partes iguales, es decir, los
elementos de la particién son de la forma,

Ti=a+1 ,
n

con i = 0,...,n. Entonces obtenemos que cada subintervalo [z;_1, z;] satisface que

b—a .
Ti— Tiog = — Vi=1,...,n.

(0.5 puntos)

b—
Luego, |P| = —ng. Ast, obtenemos que

SU,P) = s(, P) < 1PIb—a) = O o) = £o2F
(0.5 puntos)

luego tomando limite de n — oo se concluye que f es integrable.
(0.5 puntos)



Ingenieria Matematica
FACULTAD DE CIENCIAS
FISICAS Y MATEMATICAS
UNIVERSIDAD DE CHILE

Caculo diferencial e integral 2017-2

Control 2

P1) Sea R la region del primer cuadrante limitada por la circunferencia de ecuacién (z —1)? +y? = 5 y la parabola
de ecuacion y = 2(x — 1)? (region bajo la circunferencia y sobre la parabola).

a) (2.0 ptos.) Determine el area de la region R.
b) (2.0 ptos.) Determine el volumen del solido generado por la rotacién de R alrededor del eje OX.

c) (2.0 ptos.) Determine el volumen del solido generado por la rotacion de R alrededor del eje OY.

P2) Sea P, := {xg,21,...,2,} la particién del intervalo [1, e] definida por z; = /™, i =0,1,...,n.

a) (3.0 ptos.) Dada f : [1,e] — R creciente, pruebe que se tiene:
D= e/ -1 & G-1/n) gi/n.  G(f P ) — e —1 & i/m\ i/n
s(f, ")_el/n;f(e )6 ; (f, n)—el/n;f<€ )6 )

donde s(f,P) denota la suma inferior de f asociada a la particion P y S(f,P) la suma superior de f asociada
a la particion P.

b) (3.0 ptos.) En el caso particular de f(x) = \/z, calcule s(f,Py), S(f,Pr) y pruebe que:
, Y _ 2 3/2
nlgl;o s(f,Pn) = nlirrgo S(f,Pn) = 3 (e - 1)

Indicacién: Le pueden ser utiles los siguientes resultados:

n

i qt—1 o, e =1 a
ZQ*Q' q# 1 hmbli_l*g

P g—1" z—0 e
P3)
n
6v3
a) (2.0 ptos.) Calcule nlgnéo Z :Bn;[—i—nz? expresandolo como una suma de Riemann.

=1

b) (2.0 ptos.) Sean f, g :[0,00) — R funciones continuas, tales que g(z) > 0,Vx € [0,00) y f(0) = 0.

Demuestre que:
1

tim | f(f)g(x)dxzo, (n e N\ {0})

n—00 n

sin(x)
c¢) (2.0 ptos.) Demuestre que la funciéon F' definida por F(x) = / arcsin(t)dt tiene un maximo local en 7 y un
0

minimo local en 0, calcilelos.

Formulario: )

A:/abh(x)dx, V:W/ab h%(z)dz, V:27r/:xh(x)dm, V:/ A(x)dx

a

Tiempo: 3 horas.
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Ingenieria Matematica
FACULTAD DE CIENCIAS

FISICAS Y MATEMATICAS
UNIVERSIDAD DE CHILE

Calculo Diferencial e Integral 2017-3

Control 2
P1) Considere la funcién f : Dom(f) — R dada por f(z) = 2arctan(z?).

a) Determine el dominio de f, sus ceros, signos, paridad, el conjunto donde es continua y donde es derivable,
determine finalmente, justificando, el maximo k € NU {oo} tal que f € C¥(Dom(f)).

b) Calcule f’, determine puntos criticos, analice intervalos de crecimiento.

c¢) Calcule f”, analice intervalos de concavidad-convexidad y caracterice los puntos criticos obtenidos en la parte
anterior.

d) Bosqueje un gréfico aproximado de f utilizando la informacién obtenida en los puntos anteriores.
P2)

a) (3.0 ptos.) En una fabrica se requiere construir un estanque para residuos liquidos a altas temperaturas. Para

ello, se posee una lamina cuadrada de un material particularmente resistente al calor de lado ¢, esta debe cortarse
apropiadamente para dar lugar a un paralelepipedo recto.
Se le pide a usted, como experto, determinar cuanto debe cortarse en cada esquina de la lamina de modo tal de
poder construir el estAnque maximizando el volumen disponible para depositar los residuos. Para ello, analice
completamente la funciéon V(x) asociada al volumen obtenido al cortar un cuadrado de lado x en cada esquina
de la lamina (de modo de poder construir el recipiente deseado).

x

Figura 1: Lamina y cortes necesarios

b) (1.5 ptos.) Sea f : [0,1] — R de clase C'([0,1]) tal que f(0) = 0y f'(x) > 0 Va € [0,1]. Pruebe que existen
m, M € R tales que:
mz < f(z) < Mz, Vz € [0,1]

c) (1.5 ptos.) Calcule el siguiente limite:
sin (%) + cosz

lim =3
z—=m 1 4+ sin”“ & + cosx

P3)

a) (3.0 ptos.) Definamos, paran € N, I, dz. Pruebe que para n > 1:

.,L.n
- / vVi+ax
(I1+2n)1, =22"V1+x—2nl,1.

1
—d
/3—5sinx v

b) (3.0 ptos.) Determine

Tiempo: 3 horas.
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Facultad de Ciencias Fisicas y Matemdticas Universidad de Chile

MA1002: Calculo Diferencial e Integral
Profesores: Raul Uribe, Matias Godoy, Cristian Reyes.

Control 2

1. Calcule las siguientes integrales o primitivas

3+ 2
a)

Vb —4dx — :C2

b) /O E Hglcos(x)dx
c) /(arcsin(x))2d:c

2. a) Sea f :[0,1] — R una funciéon acotada. Suponga que existen familias de particiones de [0, 1],
{Py}nen, {Qnlnen tales que lim S(f, P,)—s(f,Qn) = 0. Pruebe que f es Riemann-Integrable.
n—oo

b) Sea f : R — R una funcion dos veces diferenciable, con f” continua. Sean ademas a y b fijos
cona<by f(a)= f(b)=0.

b
1) Pruebe que / f(x)f"(x)dz <O0.

) Determine las funciones f para las cuales, bajo las hipdtesis anteriores, se tiene que:

/f " (x)dx =0

3. a) Calcule el limite

g Vet Vet Ves 4 Vel 4o+ Yen 14 Yen

n—00 n

z? 6
b) Muestre que la funcion F(z) = / mdt tiene un punto critico en x = 0. Decida si es
3

minimo o maximo.

Suponga que f es integrable en [a,b]. Demuestra que existe un ntimero £ en [a,b] tal que

/f dx—/f )dx.



Facultad de Ciencias Fisicas y Matemdticas Universidad de Chile

MA1002: Calculo Diferencial e Integral
Profesores: Raul Uribe, Matias Godoy, Cristian Reyes.

Control 2

1. Calcule las siguientes integrales o primitivas

3+ 2
a)

Vb —4dx — :C2
Solucién:

3r+2 3r+2 3 20 + 4 — 4-1-3

—d
V5 — 41‘—1’2 V9 — (z+2)? e V9 — (z+2)?

—2x —4 1
T /2\/9— (@1 2) \/9—(z+2)2dx_
Y/ py peaip Y B

dx

2
=-3 9—(ac—|—2)2—4arcsin(jij )+ch

3 1
b ——d
) /0 4 4 3 cos(z) v

Solucién: Encontraré primero una primitiva y luego evaluaré.

Sea t = tan(%), entonces cos(z) = };’i dr = %
1 2
/ / dt = 2/ !
4+300s 4+3(15 “1Tre 4(1+t2)+3(1_t2)
1 2 t 2 an(y)

1 2
- Q/thdt == / mdt = \ﬁ arctan(ﬁ) = ﬁarctan( 77 )

3 1 2 tan(Z) 2 73 2 1
Luego ———dr = —=arctan(—2>) = —— arctan(~¥2) = —= arctan(——) B
w0 [ el = Jr et = Zarctan(Yh) = —arctan(—=)
c) /(arcsin(x))gd:v
Solucion:
Integrando por partes considerando f(z) = (arcsin(z))? y ¢/(z) = 1 se obtiene:
/(arcsin(ac))gdm = rarcsin?(z)— %Lsm(x)das = rarcsin®(x)42 / 2 xarcsin(z)dz
V1—22 2v/1 — 2



Facultad de Ciencias Fisicas y Matemdticas Universidad de Chile

Integrando por partes la ultima integral considerando ¢'(z) = 2\/7127"”7 y f(z) = arcsin(x)

resulta:

1— a;2
: 2
arcsin(z))*dx = x arcsin + 2[arcsin(z)V/1 — 22 — /
/ ( (7)) *(z) ﬁ —

= rarcsin®(z) + 2arcsin(z)V/1 — 22 — 2z +cll
2. a) Sea f :[0,1] — R una funcién acotada. Suponga que existen familias de particiones de [0, 1],

{Py}nen, {@ntnen tales que lim S(f, P,)—s(f, Qn) = 0. Pruebe que f es Riemann-Integrable.
n—o0

Solucién: Probemos que f satisface la condiciéon de Riemann:
Sea & > 0. Por definicién de convergencia del limite de la hipotesis, se tiene que existe ng € N
tal que Vn > ng:
‘S(f>Pn) _S(f7QTL)| = S(f>Pn) _S(f7QTL) <e
donde el modulo se elimina pues sabemos que S(f, P) > s(f, Q) para cualesquiera particiones

P Q.
Sea n cualquiera tal que n > ng (por ejemplo, n = ng). Tomemos la particion refinada P(g) =
P, UQ,. Al ser un refinamiento de P, y ), esta particion satisface:

S(f, P(e)) < S(f, Pa) N s(f, P(e)) = s(f,Qn)

y por lo tanto:
S(f, P(e)) = s(f, P(e)) < S(f, Pn) — s(f,Qn) <¢
[ |

b) Sea f: R — R una funcion dos veces diferenciable, con f” continua. Sean ademéas a y b fijos con a < by

fla) = f(b) =0.

b
1) Pruebe que / f(x)f"(x)dz <O0.

Solucion: In‘élegremos por partes con u = f, v’ = f”, luego:
b b
[ #172=50)5'0) - @) f @~ [ £ pas
b
- [(rpar<o

donde en la primera igualdad hemos usado la condiciéon f(a) = f(b) = 0 y en la segunda
hemos concluido la desigualdad gracias al hecho de que (f’)? es mayor o igual a cero.l

) Determine las funciones f para las cuales, bajo las hipdtesis anteriores, se tiene que:

/f " (x)dx =0

Solucién: Supongamos que

/a ffrde =0 = - / ()

donde la segunda igualdad es por la parte anterior. Es decir, tenemos que:
b
/ (f")?dz = 0.
a

2
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3. a)

Ahora, como f’ es diferenciable y por lo tanto continua, se tiene que (f’)? es continua y no
negativa en [a, b]. Sabemos que cuando una funcioén continua y no negativa integra cero en
[a, b], entonces esta funciéon es identicamente nula en [a, b, por lo tanto:

(f/)z(x) =0,Vx € [a’7 b]
f'(z) =0,Yx € [a,b]

lo que, por teorema del valor medio implica que f es constante en [a, b], pero f(a) = f(b) =
0, por lo tanto f es la funciéon nula en [a, b] B

Calcule el limite

o Vet Vet Vel 4 Vel 4 Yer 14 yfer

n—o00 n

Solucién :

n

) 1
nlggo; EeXp = nh_{goz F(zp)) (xr — 25-1)
Donde f : [0,1] — R es la funcion f(z) = e”, para la particion P = {x}, = % k=0,1,2,...,n}
y (zk)" = = %, entonces el valor del limite de la suma es fol efdr=e—1. 1
2

T 6
Muestre que la funcion F(x) = / mdt tiene un punto critico en z = 0. Decida si es
3

minimo o maximo.
Solucioén :
12 218 213

T
9y 3,2 91 4 212) — 327(] 4 28
T8 20 T 30 = sy g ey 20 ) e )

13
Fl(z) =

F'(z) =

(1+28)(1 + z12)

Luego F'(0) = 0. En un vecindario de cero 2 +2z'? =327 — 32 >0, 1+2% >0y 1 +2'2 > 0,
por lo tanto el signo de F'(x) en un vecindario de cero es el signo de z'3, que es el signo de
x. Luego en un vecindario de la forma (—d,0) F' es decreciente y en un vecindario de la forma
(0,0) f es creciente. Luego F' en cero alcanza un minimo. B

(2 4 2212 — 327 — 3z1°)

Suponga que f es integrable en [a,b]. Demuestra que existe un niamero £ en [a,b] tal que

/a © ) = /E " fa)dn.

Solugi()n : ,
Si / f(t)dt = 0, basta tomar £ = b (0 £ = a) . Supongamos que / ft)dt = A #0. Como f
es iriltegrable en [a,b], entonces f es integrable en cualquier subintervalo cerrado de [a, b]. Por
lo tanto la funcion G(x / ft)dt — / f(t)dt, es continua. Notemos que G(a) = —A y

G(b) = A, como A # 0, se tiene que G(a)G(b) = —A% < 0 por TVI, existe £ € [a,b] tal que
G =01



Puntajes C2 MA1002

P1

a) Completar cuadrado en la raiz +1,0; manipulaciones posteriores para llegar a la
expresion final +1,0. (Escribo manipulaciones posteriores porque me parece muy probable
que el problema sea desarrollado de varias formas distintas después de completar el
cuadrado, siendo este paso previo esencial para continuar)

b) Realizar CORRECTAMENTE el cambio de variable t=tan(x/2) +1.0; manipular
apropiadamente para deducir el valor pedido +1.0 restantes.

c) Primera integracion por partes +1.0; segunda integracion por partes y conclusion +1,0.

P2

a) Plantear el problema como el cumplimiento de la condicion de Riemann +0,5; utilizar el
limite de la hipotesis para encontrar particiones P_n, Q_n tales que S(f,P_n) - s(f,Q_n) <
eps +1,0; Refinar para tener una sola particion en ambas sumas +0,7 y concluir +0,8.

OJO: es posible (y mucho més rapido) argumentar del siguiente modo:

S(f,P_n) >=integral superior de f >= integral inferior de f >= s(f,Q_n) para todo n (de
hecho para toda particion, no solo las de la hip6tesis) y tomar limite para concluir la
integrabilidad. DAR puntaje ad-hoc a este argumento (+1,0 por la desigualdad, +1,0 por
tomar limite y +1,0 por concluir que como las integrales superior e inferior son iguales,
entonces f es integrable)

b) 1) Integrar por partes imponiendo las condiciones en x=a y x=b +1,0; concluir por tener -
(integral) de una funcion no-negativa +0,5.

2) Concluir con la parte anterior que la integral de (f)*2 en [a,b] es nula +0,5; argumentar
que gracias a la continuidad del integrando mas su no negatividad permite concluir que
debe ser nulo en [a,b] +0,5; concluir por TVM que f es constante en [a,b] y nula debido a
f(a)=f(b)=0 +0,5.

Ojo: Si concluyen que f es nula en todo IR, castigar con 0,2.

P3

a) Identificar el limite como el limite de una suma de Riemann con sus componentes (f,
intervalo, particion etc.) +1,5; concluir en virtud del conocimiento de la primitiva +0,5

b) Derivar F y obtener que x=0 es punto critico +1,0; concluir bajo cualquier tipo de
analisis (vecindad de x=0 en F', célculo de F", etc.) que es minimo +1,0

¢) Caso integral =0 +0,3
Caso integral no nula: Definir la funcion apropiada (G) para aplicar TVI +1,0
Conclusion usando TVI +0,7
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) Calcule las siguientes integrales, justificando debidamente sus pasos:

P1.
30
I. (1.0 pto. e ——
1. (1.0 pto.) /IH(COSZ(Z/U))SGH(ZB)dZL‘
1+ f(5 —sen
I. (1.0 pto.) / /G ( ))dx
sec(x
En donde la funcién f es impar y continua.
b) (3.0 pts.) Considere la funcién definida por
B x si reQ
f(x)—{ r+1 si zel=R\Q
Se sabe que esta funcién no es Riemann Integrable en el intervalo I = [0, 1]
Considere para n € N fijo, la particion equiespaciada de [,
12 -1
P = {0,—,—,...,” ,1}
n'n n
Calcule explicitamente, en términos de n, el valor de s(f, P) y pruebe que
) 1
Jim s(f, P) =3
1
Indicacién: Recuerde que 1 4+2+ ...+ m = Z k= %
k=1
P2. ) (2.0 pts.) Determine la funcién f continua y el valor de la constante a que cumplen la

ecuaciéon -
6 + / %dtzZ\/E

) (2.0 pts.) Sea f : R — R una funcién continua tal que f(t)dt = f(z) + cos(z).
Determine el valor de f/(0), indicando cémo obtuvo el resultado.

¢) (2.0 pts.) Sea f :[0,00) — [0, 00) una funcién continua, biyectiva y dos veces derivable
en su dominio. Se define la funcién g como sigue:

x f(x)
o(z) = / (1)t + / ()t

Pruebe que ¢"(z) = 2f(z) + (z + 1) f'(z) + = f"(z)



P3. Considere las funciones f, g : R — R definidas como
f(z)=1—2x+ 2* g(x) =1+ 2z — 2
Llamemos R a la regién definida como

R={(z,y) eRxR : f(x) <y<g(x)}

a) (2.0 pts.) Calcule el drea de la regién R.

b) (2.0 pts.) Calcule el volumen de revolucién que crea la regiéon R al rotar en torno al eje
X.

¢) (2.0 pts.) Calcule el volumen de revolucién que crea la regiéon R al rotar en torno al eje
Y.

Formulario:

A:/abh(x)dx V:ﬂ/ath(x)dx V:ZW/abxh(x)dx vz/aA(@dx

Tiempo 3:00 hrs.
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P1. Esta pregunta posee dos partes. En la primera se evalia el cédlculo de primitivas y manejo
de cambios de variable. En la segunda parte se evaltia el conocimiento de la definiciéon de la
integral de Riemann.

a) L
II.
III.
b) =

Proponer sustitucién o cambio de variables: 0.5 pts.

Obtener el resultado de la integral correctamente 0.5 pts. (otorgar puntaje si es
que el cambio de variables estda mal hecho, pero el resultado obtenido esta correcto
de acuerdo a la integral que les resulto).

Proponer sustitucion o cambio de variables: 0.5 pts.

Obtener el resultado de la integral correctamente 0.5 pts. (otorgar puntaje si es
que el cambio de variables esta mal hecho, pero el resultado obtenido estéa correcto
de acuerdo a la integral que les resultd).

Proponer sustitucién o cambio de variables: 0.2 pts.

Identificar el resultado de una funcion impar en dominio simétrico: 0.3 pts.
Obtener correctamente el resultado: 0.5 pts. (otorgar puntaje si es que el cambio
de variables esta mal hecho, pero el resultado obtenido esta correcto de acuerdo a
la integral que les resultd).

Identificar el valor de Ay: 0.5 pts.

Reconocer el valor de my: 1.0 pts.

Obtener correctamente el resultado de la suma: 0.5 pts. (0 si hay error).

Obtener correctamente el limite: 1.0 pts. (0 si hay error).

P2. Esta pregunta evalia el conocimiento del Teorema Fundamental del Calculo, aplicado a diferen-
tes contextos, ademéds de repasar el conocimiento de derivaciéon en un contexto con integrales.

a)

Obtener correctamente el valor de la constante a: 0.5 pts. (0 si hay error).
Derivar correctamente aplicando el TFC y justificando las hipédtesis: 1.0 pto. (0.5 si

no se justifica el TFC).

Obtener f: 0.5 pts.

Aplicar correctamente la derivada a la integral: 1.0 pto. (0 si hay error).
Obtener correctamente el valor de f’(0): 0.5 pts. (0 si hay error, 0.2 si es consistente

con lo obtenido anteriormente).

Obtener correctamente el valor de f(0): 0.5 pts. (0 si hay error, 0.2 si es consistente

con lo obtenido anteriormente).

Reconocer que x en la primera integral es un factor y sale de la misma: 0.3 pts.



Derivar correctamente la integral: 0.5 pts. (0 si hay error).
= Reconocer que f1(f(z)) = x: 0.2 pts.

Obtener correctamente la segunda derivada: 0.5 pts. (0 si hay error, 0.2 si es consis-
tente con lo obtenido anteriormente).

Obtener correctamente el resultado final: 0.5 pts. (0 si hay error).

P3. Esta pregunta evalia el conocimiento del estudiante sobre las integrales de area y volumen,
ademas de la capacidad para identificar una region descrita de manera formal.

a) = Reconocer la regién a través de las intersecciones de las curvas: 1.0 pts. (0.5 si hay un
error, 0 si ambos son incorrectos).

= Obtener correctamente el valor del drea: 1.0 pts. (0 si hay error, 0.5 si es consistente
con lo obtenido anteriormente).

b) = Reconocer la férmula correcta para obtener el resultado: 0.5 pts.

= Obtener correctamente el resultado del volumen: 1.5 pts. (0 si hay error, 0.5 si es
consistente con la férmula planteada).

c) = Reconocer la férmula correcta para obtener el resultado: 0.5 pts.

» Obtener correctamente el resultado del volumen: 1.5 pts. (0 si hay error, 0.5 si es
consistente con la férmula planteada).
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MA1002-2 Calculo Diferencial e Integral
Profesores: Natalia Ruiz, Radl Uribe, Cristidn Reyes.

Control 2

1. Calcule las siguientes integrales y primitivas.

a)

b) [2 puntos]/l_i_f

c) |2 puntos]/

4+3cos ()

2. a) Considere la funciéon f : [0, 2] definida por:
[ 1, sizel0,1]
f(x){ 2, siz e (1,2

i) [1 punto] Para la particion P = {0,6/7,1,8/7,2}, calcule la suma inferior s(f, P) y la
suma superior S(f, P).

ii) [2 puntos] Demuestre que la funciéon f es Riemann integrable en el intervalo [0, 2].

b) [3 puntos] Calcule el valor del limite

n

1 Y L Mn(n+ ) - In(n)].

n
k=1
3 ) [3 puntos| Demuestre que /W zsin(z) d /1 da (Indicacion: Es posible que nece
. muestre qu —————~—~dr=m | —— (Indicacion: Es posi ue nece-
P q o 1+ cos?(z) o 1+2? P d

site usar la igualdad arc cos(u) + arc cos(—u) = )
z+1
b) [3 puntos] Sea f derivable en todo R, para cada = € R se define g(z) = / (x —t)f(t)dt.

x
Demuestre que si f es decreciente en todo R, entonces ¢”(z) > 0, Vz € R. (Indicacion: Es
posible que necesite usar TVM en el intervalo [z, z + 1] para f.)
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MA1002-2 Calculo Diferencial e Integral
Profesores: Natalia Ruiz, Radl Uribe, Cristidn Reyes.

Control 2

1. Calcule las siguientes integrales y primitivas.

a) [2 puntos] / Tl

d T 1 — e® T

Soluci()n:/ v :/e i ¢ dx:/da:/ ¢ dr =z —In(e®* +1)
et +1 et +1 et +1

Solucion: Haciendo el cambio de variable u = /x, se obtiene

1-— 1— Z_ 2 u—-2+2
/ ﬁdxzz/wdu:_Q/“ “du:_z/wdu
1+ 1+u 1+u 14+u

B (u+1)(u—-2)+2, / / du
= 2/ T+ du= -2 [ (u—2)du—4 v u = u’*+4u —4In(u+1)

=—z+4y/x —4In(vz + 1)

b)

c) 2 puntos]/

4+3cos ()

Solucién: Primero calcularé una primitiva y luego evaluaré los limites de integracion. Haciendo

el cambio de variable ¢ = tan(§ ), resulta cos(z) = %’ dr = 1Jr%dt, entonces:

/dx—/ ! « 2 dt—2/ ! dt—2/1
4+ 3cos(x) 4+3(;g) L+e27 41+ 2) +3(1—12) 742

Luego,

us

/3 v 2 arctan(tan(%)) = —
o 4+3cos(z) T VT

2. a) Considere la funciéon f : [0, 2] definida por:

fz) =

i) [1 punto] Para la particion P = {0,6/7,1,8/7,2}, calcule la suma inferior s(f, P) y la
suma superior S(f, P).
Solucién: A continuacién calcularemos la suma inferior de f para la particion P, s(f, P),y
la suma superior S(f, P), donde m; = inf{z : z € [x;_1,2;]} y M; = sup{z : = € [z;_1,z;]}.

1, siz €0,1]
2, siz e (1,2
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s(fP) = mi(z; — xi—1) = 1(6/7 = 0) + 1(1 — 6/7) + 1(8/7 — 1) + 2(2 — 8/7) = 20/T,y

ZM zi—mi 1) = 1(6/7—0)+1(1—6/7)+2(8/7—1)+2(2—8/7) = 21/7 = 3.

ii) [2 puntos] Demuestre que la funciéon f es Riemann integrable en el intervalo [0, 2].
Solucién 1: Demostraremos que f satisface la condicién de Riemann, es decir,

Ve > 0,3 P tal que S(f,P)—s(f,P) <e.
Consideremos la particion P = {0,1—2,1,1+ 1,2} = {0,221 1,2 2} donde n es un

no n 7 7 n
natural distinto de 1. Calcularemos la suma 1nfer10r y superior de f para esta particion.

1 1 1 1
Zmz —zi1) 1<" —0>+1<1—">+1<”+ —1>+2<2—"+>
n n n n

-1 1 1 -1 3n-1 1
:1><n +1><—+1><—+2><n " =3—-—,y
n n n n n n
4 n n—1
= M; — =1x I1x—+2x—4+2x =3.
(f,P)=>>_ Mj(z;i — z;1) —+ + + -

Entonces 1
S(f,P) —S(f,P) =

Dado € > 0 (fijo), 3N € N tal que % < € por Propiedad de Arquimedes. Entonces la

particion P = {0,1 — N,l, 1+ J{[,?} satisface S(f, P) — s(f, P) = % <é

Solucién 2: Se podria considerar la particion P = {0,1 —4,1,1 + 6,2}, donde 0 < § < 1.
De este modo, s(f,P) =3 —3dy S(f,P) = 3. Entonces S(f, P) — s(f, P) = d. Asi, dado
€ > 0, basta tomar § < ¢ por ejemplo § = 5.

b) [3 puntos] Calcule el valor del limite

n
) 1 ,
nh_}rgo e [In(n + i) — In(n)].
i=1
Solucién:

Tenemos que:

Cx [ln(nJri)ln(n)]:ixln(n:i) ::Lxln(lJr?i).

Al relacionar la suma dada a una suma de Riemann, la particion del intervalo [a, b] seréa equies-

paciada. con b*T“ = n, y asi b —a = 1. Ademas, z; = a—i—zb “ =1+ -, luego a = 1. Por tanto,

a=1,b=2y f(z) = In(x). Lucgo,

n—oo n

1 2
lim — X [In(n +17) —In(n)] = / In(z)dxr =2In(2) —2 — [11n(1) — 1] = 2In(2) — 1.
i=1 1
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T xsin(z) Ldx
3. 3 t D t ————dr =
a) [3 puntos] Demuestre que /0 T+ cos?(2) x 7T/0 22
Solucién: Haciendo el cambio u = cos(x), du = — sin(z)dx resulta

i : -1
/ xsin(x) d — _/ arc cos(u) du
o 1+ cos?(x) 1 1+ u?

Invirtiendo los limites de integracién resulta:

™ : 1 0 1
/ x sin(x) dr — / arc cos(u) du = / arc cos(u) du+ / arc cos(u) du
0 -1 0

1+ cos?(x) 1+ u? 1 14w 1+ u?

Para el primer sumando de la derecha haremos el cambio u = —z, lo que resulta:
™ : 1 _ 1
/ a:sm(;;) d :/ arc (:os(2 Z)dz +/ arc cos(2u) du
o 1+ cos?(x) 0 1+ 2 0o 1+u
Notamos ahora que arccos(z) + arccos(—z) = m y reemplazamos en el primer sumando de la
derecha:
/7r xsin(;v) e /1 T — arc C(;s(z) ot /1 arc cos(2u) du
o 1+ cos?(z) 0 1+2 o 14w

™ : 1
d
De donde se deduce que / Lﬂ(?d:ﬂ =7 / v
o 1+ cos?(z) o 1422

z+1
b) [3 puntos] Sea f derivable en todo R, para cada z € R se define g(z) = / (x —t)f(t)dt.

x
Demuestre que si f es decreciente en todo R, entonces ¢”(z) > 0, Vz € R.

Solucioén:
z+1 x+1
g(z) = a:/ f(t)dt — / tf(t)dt
Entonces
z+1
g'(z) = / f@O)dt+z(f(x+1) = f(z) = (z+ 1) f(z+1) —zf(z))
z+1
@ = [ st e+

Entonces

9"(@) = (flz+1) = f(z)) = f'(z+1)
Por TVM sabemos que existe £ € [z, x + 1] tal que

Pero como f es decreciente se tiene que f'(£) > f'(z + 1). Por lo tanto

fle+1) - fl=z)
1

=f'(¢ > f(z+1)

De donde resulta que

fle+1) = f(z) = fl(x+1) >0
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P1. (a) Calcule las siguientes primitivas (1.5 puntos cada una):

i) / 2% sen(z)dz, i) / Vit

Solucién:
/x2 sen(z)dr = --- :por partes: | F = z2 — F' =22
G’ = sen(z) G = —cos(x)
= —1? cos:L’—l-/Zxcos(x)dx
°
;por partes: ;| F = 2x — ' =2
G’ = cos(x) G = sen(x)
= —z?cosz + 2z sen(x) — /2sen(a:)
°
= —z%cosx + 2z sen(x) + 2cos(z) + C
°
1
/;ﬁdx = .- ;sustituciéon:  u = /x
Vv p dz
RN
= /2\/1 +u du ;
°
4 3/2
= -(14+uw?’*+C ;
° 3
4 3/2
= -(14++Vx)?+C
° 3
OBS: restar 0.5 puntos si faltan las 2 constantes de integracion.

(b) Considere la primitiva dx
/ 22(1 + 22)
i) (1 punto) Determine las constantes A, B, C, D tales que

1 A B 2Cx+D
- =
2(1+22) z= a2 14 22



Soluciéon: Sumando queda:

A B 20z+D  Az(l+2?) + B(1+2?) +2C2* + Da?
—+ =+ =
r x? 1+ a2 z2(1 + x?)
r3(A+2C)+2*(B+ D)+ Az + B
x2(1 + x?)

Para que la igualdad pedida sea cierta, es necesario que:

A+20=0, B+D=0, A=0, B=1

[05]

2

Es decir:

ii) (2 puntos) Calcule la primitiva I (puede dejarla en términos de A, B, C, D).

Solucién: Alternativa 1: Si no se calcularon las constantes:
B 2 te
I'=Aln|z| — — 4 Cln(1 + 2°) + D arctan(z) + C
T

(0.5 ptos cada primitiva, menos 0.5 si falta C*¢)
°

0.2

S

Alternativa 2: Si se calcularon las constantes:

1
I = —= — arctan(z) + C*
T

(1.0 ptos cada primitiva, menos 0.5 si falta C*¢)
@

P2. (a) (3 puntos) Para acotar la integral de f(xz) = \/z en [0, 1] se propone usar una particién

P ={zg,z1,...,2,} (n > 1) donde a:i:Z— Vi=0,...,n.

n2

Construya la menor funcién escalonada asociada a P que acota superiormente a f. Calcule su integral

para obtener cotas superiores de la integral de f (en términos de n).

.2 . 2 .2 .

., e { 1 —1 =214+ 1
Solucién: La particién estd definida por: z; = —, por lo tanto z;_; = ( 5 ) = >
n n n

De este modo, el largo del i-ésimo intervalo estd dado por:

P2 (2-2+1) 2i—1
n2 T2

Ar; =z — x5 =
[

Cémo +/z es creciente, la menor funcién escalonada asociada a P es la funcién escalonada e que vale en
cada intervalo

i
e = \/T;i = - Vo € (i1, ;)




Con esto, su integral vale

03]

b n n
2 —1
e = £<7J Z (242 —4)
0 z:ln =1
°
1 [n(n+1)(2n+1) (n+1)]
- ond 3 2
°

[05]

(b) (3 puntos) Sea f una funcién acotada en [a,b], donde a < b. Se sabe que: Ve € (a,b) f es Riemann
integrable en el intervalo [a, ¢|. Usando esta informacién, demuestre que f también es Riemann integrable

en [a,b].

Indicaciéon: Note que si e(x) es una funcion escalonada en [a, c|, para c € (a,b), entonces la funcion

a six € (c,b],

E(z) = {e(x) six € [a,c|

para cualquier constante «, es una funcidn escalonada en [a,bl.

Solucién: Como f es acotada, existen m y M que denotan al infimo y al supremos de f en [a, b].
o

Sea € > 0 arbitrario. Se demostrard que f satisface la Condicién de Riemann en [a, b].

Para cualquier ¢ € [a,b) (que se precisard al final), sabemos que f es Riemann integrable en [a,c|. Por lo
tanto, existen funciones escalonadas e_ y e, del intervalo [a, ] tales que

e_(z) < f(z) <ei(x) Vz € [a, ] y /C(eJr —e_) <

DO | ™

El truco es formar nuevas funciones escalonadas por abajo y arriba de f, pero en todo el intervalo [a, b].
IDEA: Consideremos las funciones escalonadas

B (z) = {e(x) siz € [a,(] y B, (z) = {e+(x) siz € [a, ]

m siz € (c,b M siz € (c,b
Claramente:
E_(¢) < f(x) < Ei(2)  Va € lab)
°
Ademais ,
/ (B, — B.) :/ (er —e) + (M —m)(b—c) < = + (M —m)(b—c).

S a a

Para concluir, basta con escoger ¢ suficientemente cercano a b, de modo que (b —¢) < &
2(M —m)

Tiempo de Trabajo: 2 horas
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13 de julio de 2020

Pauta Tarea 1

Instrucciones:
= La materia evaluada en esta tarea corresponde a las semanas 5 a la 9 del apunte del curso.
= La duracién estimada de cada pregunta es de 40 minutos.

= Debe desarrollar cada una de las preguntas a mano y entregar una copia escaneada a través de la
seccion de Tareas en u-cursos.

= La fecha limites para la entrega es el 24 de junio a las 23:59.

= Se aceptaran atrasos hasta el 26 de junio a las 23:59, con un descuento de 5 décimas por dia.

P1. Considere una funcién f : [a,b] — R acotada.

(a) (2.0 pts) Suponga que existe un ¢ € (a,b) tal que f es continua en [a,c) y en (c,b], pero
discontinua en c¢. Demuestre que f es integrable en [a, b].
Solucién: Dado € > 0, sea 6 > 0 tal que [c — d,¢+ ] C [a,b] y ademds

< sup  f(z)—  inf f(:v)) 25 < <.

z€[c—5,c+0) z€[c—d,c+4] 2

Como f es continua en [a,c— 48] y [c+ §,b], entonces ha de ser integrable en cada uno de estos
intervalos(0.5 pts). Luego, existe una particién Py . = {a,z1,...,¢ — ¢} de [a,c — ] y una
particién Po . = {c+ 6, Tny1,...,b} de [c+ §,b] tal que

S(Pl,e»f) - S(Pl,éuf) <

NG

S(Pacr f) = 8(Pacs f) < 3005 pts)

Con estas dos particiones definimos P, = Py U P = {a,21,...,¢ — d,c + §,b}, el cual
representa una particién del intervalo [a, b](0.5 pts). Con esto obtenemos que

S(Peuf)_S(Peaf) = S(Pl,mf)_S(Pl,eaf)+S(P2,eaf)_3(P2,evf)

+ su x)— inf  f(z)] 25
<xe[c_§c+5]f( ) e e )>

VAN
|
+
I
4
|

y por lo tanto
S(Pe, f) —s(P., f) <e

Como esto es vélido para € > 0 cualquiera, concluimos por la condiciéon de Riemann que f es
integrable en [a, b](0.5 pts).
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(b) (2.0 pts) Suponga ahora que f es discontinua en un conjunto de puntos E = {z1,...,2,},
pero continua en [a,b] \ E. Demuestre que f es integrable en [a, b].

Solucién: Por induccién en el nimero de puntos de E, el problema se puede reducir al caso
anterior(0.8 pts). El caso base |E| = 0 es evidente. Supongamos ahora que si [A] = n — 1
para un n > 1 y la funcién f es continua en [a,b] \ A, entonces es integrable en [a,d](0.2
pts). Vamos a demostrar que si |E| = n entonces f también es integrable en [a,b] \ E. Sea
E'" = {z1,...,2n—1}. Por la hipdtesis inductiva, sabemos que f es integrable en [a,z,_1 — d]
para todo § > 0 tal que x,,—1 — & > a(0.2 pts).

Por otro lado, utilizando la parte (a), se tiene que f es integrable en [x,,_1 + 0, b] para todo &
tal que x,—1 + & < b (0.3 pts). Repitiendo los pasos de la parte anterior, podemos argumentar
que dado € > 0, existe una particién P . de [a,2,—1 — ] y una particién P, . de [xp—1 + 6, ],
tales que juntdndolas se obtiene que P = P; . U P» . es una particién de [a,b] con la cual se
satisface

S(P., f) —s(Pe, f) < e.(0.5 pts)

Por la condicién de Riemann, se concluye que f es integrable en [a, b](0.5 pts).

(c) (2.0 pts) Considere ahora una sucesién de puntos {z, fnen C (a,b) estrictamente creciente tal

que lim z,, = by suponga que f es una funcién continua en [a, b] \ {x, : n € N}. Utilizando
n—oo

la parte (b) demuestre que f es integrable en [a, b].

Indicacion: Para un e fijo, argumente que existe un zj y una particién Py de [a,zi] tal que
(sUPacia sy £@) = infacian F@)) [2x = b < § ¥ S(Pe ) =5 (P, f) < 5.

Solucién: Dado que f es discontinua y acotada, tenemos 0 < (supze[a,b] f(x) —infpepq s f(x)) <

0o (0.2 pts). Por la convergencia de {z,}, se tiene que dado ¢ > 0, existe x) tal que

|xg — 0] < g ( sup f(x)— inf f(x)) (0.3 pts)

we[a,b] wE[a,b]

Podemos reescribir esto como

<amfu%-mfﬂw)m—m§;

wela] welab]

Por la parte (b) sabemos que f es integrable entre [a,z) + ] para cualquier § > 0 tal que
xp + 6 < b (0.2 pts). Luego existe una particién P; . = {a,y1,...,yn = 2} de [a, zx] tal que

S(Pr.,f) - s(Pre, f) < %.(0.3 pts)

Definimos P. = {a,y1,.--,Yn = Tg,Ynt1 = b}, el cual es una particién de [a,b](0.5 pts).
Entonces

+

|

z€[xy,b) T€[wk,b]

S(Pe,f)S(Pe,f)—S(Pl,e,f)S(Pl,e,f)+< sup f(x) — inf f(@) (b—mz) <

con lo que se obtiene que f satisface la condicién de Riemann(0.8 pts). Por lo tanto f es
integrable en [a, b](0.2 pts).

P2. Sea f:[0,1] — R una funcién continua y ¢ : R — R una funcién continua y periédica de periodo 1.
Se desea demostrar que

1

1 1
lim f(m)g(nx)dx:/o f(x)dx/o g(z)dz.

n—0o0 0

Para esto siga los siguientes pasos:
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(a) (3.0 pts) Utilizando el cambio de variables y = zn, demuestre que para todo n € N se cumple

o
/ ' fa)g(na Z / (22) staras

Solucién: Segin el cambio de variables sugerido dx = %y. Entonces

/01 f(x)g(nz)dx = Tll/onf (%) 9(y)dy(0.6 pts)

Notemos que [0,n] = [0,1]U[1,2]U...[n — 1,n] y usando aditividad horizontal de la integral

obtenemos: X -
| r@staae == 3 [ 1 (L) g (0.6 5t

k=0

k+1
En la integral / f (Q) g(y)dy podemos usar el cambio de variables z + k = y, para as{
k n

/:H f (%) 9(y)dy = /O1 f (Z Z k) 9(z + k)dz.(0.6 pts)

Pero la funcién g es 1-periédica y por lo g(z) = g(x + k) para todo k € Z y para todo = € R.

Por lo tanto, . )
+1 5
/k f (%) g(y)dy = /0 f ( Zk> 9(2)dz(0.6 pts)

Reemplazando nos queda

/ ' fa)glna Z / (1) gtordo )

que es los que se nos pedia demostrar(0.6 pts).

obtener

(b) (1.5 pts) suponga ademds que g es positiva en [0, 1]. Utilizando la parte anterior y el Teorema
del Valor Medio para integrales, pruebe que existe una sucesién {s;} C [0, 1] tal que:

/ f(x)g(nz) d:v—/olg(x)d;v <:L:Z_:f<k";3k>>

Solucién: En la integral
1
r+k
|7 () gtoraa
0 n

podemos aplicar el Teorema del Valor Medio generalizado para integrales y deducir que existe
un s, € [0,1] tal que

/01 f (x : k) g(z)dz = f (S’“; k) /Olg(x)da:.(O.é’ ts)

Luego reemplazando en (2) obtenemos:

/f nxdx—/olg(x)dxcn:f<k“;8’“>>.(0.7pts)

k=

y con esto concluimos esta parte.
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(c) (1.5 pts) Concluya que:

1 1 1
lim ; f(x)g(nx)dz:/o f(a:)/o g(z)dz.

n— oo

k
Solucién: Consideremos la particiéon P = {O, ey e 1} del intervalo [0,1](0.2 pts). Sea
n

k kE k+1
Skt € {7 + ] para todo
n n.on

{sk} C [0, 1] la sucesién obtenida en el item anterior. Note que
k=0,---,n(0.3 pts). Dado que f es continua, se tiene

n—1

ng@mnzf(s”k) = [ swan 05 m9 Q

Finalmente, ocupando (3) y la parte (b), podemos concluir que

1 1 1
lim g(na:)f(x)dxz/o f(:c)dm/o g(x)dz.(0.5 pts)

P3. (a) (2.0 pts) Encuentre las siguientes primitivas:

()/x +1

Solucién:

1 1 1
/;z: i dx:/l+ﬁdx=x—;—|—0, C € R(0.5 pts)

22
.’EQ
) / (z2 4+4)2 &

Solucién: Utilizando el cambio de variables = 2 tan(f) obtenemos

e (O o o )
/(x2+4>gd */ sec(0) de*/ (9) (0)df.(0.2 pts)

Ambas integrales son conocidas y obtenemos

22
/de = (In(] sec(8) + tan(6)|) — sen(9)) + C(0.3 pts)

Devolviéndose en el cambio de variables tenemos que 6 = arctan(5)y por lo tanto

/(xzxgdx = (ln(| sec(arctan(g)) + g|) - sen(arctan(g))) + C(0.2 pts)

+4)
Podemos reemplazar sec(arctan($)) = /14 - Zy sen(arctan(3)) = \/L y obtener
1+2

1
i(ach 4+:z:2) +C, CeR(0.3 pts)

/ﬁdx oz
(22 +4)3 Vi + 2?

(iii) /xcoshxdx

Solucién: Utilizando integracién por partes, definimos u = x y dv = cosh(z)dz obtenemos

/.TCOSh xdx = x senh(z) — /Senh(x)dm = xsenh(x) — cosh(z) + C, C € R.(0.5 pts)

(b) (2.0 pts) Calcule las siguientes integrales:
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( ) fO 5+4 cos(@)

Solucién: Utilizamos el cambio de variables ¢ = tan (%), sen(d) = (1?:;52), cos(f) =
G;g) df = 1+t2, obtenemos
/ do /ﬁ 1 2dt /\/5 2dt /“g 2ty 5 i
- = B ——— = == S
o Btdcos(0) Jo sralnivz Jy 5A+e)+al-) Jy 9+e P

Utilizando el cambio de variables 3y = ¢, nos queda

27

/T df /f/3 24— 2 arctan(y)
—_— = ———dy = = arctan
o H+4cos(h) o 3(1+y?) Y= garcanly

i) [ In(z + Va2 — 1)dz
Solucién: Utilizamos integracién por partes con v = In(z + Va2 — 1) y dv = dx, para
obtener

V3/3

s
= 2(0.5 pt
. 9( pts)

3 3 3 adr
2 _ = 2 _ — ——
/ In(z 4+ Va2 — 1)de = In(z + Vz 1)36’1 /1 m(Uﬁ pts)

1

En la dltima integral se resuelve con el cambio de variables ¥y = 22 — 1 y se obtiene

/3 In(x + Va2 —1)de = In(z + Va2 — 1)z — Va2 — IE =31In(3 4 2v2) — 2v/2.(0.5 pts)

(¢) (2.0 pts) Usando sumas de Riemann, calcular los siguientes limites:

NN
(1) nILH;o <n!n"

Solucién: Sea z,, = (

(2n)!

) . Tomando logaritmo, tenemos que

(In((2n)!) — In(n!n™))

(In(n!(n+1)(n+2)---(2n)) — nln(n) — In(n!))

In(z,) =

S
SI=3I~3I= 3

(ln(n +1)+In(n+2)+---+1Wn(2n) — nln(n))

(n+k) ::Lkiln (HD (1 punto) (4)
=0

Note que (4) corresponde a la suma de Riemann de la funcién f(z) = In(z+1) con respecto
a una particién equiespaciada del intervalo [0, 1], cuyos nodos estdn dados por t = %, con
k=0,1,---,n (0,25 puntos). De (4) obtenemos que

1 n
lm n(z,) = lim an(”:k)
k=1

n—oo
1 ¢ !
= Zln(l—i—k):/ In(1 4 x)dx
n n

i}

0

r=1 1
- / Y e = 2In(2) -1 (0,5 puntos), (5)
0

= zln(z+1
( )xzo po

donde la cuarta igualdad se obtuvo aplicando integracién por partes. Finalmente, ocupando
la continuidad de la funcién exponencial, tenemos

lim , = eMroe @) — 2In@)=1 — yo=1 (0,25 puntos)
n—0o0
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3=

- 2k

d 2%\
Solucién: Sea x, = H (1 + ) , n € N. Entonces
k=1 "

In(z,) = %ilﬂ (1 + 2:) . (6)
k=1

Note que (6) corresponde a la suma de Riemann de la funcién In(1 + 2z) con respecto a
la particién equiespaciada del intervalo [0, 1], cuyos nodos estdn dados por ¢, = %, con
k=0,---,n (0,5 puntos). Luego

) R 2k
nlirr;o In(z,) = nlgr;oﬁkz_:lln (1+ n)

1
= / In(1 + 2z)dx
0

= 22D o — ) -
2 z=0
— gln <2> —1, (0,5 puntos) (7)

donde la tercera igualdad se obtuvo aplicando integracién por partes. Finalmente, ocu-
pando la continuidad de la funcién exponencial, tenemos

. 3v6
lim =z, = ehm’"ﬂm In(zn) e% ln(%)71 = Tfe_l. (]_ p’U/I'LtO)

n—oo

P4. (6.0 pts) Sea F : [0,00) — R definida mediante F(z) = fw% e~ dt. Estudie los extremos relativos y

absolutos de F, intervalos de concavidad y convexidad, puntos de inflexién y calcule lim F(z).
Tr—r 00
Solucién: Note que
2

Fl(x) = e (273 —1), 2>0. (0,5puntos)

Luego, los puntos criticos de F representan las soluciones de la ecuacién F'(z) = 0. Asf,

2 2 In(2 In(2
Fl(z) =0 e ™ (2673 —1):0®$:—\/¥ % x:\/%. (0,5 puntos)

Sin embargo, el primer punto critico no es factible, pues no pertenece al dominio de F', por lo que
. [ . In(2)
el inico punto critico que interesa es x = 3 (0,25 puntos).

Vamos a clasificar los puntos criticos. Para ello, notemos primero que

F"(z) = 2ze™" (1 - 86_3’“'2) . (0,25 puntos)

/In(2 [In(2) ,/1
Ademés F” < ni(% )> =—6 ni()) ) i/; < 0 . Por el criterio de la segunda derivada, encontramos

In(2
que F alcanza un méximo local en x = % (0,25 puntos). Por otra parte, como F(x) > 0 para

todo z € [0,00) (pues se define en términos de la integral de una funcién positiva) y como F'(0) = 0,
entonces se tiene que F' alcanza su minimo absoluto en x = 0 (0,5 puntos).

Note ademas que

n(2)

Flz)>0ee ™ (2% —1)>02 % —1>0 |z| < 5

(0,25 puntos)
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P5.

In(2)
3

Por lo tanto F es creciente en (O, ) (0,25 puntos).

Por otra parte,

HE)

Flz)<0ee ™ (2% —1) <02 % —1<0e 2] > 3

(0,25 puntos)

In(2)

por lo que F es decreciente en ( ,oo) (0,25 puntos).

Determinemos ahora los intervalos de concavidad y convexidad. Para ello, determinemos primero
los puntos de inflexién de F'. En este caso, x € [0, +00) es punto de inflexién si F”/(x) = 0. Entonces
F'(z) =0 2z (1 - 86_3””2) —0e1-8 %" =0o2=—In(2) V2 =In(2), (0,25 puntos)
con lo que solo consideraremos x = In(2). Luego

F'(z) <0 & 2ze™™ (1 - 86*3302) <0e1-873" <0exe(0,n2) (0,25 puntos)
y ademas

F'(z) > 0 & 2ze™™ (1 - 86*3952) >0 1-8 %" >0 e (In(2), +00).(0,25 puntos)

Luego, F es céncava en (0,1n(2)) y convexa en (In(2), +00) (0,5 puntos).

Finalmente, estudiaremos el comportamiento asintético de F'. Note que

2x 2x
0< F(z)= / e dt < / e =qe (0,5 puntos)
x x

‘ . . , —2? ; x ;
Ademés, por la regla de I.’Hopital se tiene que lim ze™® = lim ;= lim —5 =0
T—+00 r—+oo e~ % z—+oo —2xe~ %

(0,25 puntos). Luego,

2z 2z
0< lim F(x):/ e_tzdtg/ e = lfim ze ™ =0. (0,5 puntos)

Tr—r+00 Tr—r+00

Por lo tanto lim F(z) =0, (0,25 puntos).

r—+00

(6.0 pts) Sea g : R — R una funcién C*(R) y dos veces diferenciable en 0, con g(0) = 0. Considere
funcién f: R — R la funcién definida por:

_ % w@dt ;i x#£0
fay={ =l ®)

; x=0.

Estudie la diferenciabilidad de f en R. jEs f de clase C1(R)?

t
Solucién: Notemos primero que la funcién # es continua en R\ {0} y ademds

im 90 o 90 —9(0)

. /
t—0 ¢ t=0 t—0 =¢'(0). (0,5 puntos)

Sea h : R — R definida por:
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T T
t
h es una funcién continua en R y ademads / h(t)dt = %)dt (0,5 puntos). Luego aplicando el
0 0
Primer Teorema Fundamental del Céalculo para la integral de h, encontramos que
d [ [*g(t) d / ’ g(x)
— —dt| = — h(t)dt| = h(z) = ==, 0 (0,5 tos). 10
[ ] = 2| [ o] n) =22, w20 @3 puntos. )

Para x # 0, por dlgebra de derivadas y por (10) encontramos que

f'(z) =

. _ T e
1/ 9®) 4y 4 92) g(x) — Jo Zdt (0,5 puntos) (11)
0

x2 t 2 2

Por otra parte, note que

1 a:ﬂ v ‘Tﬂ —x /
f@) = F0) _ 2 J5 i =g O) _ Jy =g ©)

X X X
de donde
z g(t) / / / !
Cf@) o)y St —ag(0)  g(a) —ag'(0) . g@)-g(0) 1,
S e R

La segunda y tercera igualdad en (12) se obtienen ocupando la regla de L’Hopital y (10), mientras
que la cuarta igualdad se obtiene del hecho que g es dos veces derivable en = = 0. Por lo tanto, f
es derivable en z = 0y f/(0) = 1¢”(0) (0,5 puntos).

Estudiemos la continuidad de f’.

N
t
Por (10) se tiene que / #dt es derivable en R\ {0}, por tanto continua en R \ {0}. Luego,
0
de la ecuacién (11) y por algebra de funciones continuas, se tiene que f’ es continua en R\ {0}
(0,5 puntos). Resta estudiar la continuidad de f’ en 2z = 0. Para ello, notemos que:

z g(t) /
o gl@) = [y FEdt xg (@) — g(@)
LA - 19)
donde la segunda igualdad se obtiene ocupando la regla de L'Hopital y (10) (0,5 puntos). Por otra
parte,

mg/(xgl; g(x) _ zg'(z) — 1'9/(02);2r zg'(0) — g() =. (0,5 puntos) (14)

Reemplazando (14) en (13), se tiene

g'(x) —g'(0) g(z)—g'(0)z

, / _ , o
@ =, %2
_ g"(0)  ¢"(0)
2 4
11
0
= 7 i ) _ 7'(0), (0,5 puntos) (15)

donde la segunda igualdad en (15) se obtuvo ocupando la regla de I’Hopital y por el hecho de
que g posee derivada segunda en 0. Por lo tanto f’ es continua en z = 0, con lo que f € C'(R)
(0,5 puntos).

P6. (a) (3.0 pts) Considere la regién plana R = Ry U Ry, donde R; es la regién limitada por las curvas
y=06—22 ey =2|x|+ 3, mientras que Ry es la regién que estd limitada por el eje OX y las
curvas y =2z + 3,y = 6 — 22 y y = —x + 7. Calcule el 4rea de la regién R.
Solucién: Como R = Ry U Ry y las regiones R; y Ry tienen un solo punto en comun, se
tiene entonces que A(R) = A(R1) + A(R2) (0,25 puntos). Para determinar A(R;) debemos
determinar los puntos en donde se intersectan entre las curvas y = 6 — 22 e y = 2|z| + 3
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(0,25 puntos). Para ello debemos resolver las ecuaciones 6 — 2 = —2x + 3y 6 — 22 = 21 + 3,
que claramente tendrdn como soluciones z1 = —1, 29 = 3 y 2} = —3, 2, = 1 respectivamente,
de los cuales sélo corresponden tomar z1 y a4 (0,25 puntos). Luego

A(Ry)) = /0(6—952)—(—2x+3)dx+/01(6—x2)—(—2x+3)dx

-1

0 1
/ —x2+2x+3dm+/ —2% — 22 + 3dz
1 0

3

7 =0 QCB r=1
= |- +2°+32 + |- — 22+ 32
3 r=—1 3 =0
) n 1
33
16
= —. (0,75 puntos) (16)

Para calcular A(R3), ocuparemos los puntos de interseccién entre las curvas y = 6 — 22 e

y = 2|z| + 3 (obtenidos previamente), junto con el punto de interseccién entre las curvas

4
y=2x+3yy=—x+7, que claramente es x = 3 (0,25 puntos). Luego

3 Ve !
A(Ry) = / (22 +3) — (6—x2)d;v+/4 (—z+7)— (6—x2)dx—|—/ —z + Tdx
1 4 V6
x3 5 v=3 3 22 v=v6 22 v=7
= |5 +z°-3z + ==+ + | == +Tx
3 =1 3 2 7;:% 2 =6
= 3V6—4. (0,75 puntos) (17)

De (16) y (17) se obtiene finalmente que
1 2
AR) = AR + A(R) = 5 +3V6 —4=3v6 — 2. (05 puntos)

(b) (8.0 pts) Encuentre el drea de las regiones Ry y Ra que estdn debajo de la curva y = Va2 — 4
y acotadas por las rectas y =0, y =z +4yy=—x +4.
Solucidén: Sean R; la regién acotada por las curvas y = Va2 —4, y = x + 4 y el eje OY,
mientras Ry la regién acotada por las curvas y = Va2 — 4, y = —x + 4 y el eje OY. Note que
Ry vy Rs son regiones simétricas con respecto al eje OY, por lo que basta con encontrar el drea
de una de ellas, digamos, A(R3) (0,25 puntos) (Colocar el puntaje en caso de que calculen en
el caso de que el estudiante decida calcular el drea de A(R7)).
Para ello, calculemos primero el punto de interseccién entre las curvas y = Va2 —4y y =
—x + 4. Entonces

\/1’274:—m+4¢>x2—4:m2—8x+16®x:g. (0,5 puntos)

2 4
A(Ry) = /2 \/x2—4d:13—|—/ —x + 4dx
2 3

3 3 w:% 2 rx=4
_ |mverod 3 e VaR—d I Y
4 2|2 2 s 2 || _s
2
15 3 9
- Z + 5 111(2) + g
39 3
5 + 3 In(2) (2 puntos)
39 3
Por lo tanto A(R;) = A(R2) = — + — In(2) (0,25 puntos)

8§ 2
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