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Recuerdo:

Sea (sy) una sucesiéon y sea ¢ € R. Entonces

sp, — L <= Todas las subsucesiones de (sy)

convergen a £

Teorema de Bolzano - Weiestrass
Toda sucesién acotada tiene al menos una
subsucesién convergente

Funcién continua en un punto
Sea f: ACR — RyZ € A. Diremos que f
es una funcién continua en 7 si

W(wn) C A 7 = T = f(2n) = F(7)

Caracterizacién ¢ — ¢

Sea f: ACR —> RyZe¢€ A. f es continua
en T si y solo si se cumple que Ve > 0,36 >
0,Vx € A

{le =z < 0= [f(x) - (@) < e}

Algebra de funciones continuas

Sean f: ACR —>Rg: BCR — R conti-
nuasen T € ANB. Luego f+g, Af con A € R,
f-g, 5 con ¢g(T) # 0. Ademas la composicién
de continuas es continua

Sea f: ACR — R. Si f es continua VT € A,
diremos que f es continua.

[TVI o Bolzano] Sea f : [a,b] — R una fun-
ci6én continua tal que f(a)f(b) < 0. Entonces
existe T € [a,b] tal que f(Z) = 0.

[TVI-Generalizado] Sea f : [a,b] — R una
funcién continua. Si ¢,d € f([a,b]). Entonces
Vo € [c,d], 3T € [a,b] tal que f(T) = xo

[Teorema de Weierstras]

Sea f : [a,b] — R una funcién continua. En-
tonces f es acotada y alcanza su minimo y su
maximo en [a, b].

Sea f: I C R — R continua y estrictamente
mondtona (creciente o decreciente) con I un
intervalo. Entonces J = f(I) es un intervalo
y la inversa f~!:.J — I es continua.

[Continuidad Uniforme]

Una funciéon f: A C R — R se dice unifor-
memente continua si Ve > 0,30 = () > 0
tal que

(Vo,ye A) |lz—yl<d=|[f(z) - fly)l<e

Es decir, f serd uniformemente continua si §
Unicamente depende de € y no del eventual =
que puedo estudiar.

Toda funcién uniformemente continua es con-
tinua.

Sea f: ACR — R con A cerrado y acota-
do. Entonces f es uniformemente continua si
y s6lo si es continua en todo punto T € A

P1. [CONTROL)]

Considere una funciéon f : R — R continua, con un minimo global tnico en el punto T y que satisface
lim f(z) =+o0

r—Fo00
Si (zn)nen €s una sucesion que tiene la propiedad

Vnemeﬁgﬂ@+%
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a) Pruebe que si la subsucesién (z,(,)) converge a £ € R entonces { =T

b) Pruebe que (z,) tiene alguna subsucesion que converge a T

Figura 1: UNA DE LAS MEJORES PELICULAS DE DISNEY

P2. Definimos la funcién en R.

et _ X

a) Verifique que tanh es continua en todo R, que tanh(0) = 0 y que satisface —1 < tanh(z) < 1,
Vr e R

b) Pruebe que si n — oo, entonces tanh(n) — 1y que tanh(—n) — —1.

¢) Usando el T.V.I. demuestre que Vy € (—1,1),3z € R tal que tanh(z) = y.
Ind: analicey > 0,y =0,y <0

d) Demuestre que la ecuacién tanh(z) = cos(x) tiene infinitas soluciones en R
P3. [Continuidad Uniforme|

a) Sea f: A CR una funcién. Demuestre que los siguientes puntos son equivalentes

1) f es uniformemente continua en A
2) Y(zn), (Yn) € A, [xn —yn| = 0 = [f(zn) — f(yn)| = 0
Note que (x,) o (y,) no necesariamente convergen.

2

b) Use el resultado de la parte anterior para demostrar que f(x) = 2 no es uniformemente continua.

¢) Estudie la continuidad uniforme en (0, 1) de las siguientes funciones:
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P4.

P5.

Pé.

pr.

Ps8.

1) zsin(1/x) 2) f(z) = e“cos(3)

T

Propuestos

Demuestre que al calentar un aro siempre existen dos puntos diametralmente opuestos a la misma
temperatura. Ind: Sea T(«) la temperatura en funcion del dngulo en radianes. Considere la funcion
auziliar f(a) =T(a) — T(a+ 7).

(%) Sea f : R — R una funcién continua y peridédica, de periodo p > 0. Pruebe que f es uniformemente
continua.

a) Considere f : [0,1] — [0, 1] tal que f es continua. Demuestre que f tiene un punto fijo, es decir
sre01), f@) =7

b) Demuestre que si f : [a,b] — R es una funcién continua, entonces xo € [a,b] tal que f(xg) =
fla)+f(b)
2

[CONTROL]
Considere la familia de polinomios g, (z) = 2™ + = — 1.
a) Probar que Vn > 1, g,(z) tiene una raiz r, positiva
b) Demuestre que la sucesién de raices (ry,),>1 tiene una subsucesion convergente.

[P2 a) Control 1, Ano 2016]
Sean f, g, h las funciones definidas por:

f(@) =z —[z], g(z) =sin(rf(z)), h(r)=cos(rf(r))

a) Estudie la continuidad y continuidad uniforme de g(z) y h(z) en R.

b) Estudie la continuidad y continuidad uniforme de g(x) y h(x) en [0, 1).

¢) [Propuesto] Sea H el conjunto de puntos de discontinuidad de f. Muestre que |H| = |N|
Pruebe que dadas dos funciones continuas f, g : R — R, tales que existe z¢ € R tal que f(z¢) < g(xo),
entonces,30 > 0, tal que Vz € (zg — d,20+6) : f(x) < g(z).

Hint: Demuestrelo primero para f = 0 y luego defina una funcién apropiada para concluir.

“Nunca es demasiado tarde para nada.”
El Coronel no tiene quien le escriba-Gabriel Garcia Mdrquez



