Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas Universidad de Chile

IN790-1 Modelos Estocasticos en Sistemas de Ingenieria
Profesor: Denis Sauré

Auxiliares: Benjamin Barrientos F. @ rCffﬂ FisicAs Y e
Matias Romero Y.

Auxiliar 6
13 de Octubre de 2021

P1. [Proposicién 5.5.2 Resnick] Sea g : (R* B(R*)) — (R, B(R,)) una funcién medible positiva.
Suponga que X es un vector aleatorio con distribucién F. Si F' es AC con densidad f, tenemos
como esperanza de g(X)

Bo(X) = [ )/ (x)ax

Pauta Pregunta 1: Para probar el resultado para toda g medible positiva, argumentamos por
escalamiento:

a) Sig=14, con A€ B(RF), entonces

[ atiseaix = [ natox

= / f(x)dx
A
y como f es densidad de X ~ F

/ f(x)dx = F(A) :=P(X € A), (notacién Resnick p.137-139).
A

Para llegar a E(g(X)), recordamos que como consecuencia del teorema de transformacién
podemos expresar el valor esperado como integral abstracta o numérica (Corolario 5.5.1 Res-
nick):

Bo(X) = [ a(X)Pw) = [ ox)aF(x)
Esto nos permite proceder de dos maneras

= Con integracién abstracta

P(X € A) =P(X7'(4)) Z/lel(A>(w)dP(w) =/91A(X(w))dP(W) = E(9(X)),

E(1x-1(4)) E(140X)

donde reescribimos la indicatriz aprovechando que w € X !(4) & X(w) € A.

= Con integracién numeérica
Fa) = [ 60 = [ 14098 () = B(o(X).
A R

b) Sig= Zfil a;1,4, simple positiva, basta aprovechar la linealidad de la integral (y esperanza)
para reducirnos al caso anterior

[ ot0ix =3 [ oo Ladx = 3 aiB(14,(X) = Blo(X).
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¢) Finalmente, para g medible positiva, podemos aproximar con una sucesién (g, ), de funciones
simples positivas de manera que g, /" g. Por lo probado en el caso anterior, tenemos que
para cada n

| 5 x)x = Bl (X)),

y verificamos que al tomar limite n — oo resulta en el resultado que queremos:
» Para el lado derecho, tenemos variables aleatorias positivas Y,, := ¢,(X)  ¢(X) = Y,
por lo que el TCM nos asegura que
lim E(g,(X)) = lim E(Y,,) = E(Y) = E(¢9(X))
n—oo n—o0

» Para el lado izquierdo podemos usar el TCM en el espacio de probabilidad (R*, B(R*), F),
donde tenemos funciones medibles positivas g, g

i [ .60 f00)ix =l [ g,0aF0) TS [ gx)aPex) = [ g0
n—oo Rk n—oo Rk Rk Rk

Nota: En la auxiliar dije que como f es densidad, entonces es positiva, por lo que

gn-f g fyocupé el TCM directamente a

ttm [ gu(x)f(x)dx = / 9(x) £ (x)dx,

n—oo Rk Rk

pero esta aplicaciéon del TCM es en el espacio (R, B(R¥)) con la medida de Lebesgue dx
que, aunque efectivamente es valida, no aplica el resultado especifico de este curso al no
ser un espacio de probabilidad (la medida del espacio completo es infinita).
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P2. [Ejercicio 5.9 Resnick] Use el teo. de Fubini para mostrar que para cualquier distribucién F,

/R(F(x +a) - F(x))dz = a,

donde dx se entiende como la medida de Lebesgue.

Pauta Pregunta 2: Para ocupar Fubini reescribimos la integral en un espacio producto. Notemos
que, como F' define una medida de probabilidad en (R, B(R)), el integrando F(z + a) — F(z)
corresponde a la medida del intervalo (x, x4+ al, es decir F'((z,x+a]).' Con esto, podemos expresar

/R(F(Ha) dx_//1(”+a] VAP (u dx—//leudF w)de,

donde A = {(z,u) CR?: z < u < z+ a}. Cabe destacar que este conjunto A no es un rectangulo,
pero si es borel-medible pues

A={(r,u) CR*:z<u<z+a}U{(r,u) CR®:u=2z+a} € BR).

Vv Vv
abierto €B(R) cerrado €B(R)

Considerando la medida producto (F x \), con A la medida de Lebesgue, ocupamos Fubini?, con
la funcién indicatriz (positiva y integrable)

/Rz La(z, w)d(F x A) = / / 1a (2, u)daedF (u)
// u—au) () dxdF(u)
_/R — (u— a)dF(u)

:a/RdF(u) -

1Si una v.a. X tiene distribucién F, esto es equivalente a P(X € (z,z + a]).
2Similar a lo comentado en la pregunta anterior, aunque (R, B(R), A) no es un espacio de probabilidad (A(R) = o0), el
teorema de Fubini sigue valiendo
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P3. [Ejercicio 5.22 Resnick] Sea X una v.a. positiva.

a)

Utilice el teo. de Fubini aplicado a medidas o-finitas para probar que
E(X) :/ P(X > z)dx.
[0,00)
Pruebe que para cualquier a > 0,

E(X%) = a/ 2 P(X > x)dx.
[0,00)

Demuestre que si existen C,6 > 0, 0 < 5 < 1 tal que
P(X > no) < Cp",

entonces E(X*) < oo para cualquier a > 0

Pruebe que si existe § > 0 tal que E(X?) < oo, entonces

lim 2°P(X > z) = 0.

T—00

Suponga que X tiene una distribucion de cola pesada dada por

P(X >z) = x> 17.

rlogx’

Muestre que E(X) = oo, pero 2P(X > z) — 0 si x — oc.

Suponga ahora que X no es necesariamente positiva, pero E(X?) < oo. Muestre que para
cualquier n > 0

lim zP(|X]| > nvz) = 0.

Tr—00

Pauta Pregunta 3:

a)

Como comentamos anteriormente, el teorema de Fubini aplica a mas que solo espacios de
probabilidad. Por ejemplo, la medida de Lebesgue A en (R,B(R)) es o-finita, es decir, el
espacio completo tiene medida infinita, pero se puede escribir como unién de conjuntos de
medida finita: R = | J,,c;(n,n + 1], con A((n,n +1]) = 1.

Demostramos lo pedido con integracion abstracta
/ P(X > x)dx :/ /1{X>z}(w)dIP’(w)dx
0 o Ja

= /Q /0 ) L (o0, x(w)) (#)dzdP(w)
© [ X = EX),

notando que en (*) ocupamos que X > 0.
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b) Con integracién numérica, denotando F' la distribucién de X (con soporte [0, 00) al ser X > 0)

a/ooo alIP(X>x)dx—/oo 1/001[“0()dF( )dx

2% (oo (2)dad F (u)

| A
- /0 /0 oz drdF(u)
-

u*dF(u) = E(XY).

¢) Ocupamos la parte anterior, y separamos la integral notando que si =z € (nd, (n + 1)d),
P(X >x) <P(X >nd) <Cp"

E(X%) = a/ 7 'P(X > 1)dx
0

0 (n+1)6
= Z/ az® 'P(X > x)dx
n=0 v "0
o0 (n+1)d
< ZC@” /5 az® dx
n=0 n

< OB (n+1)%6" =C6* Y B (n+1)
n=0 n=0

d) En efecto,

’P(X > x) =20 /:o dF (u)
< / h u’ dF (u)

= E(X°) — /x u“dF (u) — 0

T—00

e) Ocupamos a) y acotamos

E(X):/OOOIP’(X>:E)20/IOO ! dx = C'log(log(x))|T> = oo,

7 xlogx
pero

— 0.
logx a—oo

P(X > x) >
f) Ocupamos d) paralav.a. Y =|X[ >0, =2, con y = ny/x — 00 si x — 00

2P(IX] > nvz) = Sy P(Y >y) —— 0

Yy—00



