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Pauta Auxiliar #6

Procesos de Poisson 11

Problema 1 - Despacho 6ptimo

En una planta de procesamiento el nimero de productos terminados esta dado por un proceso
de Poisson homogéneo de tasa A\. Una vez terminados, los productos se almacenan hasta que
son despachados a los puntos de venta. Hasta ahora, se realiza un tnico despacho a tiempo
fijo T, pero la empresa quiere incorporar otro despacho en un tiempo intermedio ¢, con el
fin de minimizar el tiempo esperado acumulado de almacenamiento de los productos W (t).
Suponga que en ambos despachos se retiran todos los productos en bodega.

a) Pruebe que
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Solucidn: El hecho que el nimero de productos sea un PPH, que llamaremos N, nos
da estructura e informacion.

E(W(t))

= A tiempo ¢, el nimero de productos terminados estd dado por N(t) ~ pois(At), y
al despacharlos todos, para el tiempo final 7', habran N(7T') — N(t) productos.

» El i-ésimo producto es terminado a tiempo S; ~ gamma(i, A) (tiempo de llegada)

y se almacena desde ese momento hasta su despacho.

Luego, podemos escribir el tiempo acumulado de almacenamiento diferenciando entre
los productos que se van en el primer y segundo despacho.
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Para calcular E(W;(T")), condicionamos sobre el valor de N(¢), multiplicando por la
probabilidad respectiva y sumando sobre todas las opciones posibles (probabilidades
totales)



NN (t) = n> P(N(t) = n)

=> E (nt— > SiIN(t) = n) P(N(t) = n).

n=0 i=1
Recordando que las llegadas condicionales distribuyen como los estadisticos de orden de
uniformes i.i.d., consideremos Uy, . . ., U, uniformes en [0, ¢] i.i.d, entonces los Si, ..., .S,
dentro de la esperanza condicional a N(t) = n pueden cambiarse por Uy, ..., Upy.
Mas atin, como el resultado de la suma no depende del orden, podemos usar
simplemente las uniformes originales (sin ordenar).
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Reemplazando, obtenemos que

E(N(1) = tht =0

E(W(t)) = io T;tIP(N(t) =n) = ;

El argumento para E(Ws(t)) es andlogo. Una forma de corroborar/justificar esto es
aprovechar la pérdida de memoria para resetear el proceso en t: consideramos N tal
que N(s) = N(t +s) — N(t) que es un PPH con la misma tasa A y modela el niimero
de productos terminados desde el primer despacho, con lo cual

i=N(t)+1 i=1 2

N(T) R(T—t) ] .
E(W:(t) = E ( > (T- 5@')) =E ( > (T-1)- &-)) — BT = 2T

Determine el tiempo intermedio 6ptimo t* para hacer el nuevo despacho.

Solucién: Notando que la forma explicita de la funcién ¢ — E(WV(¢)) encontrada en
a) es convexa y diferenciable (cuadratica), podemos encontrar el minimo igualando la

derivada a cero: p
%E<W(t)> =AN2t-T)=0&t=T/2.
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Figura 1: Tasas de llamada empirica y ajuste lineal por pedazos.

Problema 2 - Modelo para call center

Un call center contrata una nueva gerente de operaciones para mejorar la disposicion ho-
raria de los ejecutivos. Ella reconoce inmediatamente que la disposicion actual estd basa-
da en el modelamiento de las llamadas como un proceso de Poisson homogéneo de tasa
A = 317[llamadas/horal, por lo que pide hacer un estudio empirico de las tasas de llamadas
a distintas horas, obteniendo el grafico de la Figura 1.

a)

. Es vélida la suposicion de que el proceso de llamadas es homogéneo? Describa un
modelo mas preciso.

Solucién: Observamos en la Figura 1 que la tasa a la que entran las llamadas no es
constante en el tiempo, por lo que un modelo més preciso seria considerar el proceso

de llamadas como un PPNH y definir la funcién de tasa \(t) = f(¢t 4+ 6), donde f es el
ajuste lineal sugerido en el grafico:

140(t — 6), t € [6,10]
560, tel

560 — 230(t — 16), ¢ € [16, 18]
100 — 20(t — 18),  t € [18,23).

ft) =

Cabe destacar que el valor promedio de la funciéon de tasa coincide con la tasa fija
A = 317 del PPH original.

Calcule para ambos modelos: el nimero esperado de llamadas entre 6 y 7, y la proba-
bilidad de que la primera llamada sea entre 7 y 8. Discuta qué implicancias tiene para
la decision de la nueva gerente.



Solucién: Consideremos un PPH Ny de tasa A = 317 y un PPNH Ny con funcion
de tasa A(t). El nimero de llamadas entre 6 y 7 estda dado por N;(1), i = H, N, que
en ambos casos distribuye poisson pero los pardmetros, que representan justo el valor
esperado, son distintos.

» El pardmetro y valor esperado de Ny (1) es A = 317.

» El pardmetro y valor esperado de Ny (1) es
1 1 1 1
m(0,1) z/ )\(t)dt:/ f(t—|—6)dt:/ 140tdt:70t20:70.
0 0 0
Para calcular ahora la probabilidad pedida, notamos que corresponde al evento de

que en la primera hora no llegue ninguna llamada, y al menos una entre la primera y
segunda hora:

P(Ni(1) = 0, Ni(2) = Ni(1) = 1) = P(N;(1) = 0)P(Ni(2) — Ni(1) = 1)
= P(Ni(1) = 0)(1 = P(Ni(2) — Ni(1) = 0)),

donde ocupamos que los incrementos son independientes.

= Sabemos que Ng(1) ~ pois()), pero también Ng(2) — Ny (1) ~ pois(N), al ser un
incremento de 1 hora. Asi, la probabilidad es e317(1 — ¢7317).

» En el caso no homogéneo, no tenemos incrementos estacionarios: Ny (1) ~ pois(m(0,1)),
pero Ny(2) — Ny(1) ~ poism(1,2), donde
2 2
m(1,2) = / A(t)dt = 7062 = 210,
1

Luego, la probabilidad es e=70(1 — e~219),

Problema 3

El area de Fiscalizacion del Ministerio de Transportes quiere comprobar en terreno que los
operadores de buses estén cumpliendo con las tasas acordadas de frecuencias de sus flotas.
Para ello se enviara a un inspector a un paradero, en que, desde un tiempo inicial ¢t = 0
pasan buses siguiendo un proceso de Poisson {N(t) : t > 0} de tasa A > 0.

El inspector llega al paradero y pregunta al vendedor de la tienda de sopaipillas del frente
cuanto ha sido el tiempo desde la tltima vez que pasé un bus, lo que anota como 7. Luego
toma el tiempo T, hasta el primer bus que pasa, y reporta como intervalo entre buses la
suma T :=T) + Ts.

a) Justifique que la estimacion del intervalo dada por el inspector, en promedio, es mayor
que el tiempo promedio de espera real entre buses. ;A qué se debe este error?



Solucién. Notamos que, por la perdida de memoria de la exponencial, tenemos que
E[Ty] = 1/A. Dado que E[Ti] > 0, tenemos que E[T] > 1/, pero el tiempo promedio
de espera es 1/, que es lo que queriamos probar.

El error viene del hecho que el inspector no considera que es suficiente considerar el
tiempo que demora en llegar el siguiente bus solamente, por la perdida de memoria de
la exponencial.

Muestre que si el inspector llega en un instante ¢ y han pasado n buses desde el
comienzo del proceso (to = 0), entonces el intervalo que reporta el inspector estd dado
(en promedio) por

E[TIN(t)=n] =~ +

Solucién. Si el inspector llega en ¢ y han pasado n buses (o sea condicional a N (t) = n),
podemos expresar T} = t — 5, porque S, es el tiempo de la n-ésima llegada, que
bajo ese condicional es la tltima antes de ¢. Ademés, condicional en que N (t) = n, los
tiempos de llegadas desordenados se distribuyen como n variables iid U(0, t). Entonces,
considerando U; ~ U(0,t) para ¢ < n, independientes, tenemos que .S,, distribuye como
Upy =max{U;: i <n}y

E[T\|N(t) =n] = E[t — max{U; : i <n}]

Consideremos que
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Por lo tanto, la densidad del maximo fmax(+) esta dada por
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Entonces, tenemos que

t

t n /x n—1 n xn-i—l n
it <o) = [0 (2) wm By 0y
[max{ i <n} e x t”n—l—l‘o ]

Por otro lado, ya sabemos que E[T3|N(t) =n| = 1/A. Con esto concluimos que

n t+1— t +1
n+1 A n+1 N

E[T|N(t) = n] = E[T}|N(t) = n] + E[T3|N(t) = n] = t

Concluya que si el tiempo de llegada del inspector es una variable aleatoria de distri-
bucién exponencial de tasa p (independiente de todo), entonces el intervalo de tiempo
que reportard el inspector tiene esperanza



Solucién. Supongamos que el tiempo de llegada X del inspector es X = t. De la parte
anterior, tenemos que
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Finalmente, tenemos que

E[T] = /OOOE[T|X:t]ue‘“tdt
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d) Analice y justifique los casos limite p — 0, p — +00.

Solucién. Cuando p — oo tenemos que P(X > ¢) = e " — 1, es decir, en el limite
X = 0. En este caso el inspector llega en t = 0, por lo que su estimaciéon
1 1 1
lim PIT] = -+ llm —— = —
es correcta.

Por otro lado, cuando p — 0 tenemos que P(X < M) =1— e *M — 0, es decir, en el
limite X — oo. En este caso la estimacion del inspector es

1 1 2
lim E[T] = ~ + lim — = -
n—0

En este caso, la estimacion se puede explicar por que en el largo plazo, el tiempo hasta
que pasa el proximo bus debiese distribuirse igual que el tiempo desde que pasé el bus

pasado. Por lo tanto, en el largo plazo, la distribuciéon 77 es exponencial con tasa A
(sabemos que este es siempre el caso para T5).



