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Auxiliar #1

Probabilidad Condicional e Independencia

Resumen

e Ley de De Morgan:

L (Uz A;)° = ﬂz Af
2. (ﬂz A;)° = Uz Af
e Ley Distributiva:
1. AnN(BUC)=(ANnB)U(ANC)
2. Au(BNC)=(AUB)N(AUCQC)

Axiomas de Probabilidad:
e No-negatividad: P(A) >0, VA C Q
e Normalizacién: P(Q) =1

e Aditividad: Si Aj, Ay, ... disjuntos, P(|J; 4i) = >, P(4;)

Propiedades:

Probabilidad del complemento: P(A¢) =1— P(A)

Probabilidad del Vacio: P()) =0

Monotonia: A C B = P(A) < P(B)

Probabilidad de la resta: P(A\B)= P(A) — P(AN B)

e Principio de inclusién - exclusiéon: P(AU B) = P(A)+ P(B) — P(ANB)

Probabilidad Condicional:

Si A y B son eventos de un mismo espacio muestral. Entonces la probabilidad condicional de A dado
B se define como:

P(ANB)

P(AIB) = =55

,cuando P(B) >0

Independencia:

Dos eventos A y B son independientes si y solo si:

P(AN B) = P(A) - P(B)
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Auxiliar #2
Ley Probabilidades Totales, Regla de Bayes e Independencia Condicional

Resumen

e Probabilidades Totales: Sea Ai, Ao, ...A, una particién de €2, para un evento B € (2 se tiene;
P(B) =>imi P(BNAj) = 327 P(BJA;) - P(A))

P(BNA) _ P(B|A)-P(A)
P(B) —  P(B)

e Teorema de Bayes: P(A|B) =

e Independencia Condicional: Ay B son condicionalmente independientes dado un evento C' (con
P(C) >0)si: P(ANB|C) =P(A|C) - P(B|C)
Recordar que si A y B son condicionalmente independientes dado C, no necesariamente son inde-
pendientes por si solos, tampoco al revés.
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Auxiliar #3

Conteo

Resumen

e Definicién clasica de Probabilidad: Si en un experimento, todos los posibles resultados (elemen-
tos de ) son igualmente probables; entonces, la probabilidad de un evento A C {2 es la cardinalidad
de A dividido por la cardinalidad de Q ( “Casos favorables divididos en casos totales posibles”):

_ Al
€2

P(A)

e Principio de Multiplicacién: Si realizamos r experimentos tales que el k-ésimo experimento tiene
nk posibles resultados; entonces, el nimero de posibles resultados para la secuencia (ordenada) de

T experimentos es:
ny-n2-M3... Ny

e Muestreo Aleatorio: Seleccionar elementos de un conjunto de tal manera que cada elemento
pueda ser escogido con la misma probabilidad.

— Muestreo ordenado con reemplazon-n-n---n

|
S

— Muestreo ordenado sin reemplazo n - (n —1)-(n —2)------ n—k+1)= (=0l

— Muestreo no-ordenado sin reemplazo ( Z ) = ohE
k—1
— ”Muestreo” (conteo) no-ordenado con reemplazo < nt >

e Teorema: El numero de soluciones tales que z; €{0,1,2,...,k}yx1 +z2 + ..z, = k es:

("57)
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Auxiliar #4

Variable Aleatoria Discreta

Resumen

e Variable Aleatoria: Una v.a X es una funcién definida sobre un espacio muestral donde la imagen

son los numeros reales
X:O—=R

e Rango de una Variable Aleatoria: El rango de una v.a. X se denota como Range(X) o Ry,
este indica el set de posibles valores que puede tomar la v.a. X

e Variable Aleatoria Discreta: Es una v.a. que tiene un rango finito o numerable

e Funciéon de Masa de Probabilidad: Sea X una v.a. discreta con rango Rx entonces la PMF de
X se define como la funcién
px(x) = P(X =x)

para todo x € Rx

e Funcién de Distribucion Acumulada: Sea X una v.a. discreta con rango Rx entonces la CDF

de X se define como la funcién
Fx(x) =P(X <x)

para todo x € R
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Auxiliar #5

Variable Aleatoria Discreta (Again :D)

Resumen

Esperanza: La esperanza o valor esperado de una variable aleatoria X, se denota E[X] o p; y es un
promedio ponderado de los valores que pueden tomar x, y los ponderadores son las probabilidades
respectivas asociadas a cada valor

ElX]= Y 2 px(a)

TERX

Esperanza de una funciéon de una variable aleatoria:

Elg(X)] = Y g(z)-px(z)

TERX

Linealidad de la esperanza: Si g(x) = a + bX, con a, b € R, entonces

Ela+bX] = a+ bE[X]

Esperanza de suma de variables aleatorias: Sean X1, Xo, ..., X, con esperanza finita. Entonces

E[Xl + X9+ ...+ Xn] = E[Xl] + E[XQ] + E[Xn]

Varianza de una VA:
Var(X) = E [(X — E[X])?]
Var(X) = E[X?] — E[X]?
Var(aX +b) = a*Var[X]

Desviacién Estandar de una VA:

SD(X) = +/Var(X)

Coeficiente de Variacién:

Distribuciones conocidas:
— Bernoulli: Sea X € {0,1}, P(X=1) = p, P(X=0) = 1-p, E[X] = p y Var(X) = p(1-p)

— Binomial: Sea X ~ bin(n,p), P(X=k) = <n>pk(1 —p)"* E[X] = np, Var[X] = np(1-p)

k



— Hipergeométrica: X ~ Hipergeométrica(N,K;n) con NNK;n € Z,, Kn< N, R, = {maxz{0,n +
K — N}, ...,min{K, N}}, con PMF

()
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Auxiliar #6
V.A. Discreta y Control 1
Resumen

Distribuciones conocidas:

o Geométrica: X ~ Geométrica(p) con p € (0,1), si R, = {1,2,3,...} y su PMF es:

p-(1—p)* 1 siz=1,23,..
px(z) = { (1-7) .
0 si no
con E[X] = % y Var[X] = ¢

e Binomial Negativa: X ~ Binomial Negativa(m,p) con p € (0,1) y m € N \{0}, si Rx = {m,m +
1,m+2,...} y su PMF es:

px(z) = (;;11) pme(1=p)* ™ siz=m,m+1,m+2,..
0 si no

con E[X] = T y Var[X] = m'(;;p)

e Poisson: X ~ Poisson(\) con A > 0, si Rx = {0,1,2,3,...} y su PMF es:

x!

A 4 =0,1,2,3,...
px(z) =

0 si no

con E[X] = Ay Var[X] = A
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Auxiliar #7

Variable Aleatoria Continua

Resumen

e PDF (Probability Density Function): Es la funcién de densidad de una VA continua, se denota
como fx(z).

¢ CDF (Cumulative Distribution Function): Es la probabilidad de que la VA X tome un valor
menor o igual a x, se denota como Fx(x) o P(X < x)

e Una VA X es continua si su CDF Fx(z) es continua para todo z € R

e Ademaés, se cumple que:

Fx@) = [ fxtopts

dFx (z)
dx

= Ix(2)
en todos los x donde la CDF es diferenciable
e Rango: El rango para una VA continua se define como Rx = {z|fx(z) > 0}

e Esperanza:

E[X] = /+OO xfx(x)dx

—00

e Varianza:

+o0
Var(X] = / (x — Elz])? fx (z)dz

—00

e Esperanza de una funcién de V.A. continua: Sea X una variable aleatoria continua con
densidad fx; entonces, podemos calcular la esperanza la variable aleatoria Y = g(X) como:

E(Y) = E(g(X)) = / " g(@) fx(@)de

—0o0

e Teorema de Cambio de Variable (TCV): Si X es una VA continuay g : R — R es una funcién
estrictamente mondtona y derivable; entonces Y = ¢g(X) tiene densidad:

o) = fx (6 W) \;‘;g—%y)\



O, alternativamente, recordando que la derivada de una funcién inversa, cuando esta es derivable,
es de la forma (g_l), (x) = m; entonces:

1

@) =rIx(07'W) ——

™0 )

e Distribuciones conocidas:
— Uniforme: Sea X ~ Ula,b] con a < b, con PDF:
A sizelab
fFr(a) = {b-a el
0 si no

con E[X] = %2 y Var[X] = %

— Exponencial: Sea X ~ Exp(A) con A > 0, con PDF:

fX(x):{)\'e_)\x siz>0

0 si no

con E[X] = 1 y Var[X] = 55

— PDF de una distribucién Normal: Sea X ~ N(u, o), entonces su funcién de densidad es:

fx(@) = oo A con s e B
x(z) = e o con
V20?2 ’
— PDF de una distribucién Gamma: Sea X ~ Gamma(a, A), entonces su funcién de densi-
dad es:

A& a—1_,—\z
fx(z) = %, con z >0
donde T'(z) = [;¥ e 1dt. Con E[X] = § y Var[X] = 3. Cuando o = 1, recuperamos la
exponencial



INGENIERIA INDUSTRIAL
UNIVERSIDAD DE CHILE

Departamento de Ingenieria Civil Industrial
Probabilidades - IN3141

Profesor: Charles Thraves

Aux’s: Leonardo Meneses - Giovanna Gattini

Auxiliar #8

Distribucion Multivariada

Resumen

e Funcién de distribucién acumulada conjunta: Sean X e Y dos v.a., entonces la CDF conjunta
de las dos v.a. se define como

Fxy =P(X <z,Y<y) ;Vz,ycR?

e Funcién de distribucién acumulada marginal: Sean X e Y dos v.a. con CDF conjunta Fxvy,
entonces la funcion de distribucion acumulada marginal de X es

Fx(z) = Fxy(z,+00) = yligloo Fyy(z,y)

e Independencia: Dos variables aleatorias X,Y son independientes si:

ny(l',y) = FX(I‘) . Fy(y);V(:E,y) € Rx X Ry

e Funcién de masa de probabilidad conjunta: Sean X, Y variables aleatorias discretas con rangos
Rx, Ry, la PMF conjunta de las variables X, Y se define como:

pxy(z,y) =P(X =2,Y =y) ;V(z,y) € Rxy

e Funcién de masa de probabilidad marginal: Sean X e Y dos v.a. discretas con PMF conjunta
pxy(z,y), la funcién de masa de probabilidad marginal de X es

px(z) = Y pxv(z,y)
yERy

e Funcién de masa de probabilidad condicional (sobre un evento): Sea X una variable
aleatoria discreta y A un evento tal que P(A) > 0. La PMF de X dado A se define como:

P(X =uz,4)

e Funcién de masa de probabilidad condicional (sobre otra variable): Sean X,Y variables
aleatorias discretas. La PMF condicional de X dado Y=y se define como:

pXY(‘T;:y)

Y si son independientes, entonces:

pxy (2,y) = pe() - py(y)

pxy (zly) = px () VY(z,y) € R?
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Auxiliar #9
Distribucion Multivariada 11
Resumen

e Variables conjuntamente continuas y PDF: Dos VA X e Y son conjuntamente continuas si
existes una funcion fxy : R? — R, tal que para todo conjunto A C R?,

P(X,Y)e A) = //Afxy(x,y)da:dy

Esta se denomina funcién de densidad de probabilidad conjunta (PDF conjunta). Se cumple
que:

2

0xdy

fxy(z,y) = Fxy(z,y) Y(z,y) € R?

Fxy es la CDF conjunta y es diferenciable.

e Funcién de densidad de probabilidad marginal (PDF Marginal):

fx() = / " Fev(@,y)dy

e Funcién de densidad de probabilidad condicional (sobre un evento): Sea X una variable
aleatoria continua y A un evento tal que P(A) > 0. La PDF de X dado A se define como:

0 fx(x)
fxjalz) = —P(X =X <z|X € A) = g(XeA)

si r €A
ox

~

e Funcién de densidad de probabilidad condicional (sobre otra variable): Sean X,Y vari-
ables aleatorias continuas. La PDF de X dado Y se define como:

Fxy (aly) = W i€ Ry,y € Ry

e Independencia: Dos v.a X,Y conjuntamente continuas son independientes ssi:

fxy(@y) = fx (@) fr(y) Y(z,y) € R?

Y si son independientes, entonces:

fxy(wly) = fx(z) Y(x,y) € R?



e Esperanza de Funcién Multivariada:

— Si tenemos una funcién g : R® — R y n V.A. continuas Xj,...,X,, con funcién densidad
conjunta fx1,.. x,, se define la esperanza de esta funcién de V.A. como:

IE[g(Xl,...,Xn)]:/ 9( X1, X)) fxoxa (@, xn)dey, L day,

— Si tenemos una funcién g : R™ — R y n V.A. discretas Xi,..., X, con funcién de masa de
probabilidad conjunta pxi... x,, se define la esperanza de esta funcién de V.A. como:

Elg(X1,..., X)) = D 9(X1,.... Xn)px,,.x, (21, ., 2n)

Independencia: Si X, Y son v.a independientes entonces: E[XY] = E[X|E[Y]
e Covarianza: Sean X e Y v.a, se define su covarianza como:

Cov(X,Y) = E[(X - E[X]) - (Y - E[Y])]
= E[XY] - E[X]-E[Y]

Correlacion: Sean X e Y v.a, se define su correlacién como:

- B Cov(X,Y)
pxy = Corr(X,Y) = VVar(X)Var(Y)

Notar que pxy € [0,1]

Varianza de suma de V.A.: Sean X1,..., X, v.a., entonces la varianza de la variable X =}, X
es igual a:

N N N N i—1

N
Var(z X;) = Z Z Cov(X;, X;) = Z Var(X;) + Z Z 2. Cov(X;, Xj)
i=1

i=1 i=1 j=1 i=1 j=1

Funcién de V.A.: Sean Xi,..., Xy v.a. continuas. Dada una funcién g : R™ — R" diferenciable
e invertible. La funcién densidad conjunta del vector (Y1,...,Y,) = ¢g(X1,...,X,) viene dada por
(donde Y7, ..., Yy son continuas):

1

p— _1 = ./ - N
le,...,Yn (yh B ayn) - le,...,Xn (g (yla s ’yn))det(Jg)

Recordando la forma del Jacobiano:

991 991

oz T Oxn
Jg=1: :

8971 agn
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Auxiliar #10

Distribucién Multivariada I1I y Funcién Generadora de Momentos

Resumen

e Distribucién Multinomial: Las variables X1, X, ..., X} siguen una distribucién Multinomial(N,q1, q2, ..., qx)
si Zle g¢; = 1 y su PMF conjunta esta dada por:

N X

1,72 Lk

le,XQ,..,,Xk = ( Q1 QZ Qk;
L1y L2y ooy Ty

para x1, ..., x) tales que Zle z; =N

e Normal Multivariada: Si Z = (Z1, Za,..., Zx) es un vector de v.a. independientes, todas Nor-
mal(0,1) y € R™, A € R™*_ entonces decimos que el vector X = (X1, ..., X;n) = AZ + p1 es una
Normal Multivariada de parametros 1, ¥ = AAT. Esto lo denotamos como X ~ N (u, )

X = (X1,..., Xg) ~ Normal(u,X) siy solo si tiene PDF conjunta dada por:

1 1 _
fx(z1,...,z) = W - exp <—2(x — e Yz - ,u))

e N-ésimo momento de una v.a. X:
E[X"] :/ " fx(z)dx
Rx
e N-ésimo momento central de una v.a. X:

E[(X — E[X])"] = /R (z — E[X])" - fx()dx

e Funcién generadora de momentos de una v.a. X:

MX (S) = E[eSX]

e Teorema importante: Sean X, Y dos variables aleatorias tales que dc > 0, tal que las FGM de
ambas v.a. coinciden para todo valor s € [—c, c] (Mx(s) = My (s)), entonces:

Fx(t) = Fy(t) Yt e R

e Propiedad I: Si X es una v.a. tal que existe su FGM para un ¢ > 0, entonces:

Mx(s) = ZE[X’C]H
k=0



Propiedad II: Sea X variable aleatoria y existe su FGM, se tiene entonces para todo s € (—c,c):

8" M (s)

E[X"] = os™

s=0

Propiedad III: Si Xy, ..., Xy son v.a. independientes, entonces:

My, 1ctxy (8) = Mo, (5) - - Mixy (s)

Funcién generadora de momentos de un vector aleatorio: Sea X = (X1, Xo,..., X;;)T un
vector aleatorio, su FGM estd dada por:
Mx(s) = ]E[eSTX] donde s € RY
Funcion caracteristica de una v.a. X:
¢(s) = B[]
Propiedad: Si Xy, ..., Xy son v.a. independientes, entonces:
¢X1+...+XN (w) = ¢X1 (w) Tt d)XN (w)
Distribution M(s) P(w)
Binomial (n, p) (pe* +1—p)" (pe' +1— p)n
Poisson (1) er(e’—1) eA(e'“-1)
o e’ Eiw
Geometrica(p) P e P ,
1—-(1-pe 1—(1—plew
. ‘ . e’ n plw n
BinomialNegativa(n, p) ( P L4 .
1-(1-pe’ 1—(1—pew
bs as ibew faw
- e —e e — e
Uniform|a, b —_— :
s(b—a) lw(b — a)
: A
Exponential (1) s| < A _—
A—s A—iw
. 2 2 2,2
Normal (g, 0?) R IO~
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Auxiliar #11

Suma de v.a., esperanza y varianza condicional

Resumen

e Convolucion Discreta:

Si X1 y X9 son dos VA discretas independientes, la PMF de Y = X; + X, esta dada por:

py(y) = D pxi(y—w2) - pxy(2)

z2€RX,

= Y px, (@) px,(y — 21)

T1€ERX,

e Convolucién Continua:

Si X1 y X9 son dos VA continuas independientes, la PDF de Y = X; 4+ X5 estd dada por:

fr(y) = /OO Ix,(y — x2) fx, (x2)dxo

o0
:/ Ix(#1) x5 (y — 1) day
Y se denota como:

fr(y) = (fxy * [x:)(y)

e Sumas de VA independientes:
— Poisson(\1)+Poisson(\y) = Poisson(A\; + \2)
— Binomial(n, p) + Binomial(m,p) = Binomial(n + m, p)

Gamma(s, \) + Gamma(t,\) = Gamma(s + ¢, \)

— Exponencial(\) + Exponencial(A\) = Gamma(2, \)
— Normal(p1,03) + Normal(ug, 03) = Normal(py + p2, 07 + 03)

e Probabilidad condicional:

- Caso continuo: Sea X e Y dos v.a’s conjuntamente discretas, la funciéon de densidad de X

condicional a Y:

_ fxy(z,y)

- Caso discreto: Sea X e Y dos v.a’s conjuntamente discretas, la PMF de X condicional a Y:

_ pxy(z,y)



e Esperanza condicional:

- Caso continuo:
+oo

BIX|Y =)= [ " fuy(e | p)is

—0o0

- Caso discreto:
EX|Y =y| = Z $'PX|Y(33 |y)

rERx

Propiedad I: Sean X e Y v.a. independientes, entonces
E[X|Y] = E[X]
- Propiedad II: Sean X e Y v.a. independientes, y sea una funcién g(X), entonces
Elg(X)[Y] = E[g(X)]
e Ley de Esperanza Total:

E[X] = Ey[Ex[X | Y]]

E[X]= ) E[X]Y =y] pv(y)
yERy

+00
E[X] = / EIX|Y = 4] - fy (y)dy

— 00
e Varianza Condicional:

VarlX | Y =y| = E[(X - E[X |Y =y])? |V =y] =E[X?|Y =y] - E[X|Y =y]?

e Ley de Varianza Total:

Var(X) = Ey[Varx(X | Y)] + Vary(Ex[X | Y])

e Condicionando sobre un evento:

1. Esperanza: Sea la v.a. X, y el evento A tal que P(A) > 0, entonces la esperanza condi-
cional de la v.a. X con respecto al evento A es:

+o0
BIXIA) = [ o Faa(a)do
Sea ademas la funcién g(X), entonces:
400
Blg(0)|4) = [ g(o)- Fxpalo)do

—00

2. Varianza: Sea la v.a. X,y el evento A tal que P(A) > 0, entonces la varianza condicional
de la v.a. X con respecto al evento A es:

Var[X|A] = E[X?|A] — E[X|A)?
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Auxiliar #12

Desigualdades y Convergencia

Resumen

e Desigualdad de Markov: Sea X una v.a. que toma valores no negativos. Para todo real a > 0
se cumple que:

E[X]

a

P(X >a) <

e Desigualdad de Chebyshev: Sea X una v.a. con esperanza y y varianza o2 < co. Para cualquier
valor k£ > 0 se cumple que:
o2

POX - 2 k) < 7

e Cota de la Unién (desigualdad de Boole): Para cualquier secuencia de eventos A, ..., A, se
cumple que:

P (U Ai> <> P(A)
i=1 i=1
e Desigualdad de Jensen: Sea X una v.a. y f: R — R una funcién:

— Si f es convexa, entonces f(E[X]) < E[f(X)].
— Si f es céncava, entonces f(E[X]| > E[f(X)]

e Desigualdad de Cauchy-Schwarz: Para todo par de v.a. X,Y se cumple que:

|E[XY]| < VE[X?]E[Y?]

e Convergencia en distribuciéon
La secuencia de VA X,,, donde n € N, converge en distribucién a la VA X, ie. X, LN X, si:

lim Fx, (x)=Fx(x), Ve eR

n—-+00

donde Fx(z) es continua.



Teorema: Sea la secuencia de v.a. discretas X, no negativas definidas en los enteros, i.e,

Rx c{0,1,2,...} ,Rx, C{0,1,2,...}

para todon =1,2,3,.... Entonces X, LN X, siy solo si:
li =
Jm px, () = px(2)

Convergencia en probabilidad
La secuencia de VA X,,, donde n € N, converge en probabilidad a la VA X, ie. X, END'S , Si:

lim P(|X,—X|>e)=0, Ve>0

n—-+00

Teorema de Convergencia en Probabilidad y Distribucion:
Si X, LN X, entonces X, i> X.

Convergencia casi segura

La secuencia de VA X,,, donde n € N, definida sobre el mismo espacio muestral 2 y funcién de
probabilidad P, converge casi seguramente a la VA X (definida sobre el mismo espacio muestral

Q) y funcion de probabilidad P), i.e. X, o5, X, si:
Plwe: lim X,(w)=X(w)}) =1
n—-+00
También se puede denotar como:
P(lim X,=X)=1

n—-+o0o

Teorema de Convergencia Casi Segura y en Probabilidad:
Si X, o5, X, entonces X, LD

Teorema de Convergencias:

Sea h una funcién continua, entonces:

Si X, 4 X, entonces h(X,,) 4,
Si X, & X, entonces h(X,) %
Si X, <25 X, entonces h(Xy) N h(X)

Promedio de v.a. iid: Sean X;, Xy, ..., X,, v.a. iid con esperanza y varianza finita, i.e., E[X;] =
p<ooyVar[X;] = 0% <

Sea X = XitXotetXn ontonces E[X] = p, Var(X) = %2



e Ley Débil de los Grandes Numeros

Sea X1, X, ..., X;, VAs i.i.d con E[X;] = u < oo, entonces Ve > 0, X 2 1 0 equivalentemente:
lim P(|X —pu| >¢€) =0
n—oo
e Ley Fuerte de los Grandes Numeros
Sea X1, Xo, ..., X;, VAs i.i.d con E[X;] = p < 0o, entonces, X SN 1, 0 equivalentemente:

P({weQ: lim X(w)zu})zl

n—-+o0o

e Teorema Central del Limite

Sean X1, Xo, ..., X,, VA i.i.d. con esperanza y varianza finita, i.e. E[X;] =p < ooy Var[X;] = 0% <
00, entonces:

_Xf,u_X1+...+ann-,u
o/vn Vn-o

Converge en distribucion a una distribucién Normal estandar cuando n — +oo, es decir,

Zn

lim P(Z,)=®(z), Vz€R

n—-+4o0o



