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Auxiliar #1
Probabilidad Condicional e Independencia

Resumen

• Ley de De Morgan:

1. (
⋃

iAi)
c =

⋂
iA

c
i

2. (
⋂

iAi)
c =

⋃
iA

c
i

• Ley Distributiva:

1. A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C)

2. A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C)

Axiomas de Probabilidad:

• No-negatividad: P (A) ≥ 0, ∀A ⊂ Ω

• Normalización: P (Ω) = 1

• Aditividad: Si A1, A2, ... disjuntos, P (
⋃

iAi) =
∑

i P (Ai)

Propiedades:

• Probabilidad del complemento: P (Ac) = 1− P (A)

• Probabilidad del Vaćıo: P (∅) = 0

• Monotońıa: A ⊆ B ⇒ P (A) ≤ P (B)

• Probabilidad de la resta: P(A\B)= P (A)− P (A ∩B)

• Principio de inclusión - exclusión: P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B)

Probabilidad Condicional:

Si A y B son eventos de un mismo espacio muestral. Entonces la probabilidad condicional de A dado
B se define como:

P (A|B) =
P (A ∩B)

P (B)
, cuando P (B) > 0

Independencia:

Dos eventos A y B son independientes si y solo si:

P (A ∩B) = P (A) · P (B)
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Auxiliar #2
Ley Probabilidades Totales, Regla de Bayes e Independencia Condicional

Resumen

• Probabilidades Totales: Sea A1, A2, ...An una partición de Ω, para un evento B ∈ Ω se tiene;
P(B) =

∑n
i=1 P(B ∩Ai) =

∑n
i=1 P(B|Ai) · P(Ai)

• Teorema de Bayes: P(A|B) = P(B∩A)
P(B) = P(B|A)·P(A)

P(B)

• Independencia Condicional: A y B son condicionalmente independientes dado un evento C (con
P (C) > 0) si: P(A ∩B|C) = P(A|C) · P(B|C)
Recordar que si A y B son condicionalmente independientes dado C, no necesariamente son inde-
pendientes por si solos, tampoco al revés.
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Auxiliar #3
Conteo

Resumen

• Definición clásica de Probabilidad: Si en un experimento, todos los posibles resultados (elemen-
tos de Ω) son igualmente probables; entonces, la probabilidad de un evento A ⊂ Ω es la cardinalidad
de A dividido por la cardinalidad de Ω (“Casos favorables divididos en casos totales posibles”):

P(A) =
|A|
|Ω|

• Principio de Multiplicación: Si realizamos r experimentos tales que el k-ésimo experimento tiene
nk posibles resultados; entonces, el número de posibles resultados para la secuencia (ordenada) de
r experimentos es:

n1 · n2 · n3 . . . · nr

• Muestreo Aleatorio: Seleccionar elementos de un conjunto de tal manera que cada elemento
pueda ser escogido con la misma probabilidad.

– Muestreo ordenado con reemplazo n · n · n · · ·n = nk

– Muestreo ordenado sin reemplazo n · (n− 1) · (n− 2) · · · · · · (n− k + 1) = n!
(n−k)!

– Muestreo no-ordenado sin reemplazo

(
n
k

)
= n!

(n−k)!k!

– ”Muestreo” (conteo) no-ordenado con reemplazo

(
n + k − 1

k

)
• Teorema: El numero de soluciones tales que xi ∈{0, 1, 2, ..., k} y x1 + x2 + ...xn = k es:(

n + k − 1
k

)
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Auxiliar #4
Variable Aleatoria Discreta

Resumen

• Variable Aleatoria: Una v.a X es una función definida sobre un espacio muestral donde la imagen
son los números reales

X : Ω→ R

• Rango de una Variable Aleatoria: El rango de una v.a. X se denota como Range(X) o RX ,
este indica el set de posibles valores que puede tomar la v.a. X

• Variable Aleatoria Discreta: Es una v.a. que tiene un rango finito o numerable

• Función de Masa de Probabilidad: Sea X una v.a. discreta con rango RX entonces la PMF de
X se define como la función

pX(x) = P (X = x)

para todo x ∈RX

• Función de Distribución Acumulada: Sea X una v.a. discreta con rango RX entonces la CDF
de X se define como la función

FX(x) = P (X ≤ x)

para todo x ∈ R
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Auxiliar #5
Variable Aleatoria Discreta (Again :D)

Resumen

• Esperanza: La esperanza o valor esperado de una variable aleatoria X, se denota E[X] o µx y es un
promedio ponderado de los valores que pueden tomar x, y los ponderadores son las probabilidades
respectivas asociadas a cada valor

E[X] =
∑

x∈RX

x · pX(x)

• Esperanza de una función de una variable aleatoria:

E[g(X)] =
∑

x∈RX

g(x) · pX(x)

• Linealidad de la esperanza: Si g(x) = a + bX, con a, b ∈ R, entonces

E[a+ bX] = a+ bE[X]

• Esperanza de suma de variables aleatorias: Sean X1, X2, ..., Xn con esperanza finita. Entonces

E[X1 +X2 + ...+Xn] = E[X1] + E[X2] + ...E[Xn]

• Varianza de una VA:
Var(X) = E

[
(X − E[X])2

]
V ar(X) = E[X2]− E[X]2

V ar(aX + b) = a2V ar[X]

• Desviación Estándar de una VA:
SD(X) =

√
Var(X)

• Coeficiente de Variación:

CV (X) =

√
V ar(X)

E[X]

• Distribuciones conocidas:

– Bernoulli: Sea X ∈ {0, 1}, P(X=1) = p, P(X=0) = 1-p, E[X] = p y Var(X) = p(1-p)

– Binomial: Sea X ∼ bin(n, p), P(X=k) =

(
n

k

)
pk(1− p)n−k, E[X] = np, Var[X] = np(1-p)
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– Hipergeométrica: X ∼ Hipergeométrica(N,K,n) con N,K,n ∈ Z+, K,n≤ N, Rx = {max{0, n+
K −N}, ...,min{K,N}}, con PMF

PX(k) =

(
K

k

)(
N − k
n− k

)
(
N

n

)
con E[X] = nK

N y Var[X] = nK
N

(N−K)
N

N−n
N−1
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Auxiliar #6
V.A. Discreta y Control 1

Resumen

Distribuciones conocidas:

• Geométrica: X ∼ Geométrica(p) con p ∈ (0,1), si Rx = {1, 2, 3, ...} y su PMF es:

pX(x) =

{
p · (1− p)x−1 si x = 1, 2, 3, ...

0 si no

con E[X] = 1
p y Var[X] = 1−p

p2

• Binomial Negativa: X ∼ Binomial Negativa(m,p) con p ∈ (0,1) y m ∈ N \{0}, si RX = {m,m +
1,m+ 2, ...} y su PMF es:

pX(x) =

{(
x−1
m−1

)
· pm · (1− p)x−m si x = m,m+ 1,m+ 2, ...

0 si no

con E[X] = m
p y Var[X] = m·(1−p)

p2

• Poisson: X ∼ Poisson(λ) con λ > 0, si RX = {0, 1, 2, 3, ...} y su PMF es:

pX(x) =

{
λx·e−λ
x! si x = 0, 1, 2, 3, ...

0 si no

con E[X] = λ y Var[X] = λ
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Auxiliar #7
Variable Aleatoria Continua

Resumen

• PDF (Probability Density Function): Es la función de densidad de una VA continua, se denota
como fX(x).

• CDF (Cumulative Distribution Function): Es la probabilidad de que la VA X tome un valor
menor o igual a x, se denota como FX(x) o P (X ≤ x)

• Una VA X es continua si su CDF FX(x) es continua para todo x ∈ R

• Además, se cumple que:

FX(x) =

∫ x

−∞
fX(x)dx

y

dFX(x)

dx
= fX(x)

en todos los x donde la CDF es diferenciable

• Rango: El rango para una VA continua se define como RX = {x|fX(x) > 0}

• Esperanza:

E[X] =

∫ +∞

−∞
xfX(x)dx

• Varianza:

V ar[X] =

∫ +∞

−∞
(x− E[x])2fX(x)dx

• Esperanza de una función de V.A. continua: Sea X una variable aleatoria continua con
densidad fX ; entonces, podemos calcular la esperanza la variable aleatoria Y = g(X) como:

E(Y ) = E(g(X)) =

∫ ∞
−∞

g(x)fX(x)dx

• Teorema de Cambio de Variable (TCV): Si X es una VA continua y g : R→ R es una función
estrictamente monótona y derivable; entonces Y = g(X) tiene densidad:

fY (y) = fX
(
g−1(y)

) ∣∣∣∣ ddyg−1(y)

∣∣∣∣
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O, alternativamente, recordando que la derivada de una función inversa, cuando esta es derivable,
es de la forma

(
g−1
)′

(x) = 1
g′(g−1(x))

; entonces:

fY (y) = fX
(
g−1(y)

)
· 1

|g′ (g−1(y))|

• Distribuciones conocidas:

– Uniforme: Sea X ∼ U [a, b] con a < b, con PDF:

fX(x) =

{
1
b−a si x ∈ [a, b]

0 si no

con E[X] = b+a
2 y Var[X] = (b−a)2

12

– Exponencial: Sea X ∼ Exp(λ) con λ > 0, con PDF:

fX(x) =

{
λ · e−λx si x > 0

0 si no

con E[X] = 1
λ y Var[X] = 1

λ2

– PDF de una distribución Normal: Sea X ∼ N(µ, σ), entonces su función de densidad es:

fX(x) =
1√

2πσ2
e−

1
2

(x−µ)2

σ2 , con x ∈ R

– PDF de una distribución Gamma: Sea X ∼ Gamma(α, λ), entonces su función de densi-
dad es:

fX(x) =
λαxα−1e−λx

Γ(α)
, con x > 0

donde Γ(z) =
∫∞
0 e−ttz−1dt. Con E[X] = α

λ y Var[X] = α
λ2

. Cuando α = 1, recuperamos la
exponencial
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Auxiliar #8
Distribución Multivariada

Resumen

• Función de distribución acumulada conjunta: Sean X e Y dos v.a., entonces la CDF conjunta
de las dos v.a. se define como

FXY = P (X ≤ x, Y ≤ y) ; ∀x, y ∈ R2

• Función de distribución acumulada marginal: Sean X e Y dos v.a. con CDF conjunta FXY ,
entonces la funcion de distribucion acumulada marginal de X es

FX(x) = FXY (x,+∞) = lim
y→+∞

FXY (x, y)

• Independencia: Dos variables aleatorias X,Y son independientes si:

FXY (x, y) = FX(x) · FY (y);∀(x, y) ∈ RX ×RY

• Función de masa de probabilidad conjunta: Sean X,Y variables aleatorias discretas con rangos
RX , RY , la PMF conjunta de las variables X,Y se define como:

pXY (x, y) = P (X = x, Y = y) ; ∀(x, y) ∈ RXY

• Función de masa de probabilidad marginal: Sean X e Y dos v.a. discretas con PMF conjunta
pXY (x, y), la función de masa de probabilidad marginal de X es

pX(x) =
∑
y∈RY

pXY (x, y)

• Función de masa de probabilidad condicional (sobre un evento): Sea X una variable
aleatoria discreta y A un evento tal que P (A) > 0. La PMF de X dado A se define como:

pX|A(x) = P (X = x|A) =
P (X = x,A)

P (A)

• Función de masa de probabilidad condicional (sobre otra variable): Sean X,Y variables
aleatorias discretas. La PMF condicional de X dado Y=y se define como:

pX|Y (x|y) =
pXY (x, y)

py(y)

Y si son independientes, entonces:

pXY (x, y) = px(x) · py(y)

pX|Y (x|y) = pX(x) ∀(x, y) ∈ R2
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Auxiliar #9
Distribución Multivariada II

Resumen

• Variables conjuntamente continuas y PDF: Dos VA X e Y son conjuntamente continuas si
existes una funcion fXY : R2 → R+ tal que para todo conjunto A ⊆ R2,

P ((X,Y ) ∈ A) =

∫ ∫
A
fXY (x, y)dxdy

Esta se denomina función de densidad de probabilidad conjunta (PDF conjunta). Se cumple
que:

fXY (x, y) =
∂2

∂x∂y
FXY (x, y) ∀(x, y) ∈ R2

FXY es la CDF conjunta y es diferenciable.

• Función de densidad de probabilidad marginal (PDF Marginal):

fX(x) =

∫ ∞
−∞

fXY (x, y)dy

• Función de densidad de probabilidad condicional (sobre un evento): Sea X una variable
aleatoria continua y A un evento tal que P (A) > 0. La PDF de X dado A se define como:

fX|A(x) =
∂

∂x
P (X = X ≤ x|X ∈ A) =

{
fX(x)

P (X∈A) si x ∈ A
0 ∼

• Función de densidad de probabilidad condicional (sobre otra variable): Sean X,Y vari-
ables aleatorias continuas. La PDF de X dado Y se define como:

fX|Y (x|y) =
fXY (x, y)

fy(y)
; ∀x ∈ RX , y ∈ RY

• Independencia: Dos v.a X,Y conjuntamente continuas son independientes ssi:

fXY (x, y) = fX(x) · fY (y) ∀(x, y) ∈ R2

Y si son independientes, entonces:

fX|Y (x|y) = fX(x) ∀(x, y) ∈ R2

Auxiliar #9 - 15/04/2021 1



• Esperanza de Función Multivariada:

– Si tenemos una función g : Rn → R y n V.A. continuas X1, . . . , Xn con función densidad
conjunta fX1,...,Xn , se define la esperanza de esta función de V.A. como:

E[g(X1, . . . , Xn)] =

∫
Rn

g(X1, . . . , Xn)fX1,...,Xn(x1, . . . , xn)dx1, . . . , dxn

– Si tenemos una función g : Rn → R y n V.A. discretas X1, . . . , Xn con función de masa de
probabilidad conjunta pX1,...,Xn , se define la esperanza de esta función de V.A. como:

E[g(X1, . . . , Xn)] =
∑

RX1,...,Xn

g(X1, . . . , Xn)pX1,...,Xn(x1, . . . , xn)

• Independencia: Si X, Y son v.a independientes entonces: E[XY ] = E[X]E[Y ]

• Covarianza: Sean X e Y v.a, se define su covarianza como:

Cov(X,Y ) = E[(X − E[X]) · (Y − E[Y ])]

= E[XY ]− E[X] · E[Y ]

• Correlación: Sean X e Y v.a, se define su correlación como:

ρX,Y = Corr(X,Y ) =
Cov(X,Y )√
V ar(X)V ar(Y )

Notar que ρX,Y ∈ [0, 1]

• Varianza de suma de V.A.: Sean X1, . . . , Xn v.a., entonces la varianza de la variable X =
∑

iXi

es igual a:

V ar(
N∑
i=1

Xi) =
N∑
i=1

N∑
j=1

Cov(Xi, Xj) =
N∑
i=1

V ar(Xi) +
N∑
i=1

i−1∑
j=1

2 · Cov(Xi, Xj)

• Función de V.A.: Sean X1, ..., XN v.a. continuas. Dada una función g : Rn → Rn diferenciable
e invertible. La función densidad conjunta del vector (Y1, . . . , Yn) = g(X1, . . . , Xn) viene dada por
(donde Y1, ..., YN son continuas):

fY1,...,Yn(y1, . . . , yn) = fX1,...,Xn(g−1(y1, . . . , yn))
1

det(Jg)

Recordando la forma del Jacobiano:

Jg =


∂g1
∂x1

. . . ∂g1
∂xn

...
. . .

...
∂gn
∂x1

. . . ∂gn
∂xn
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Auxiliar #10
Distribución Multivariada III y Función Generadora de Momentos

Resumen

• Distribución Multinomial: Las variablesX1, X2, ..., Xk siguen una distribuciónMultinomial(N, q1, q2, ..., qk)
si
∑k

i=1 qi = 1 y su PMF conjunta esta dada por:

pX1,X2,...,Xk
=

(
N

x1, x2, ..., xk

)
qx1
1 q

x2
2 ...q

xk
k

para x1, ..., xk tales que
∑k

i=1 xi = N

• Normal Multivariada: Si Z = (Z1, Z2, ..., Zk) es un vector de v.a. independientes, todas Nor-
mal(0,1) y µ ∈ Rm, A ∈ Rmxk, entonces decimos que el vector X = (X1, ..., Xm) = AZ + µ es una
Normal Multivariada de parametros µ,Σ = AAT . Esto lo denotamos como X ∼ N (µ,Σ)

X = (X1, ..., Xk) ∼ Normal(µ,Σ) si y solo si tiene PDF conjunta dada por:

fX(x1, ..., xk) =
1√

(2π)k|Σ|
· exp

(
−1

2
(x− µ)TΣ−1(x− µ)

)
• N-ésimo momento de una v.a. X:

E[Xn] =

∫
RX

xn · fX(x)dx

• N-ésimo momento central de una v.a. X:

E[(X − E[X])n] =

∫
RX

(x− E[X])n · fX(x)dx

• Función generadora de momentos de una v.a. X:

MX(s) = E[esX ]

• Teorema importante: Sean X, Y dos variables aleatorias tales que ∃c > 0, tal que las FGM de
ambas v.a. coinciden para todo valor s ∈ [−c, c] (MX(s) = MY (s)), entonces:

FX(t) = FY (t) ∀t ∈ R

• Propiedad I: Si X es una v.a. tal que existe su FGM para un c > 0, entonces:

MX(s) =
∞∑
k=0

E[Xk]
sk

k!
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• Propiedad II: Sea X variable aleatoria y existe su FGM, se tiene entonces para todo s ∈ (−c, c):

E[Xn] =
∂nMX(s)

∂sn

∣∣∣∣
s=0

• Propiedad III: Si X1, ..., XN son v.a. independientes, entonces:

MX1+...+XN
(s) = MX1(s) · ... ·MXN

(s)

• Función generadora de momentos de un vector aleatorio: Sea X = (X1, X2, ..., Xn)T un
vector aleatorio, su FGM está dada por:

MX(s) = E[es
TX ] donde s ∈ RN

• Función caracteŕıstica de una v.a. X:

φ(s) = E[eiωX ]

• Propiedad: Si X1, ..., XN son v.a. independientes, entonces:

φX1+...+XN
(ω) = φX1(ω) · ... · φXN

(ω)
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Probabilidades - IN3141
Profesor: Charles Thraves
Aux’s: Leonardo Meneses - Giovanna Gattini

INGENIERIA INDUSTRIAL

UNIVERSIDAD DE CHILE

Auxiliar #11
Suma de v.a., esperanza y varianza condicional

Resumen

• Convolución Discreta:

Si X1 y X2 son dos VA discretas independientes, la PMF de Y = X1 +X2 está dada por:

pY (y) =
∑

x2∈RX2

pX1(y − x2) · pX2(x2)

=
∑

x1∈RX1

pX1(x1) · pX2(y − x1)

• Convolución Continua:

Si X1 y X2 son dos VA continuas independientes, la PDF de Y = X1 +X2 está dada por:

fY (y) =

∫ ∞
−∞

fX1(y − x2)fX2(x2)dx2

=

∫ ∞
−∞

fX1(x1)fX2(y − x1)dx1

Y se denota como:

fY (y) = (fX1 ∗ fX2)(y)

• Sumas de VA independientes:

– Poisson(λ1)+Poisson(λ2) = Poisson(λ1 + λ2)

– Binomial(n, p) + Binomial(m, p) = Binomial(n+m, p)

– Gamma(s, λ) + Gamma(t, λ) = Gamma(s+ t, λ)

– Exponencial(λ) + Exponencial(λ) = Gamma(2, λ)

– Normal(µ1, σ
2
1) + Normal(µ2, σ

2
2) = Normal(µ1 + µ2, σ

2
1 + σ22)

• Probabilidad condicional:

- Caso continuo: Sea X e Y dos v.a’s conjuntamente discretas, la función de densidad de X
condicional a Y :

fX|Y (x | y) =
fXY (x, y)

fY (y)

- Caso discreto: Sea X e Y dos v.a’s conjuntamente discretas, la PMF de X condicional a Y :

pX|Y (x | y) =
pXY (x, y)

pY (y)
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• Esperanza condicional:

- Caso continuo:

E[X | Y = y] =

∫ +∞

−∞
x · fX|Y (x | y)dx

- Caso discreto:
E[X | Y = y] =

∑
x∈RX

x · pX|Y (x | y)

- Propiedad I: Sean X e Y v.a. independientes, entonces

E[X|Y ] = E[X]

- Propiedad II: Sean X e Y v.a. independientes, y sea una función g(X), entonces

E[g(X)|Y ] = E[g(X)]

• Ley de Esperanza Total:

E[X] = EY [EX [X | Y ]]

E[X] =
∑
y∈RY

E[X|Y = y] · pY (y)

E[X] =

∫ +∞

−∞
E[X|Y = y] · fY (y)dy

• Varianza Condicional:

Var[X | Y = y] = E
[
(X − E[X | Y = y])2 | Y = y

]
= E

[
X2 | Y = y

]
− E[X | Y = y]2

• Ley de Varianza Total:

Var(X) = EY [VarX(X | Y )] + VarY(EX [X | Y ])

• Condicionando sobre un evento:

1. Esperanza: Sea la v.a. X, y el evento A tal que P (A) > 0, entonces la esperanza condi-
cional de la v.a. X con respecto al evento A es:

E[X|A] =

∫ +∞

−∞
x · fX|A(x)dx

Sea además la función g(X), entonces:

E[g(X)|A] =

∫ +∞

−∞
g(x) · fX|A(x)dx

2. Varianza: Sea la v.a. X, y el evento A tal que P (A) > 0, entonces la varianza condicional
de la v.a. X con respecto al evento A es:

V ar[X|A] = E[X2|A]− E[X|A]2
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Desigualdades y Convergencia

Resumen

• Desigualdad de Markov: Sea X una v.a. que toma valores no negativos. Para todo real a > 0
se cumple que:

P(X ≥ a) ≤ E[X]

a

• Desigualdad de Chebyshev: Sea X una v.a. con esperanza µ y varianza σ2 <∞. Para cualquier
valor k > 0 se cumple que:

P(|X − µ| ≥ k) ≤ σ2

k2

• Cota de la Unión (desigualdad de Boole): Para cualquier secuencia de eventos A1, ..., An se
cumple que:

P

(
n⋃
i=1

Ai

)
≤

n∑
i=1

P(Ai)

• Desigualdad de Jensen: Sea X una v.a. y f : R→ R una función:

– Si f es convexa, entonces f(E[X]) ≤ E[f(X)].

– Si f es cóncava, entonces f(E[X] ≥ E[f(X)]

• Desigualdad de Cauchy-Schwarz: Para todo par de v.a. X,Y se cumple que:

|E[XY ]| ≤
√
E[X2]E[Y 2]

• Convergencia en distribución

La secuencia de VA Xn, donde n ∈ N, converge en distribución a la VA X, i.e. Xn
d−→ X, si:

lim
n→+∞

FXn(x) = FX(x), ∀x ∈ R

donde FX(x) es continua.
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• Teorema: Sea la secuencia de v.a. discretas Xn no negativas definidas en los enteros, i.e,

RX ⊂ { 0, 1, 2, ...} , RXn ⊂ { 0, 1, 2, ...}

para todo n = 1, 2, 3, .... Entonces Xn
d−→ X, si y solo si:

lim
n→+∞

pXn(x) = pX(x)

• Convergencia en probabilidad

La secuencia de VA Xn, donde n ∈ N, converge en probabilidad a la VA X, i.e. Xn
p−→ X, si:

lim
n→+∞

P (|Xn −X| ≥ ε) = 0, ∀ε > 0

• Teorema de Convergencia en Probabilidad y Distribución:

Si Xn
p−→ X, entonces Xn

d−→ X.

• Convergencia casi segura

La secuencia de VA Xn, donde n ∈ N, definida sobre el mismo espacio muestral Ω y función de
probabilidad P , converge casi seguramente a la VA X (definida sobre el mismo espacio muestral

Ω y funcion de probabilidad P ), i.e. Xn
C.S.−−→ X, si:

P ({ω ∈ Ω : lim
n→+∞

Xn(ω) = X(ω)}) = 1

También se puede denotar como:
P ( lim

n→+∞
Xn = X) = 1

• Teorema de Convergencia Casi Segura y en Probabilidad:

Si Xn
C.S.−−→ X, entonces Xn

p−→ X

• Teorema de Convergencias:

Sea h una función continua, entonces:

Si Xn
d−→ X, entonces h(Xn)

d−→ h(X)

Si Xn
p−→ X, entonces h(Xn)

p−→ h(X)

Si Xn
C.S.−−→ X, entonces h(Xn)

C.S.−−→ h(X)

• Promedio de v.a. iid: Sean X1, X2, ..., Xn v.a. iid con esperanza y varianza finita, i.e., E[Xi] =
µ <∞ y V ar[Xi] = σ2 <∞

Sea X̄ = X1+X2+...+Xn
n , entonces E[X̄] = µ, V ar(X̄) = σ2

n
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• Ley Débil de los Grandes Números

Sea X1, X2, ..., Xn VAs i.i.d con E[Xi] = µ <∞, entonces ∀ε > 0, X̄
p−→ µ o equivalentemente:

lim
n→∞

P (|X̄ − µ| ≥ ε) = 0

• Ley Fuerte de los Grandes Números

Sea X1, X2, ..., Xn VAs i.i.d con E[Xi] = µ <∞, entonces, X̄
C.S.−−→ µ, o equivalentemente:

P
(
{ ω ∈ Ω : lim

n→+∞
X̄(ω) = µ}

)
= 1

• Teorema Central del Ĺımite

Sean X1, X2, ..., Xn VA i.i.d. con esperanza y varianza finita, i.e. E[Xi] = µ <∞ y V ar[Xi] = σ2 <
∞, entonces:

Zn =
X̄ − µ
σ/
√
n

=
X1 + ...+Xn − n · µ√

n · σ

Converge en distribución a una distribución Normal estándar cuando n→ +∞, es decir,

lim
n→+∞

P (Zn) = Φ(z), ∀z ∈ R
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