
Departamento de Ingenieŕıa Civil Industrial
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Resumen

• Convolución Discreta:

Si X1 y X2 son dos VA discretas independientes, la PMF de Y = X1 +X2 está dada por:

pY (y) =
∑

x2∈RX2

pX1(y − x2) · pX2(x2)

=
∑

x1∈RX1

pX1(x1) · pX2(y − x1)

• Convolución Continua:

Si X1 y X2 son dos VA continuas independientes, la PDF de Y = X1 +X2 está dada por:

fY (y) =

∫ ∞
−∞

fX1(y − x2)fX2(x2)dx2

=

∫ ∞
−∞

fX1(x1)fX2(y − x1)dx1

Y se denota como:

fY (y) = (fX1 ∗ fX2)(y)

• Sumas de VA independientes:

– Poisson(λ1)+Poisson(λ2) = Poisson(λ1 + λ2)

– Binomial(n, p) + Binomial(m, p) = Binomial(n+m, p)

– Gamma(s, λ) + Gamma(t, λ) = Gamma(s+ t, λ)

– Exponencial(λ) + Exponencial(λ) = Gamma(2, λ)

– Normal(µ1, σ
2
1) + Normal(µ2, σ

2
2) = Normal(µ1 + µ2, σ

2
1 + σ22)

• Probabilidad condicional:

- Caso continuo: Sea X e Y dos v.a’s conjuntamente discretas, la función de densidad de X
condicional a Y :

fX|Y (x | y) =
fXY (x, y)

fY (y)

- Caso discreto: Sea X e Y dos v.a’s conjuntamente discretas, la PMF de X condicional a Y :

pX|Y (x | y) =
pXY (x, y)

pY (y)
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• Esperanza condicional:

- Caso continuo:

E[X | Y = y] =

∫ +∞

−∞
x · fX|Y (x | y)dx

- Caso discreto:
E[X | Y = y] =

∑
x∈RX

x · pX|Y (x | y)

- Propiedad I: Sean X e Y v.a. independientes, entonces

E[X|Y ] = E[X]

- Propiedad II: Sean X e Y v.a. independientes, y sea una función g(X), entonces

E[g(X)|Y ] = E[g(X)]

• Ley de Esperanza Total:

E[X] = EY [EX [X | Y ]]

E[X] =
∑
y∈RY

E[X|Y = y] · pY (y)

E[X] =

∫ +∞

−∞
E[X|Y = y] · fY (y)dy

• Varianza Condicional:

Var[X | Y = y] = E
[
(X − E[X | Y = y])2 | Y = y

]
= E

[
X2 | Y = y

]
− E[X | Y = y]2

• Ley de Varianza Total:

Var(X) = EY [VarX(X | Y )] + VarY(EX [X | Y ])

• Condicionando sobre un evento:

1. Esperanza: Sea la v.a. X, y el evento A tal que P (A) > 0, entonces la esperanza condi-
cional de la v.a. X con respecto al evento A es:

E[X|A] =

∫ +∞

−∞
x · fX|A(x)dx

Sea además la función g(X), entonces:

E[g(X)|A] =

∫ +∞

−∞
g(x) · fX|A(x)dx

2. Varianza: Sea la v.a. X, y el evento A tal que P (A) > 0, entonces la varianza condicional
de la v.a. X con respecto al evento A es:

V ar[X|A] = E[X2|A]− E[X|A]2
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Pregunta 1

Usted acaba de ser contratado en un centro de datos de una empresa muy importante, su tarea es ver
cuanto tarda el sistema en llegar al máximo de su capacidad, según lo que le cuenta su jefe, para que esto
ocurra los dos servidores que distribuyen deben llegar a su ĺımite. El tiempo que toma que esto suceda
distribuye exp(λ) para cada uno de los servidores.

a) Calcule la FGM para el sistema completo

b) Calcule la distribución que sigue el sistema completo

c) ¿Cuál es el tiempo esperado en que los servidores llegan a su capacidad máxima?

Pregunta 2

Sean (X,Y ) un vector aleatorio con rangos RX , RY = {1, . . . , N} y con función de probabilidad conjunta

pX,Y (x, y) =

{ 2
N(N+1) , si x ≤ y
0 , en otro caso

Encuentre la forma de las v.a. E(X | Y ) y también de E(Y | X) en función de X e Y. Además, calcule la
esperanza de esta última (E(Y | X)).

Pregunta 3

Jadúın tiene un emprendimiento de visitas tuŕısiticas en el Parque Nacional de Conguillio. En el sur de
Chile es muy común que llueva, esto ocurre cada d́ıa con probabilidad p independiente entre d́ıas. Si
un d́ıa llueve Jadúın no realiza ningún tour y descansa ese d́ıa. Sea Y el número de d́ıas que Jadúın
trabaja entre d́ıas de lluvia. Sea X el total de turistas que visitan el parque en este peŕıodo de Y d́ıas.
Condicional a los Y d́ıas, la distribución de X es:

(X | Y ) ∼ Poisson(µY )

(a) Identifique la distribución de Y ¿A qué corresponden E(Y ) y Var(Y )?

(b) Encuentre E(X) y V ar(X)
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