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II. DINAMICA DE LA PARTICULA

La Dindmica es la rama de la mecidnica que trata las leyes fisicas que gobiernan el movimiento de los
cuerpos materiales. Una de sus tareas fundamentales es predecir, entre todos los modos posibles como un
sistema material puede moverse, que movimiento particular ocurrird en una situacidn dada,
Histdricamente, las leyes del movimiento fueron formuladas por Newton (1642-1727).

II.I Leves de Newton

LEY I: Todo cuerpo pcrr;;;e_c;_c; estado de reposo o de movimiento uniforme en linea recta, a menos
que achie sobre €] una accidn que lo oblige a cambiar de dicho estado. Originalmente esta ley fue enunciada
por Galileo (1564-1642).

Comentarios:

a} esta ley se conoce también como Principio de Inercia, ya que describe una propiedad comiin a
toda la materia: la inercia,

b} sistema de referencia inercial: es aquel sistema de referencia donde la Ley I se cumple.

Cantidad de movimiento o0 momentum lineal (i?jl
* Se define el momentum lineal de una particula de masam como: p = m¥

LEY II: La tasa de variacién temporal de la cantidad de movimiento de un cuerpo es proporcional a la
fuerza nefa (o resultante de las fucrzas) que actian sobre él.

Por lo tanto, la ley II se expresa como: .
dp o F
dt
donde F es la resultante de todas las fuerzas que actilan sobre una particula,
F = ) F
=
1

Es siempre posible definir un sistema de unidades de modo tal que el coeficiente de proporcionalidad sea
igual a 1. En este caso: ) ;

-.{.i—izuﬁ
dt

que constituye la ecuacidn de movimiento del cuerpo sometido a la fuerza resultante F. Consistente con
la ley I, la expresion analitica para la ley Il es vilida sélo en un sistema de referencia inercial.

Suponiendo que la masa del cuerpo es constante, se obtiene la siguiente expresidn para la ley II:
ma=F

Comentarios

* Concepto de masa e inercia

El concepto de inercia, asociado a los cuerpos materiales, se utiliza para representar la resistencia que estos
oponen a un cambio en ¢l estado de movimiento. Empiricamente, resulta mds ficil mover un cuerpo de
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menor inercia que uno de mayor inercia. La medida cuantitativa de la inercia se denomina masa.

Fara explicitar las ideas, consideremos dos particulas A y B aisladas que se atraen debido a una mutua
interaccién, En un sistema de referencia inercial se puede observar que las aceleraciones que experimentan
las particulas satisfacen:

Ay = ~Mpaag

donde Mp 4 €S Una constante positiva, caracterfstica del par interactuante A, B.

Si la particula A se acelera mds que la particula B, se dice que A tiene menor inercia, o en forma
alternativa, menor masa. Por lo tanto, Mg, €5 una medida de la inercia relativa entre A y B.

Eligiendo una particula patrén P y asignindole a su inercia una masa Mp, s¢ puede definir la masa de
cualquiera otra particula. En efecto, para la particula B se tiene que

My = MppMp

g s . B - . —
con lo cual podemos expresar la aceleracion ag en término de la aceleracion de la particula patrén ap,

p_a =—=a = -a
BP'B 3 B P

Asi, podemos escribir que la magnitud de la aceleracién de la particula A con respecto a la de la masa
patrén es:

r 5 m P R
lal =npn — la_|

A BA m P

] B
Haciendo el experimento directamente con las particulas A y P se tiene que:
g m -
la,l = —F la |
m
A

La evaluacién de las razones entre las aceleraciones de los cuerpos A y P, basada en mediciones cuidadosas
de las aceleraciones, indica que:

& i eelat
c 7. i
IaFI 2 |
resultado que implica que:
m
357 Py f
A

es decir, el cuociente entre las masas A y B asi determinado no depende del patrén escogido ni del valor
numérico asignado a mp.

Finalmente, hay que destacar que a partir de las propiedades de la inercia se define ¢l concepto de masa
inercial. En la préctica, sin embargo, las razones entre masas se determinan pesdndolas en una balanza,
donde el peso de los cuerpos es proporcional a lo que podemos llamar su masa gravitacional,
Afortunadamente, todos los experimentos indican que la masa inercial ¥ gravitacional son estrictamente
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proporcionales entre si, razén por la cual para nuestros propdsitos, no necesitamos distinguir entre las dos
clases de masas.

* Unidades (ver Apéndice 1)
Como unidad de masa en el Sistema Internacional (SI) se considera, en forma arbitraria, un cuerpo patrén
al que se le asigna una masa: mp =1 kg.

En el sistema 51, la unidad de fuerza se denomina Newton y corresponde a la fuerza que se debe ejercer
sobre una masa de 1 kg para que adquiera una aceleracién de 1 m s2. La unidad de fuerza tiene
dimensiones: [Fl=ML T2
[F] = 1 newton =1 X2 m
& 2
La unidad prictica de fuerza es el kilégramo-peso (kg-p), que corresponde a la fuerza con que la Tierra atrae
un cuerpo de 1 kg de masa, cuando se encuenira a nivel del mar.

lkgp = 1kg,-.9.31£2
5
= 9.81 newton

LEY III: Las fuerzas actian siempre en pares: si un cuerpo A actiia sobre otro cuerpo B con una fuerza
Fy o+ €l cuerpo B reacciona sobre el A con una fuerza F, g de modo que las magnitudes de las fuerzas son

iguales y tienen la misma direccidn (a lo largo de la recta que une los dos cuerpos) y sentidos opuestos.

Observar que el par de fuerzas actila sobre cuerpos cuyas masas son en general diferentes.
* Principio de conservacion del momentum lineal.
Consideremos dos particulas A v B que interactian mutluamente sin fuerzas externas actuando sobre ellas.
Por el principio de accidn y reaccion se tiene que:
FAB + FB.H. =10
- - i - -

Por lo tanto, si p, y pg son los momenta respectivos, se tiene que:

d = —_

== + =0

5., TP

con lo cual:
—

P, + 'p'ﬂ = ii; {constante)

es decir, en un sistema aislado, el momentum lineal total de los dos cuerpos que interactian permanece
constante en el tiempo.

I1.2 Momentum angular y torque

= < & - A = =y
Consideremos una particula que se mueve con un momentum lineal p, bajo la accién de una fuerza F.
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Definicion: Momentum angular (1) de la particula con respecto al origen O es el vector definido
como:

=l

l=rx
Definicidn: Torque (1), con respecto al origen O, que ejerce la fuerza F sobre la particula se define
como el vector:

-:E:_;'XF

En un sistema de referencia inercial podemos entonces escribir la siguiente ecuacidon de movimiento:

dp _§
dt

- =

* Relacion entre 1T y |
Derivaado | con respecto al tiempo se obtiene:

[ dr = . = dp
_— = r —_—r 4+ I
, Teal Tt e T AT T

- Y
Comorxp=vxmyv =0 yrecordando que en un sistema inercial se cumple que

resulta finalmente,

o —
: d _ %#HF =3
dt
la expresidn anterior indica que la tasa de variacién lemporal del momentum angular de una particula con
respecto al origen O es igual al momento de la fuerza (torque) que se ejerce sobre ella con respecto a al
origen O. E

+ Comentarios

'-LI J- -
a) el momentum angular I' y el torque t', relativos a un punto &, $ o BLE
cualquiera O' representado por el vector r, se definen S B
como: =
Ry e s — & Y —
I' =(r - rU} Xp ol e
;.' - — - -
T =(r-r)xF

b) el momentum angular apunta en la direccién perpendicular al plano formado por los vectores T y V.

¢) el torque apunta en la direccién perpendicular al plano formado por los vectores T y F.
d) la magnitud del momentum angular es: Il = m v rsen &, donde & es el dngulo entre los vectores
pPYyr.

e) EEEI caso de fuerzas centrales es decir, de fuerzas que actian en la direccién del radio vector r
(F = fir) r ), se tiene que:

—

dl

—_— =10
dt
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Esto implica que ¢l momentum angular de una particula que se mueve en un campo de fuerzas centrales
permanece constante. En consecuencia, el movimiento es plano.

II.3 Integrales de la ecuacién de movimiento

Es conveniente analizar la forma que toma la primera integral de la ecuacidn de movimiento de una
particula sometida a una fuerza neta F. En esta seccidn analizaremos algunos casos de interés,

+ Impulso lineal
El concepto de impulso lineal estd asociado a una expresidn de la ley II de Newton integrada en el tiempo.

En efecto:
—

BiPees
dt

Integrando la ecuacidn de movimiento en el tiempo, entre los instantes t; y t,, se obtiene que:

lE lﬂ
Jdﬁ = Jﬁ dt
I! l:]

lo que implica que:

s

li
P(t) - B(t) = I? dt
t|

o también:

& g =
p(L,) - ptt) = {F}T.E-Ll[tz =t

en que -::i':::»tz_ll es el valor medio de la fuerza aplicada en el intervalo de tiempo (1, - ;). El término
integral se denomina impulso lineal y corresponde a la variacién del momentum entre los instantes t
y by

* Impulso angular
El concepto de impulso angular estd asociado a la ecuacidn de movimiento del momentum angular,
integrada en el tiempo. En efecto

di _=

dt

Integrando entre los instantes t; y t,

T{lz) i ’i(tlj = j?:‘dl

o también:
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(t) - Kt) =<t> (t_-t)
2 1 Lt 2 1
en que < T >, ,; s el valor medio del torque aplicado sobre la particula en el intervalo respectivo. El

término integral se denomina impulso angular y corresponde a la variacidn del momentum entre los
instantes t) y ty.

+ Integral de la energia
Consideremos el movimiento de una particula de masa m constante bajo la accién de una fuerza neta F.

La ecuacién de movimientoes: ma = F

Multiplicando (producto escalar) por la velocidad tenemos que:

ma-v=F-v
d 1 A T
—(— mv) =Fev
de 2
donde v2 = ¥+ . Integrando en el tiempo entre los instantes t, y t, se obtiene que:
T.2 rzitzj
2 2 -~ = =
imvig -+tmvie = |Fevd = JF-dr
2 2 !

B
tI I.1“]}I

Esta expfesitn corresponde a una forma explicita de obtener la magnitud de la velocidad a partir del
conocimiento de las condiciones iniciales de movimiento, de la fuerza neta sobre la particula y de la
trayectoria por ella seguida, Esta ecuacion sirve ademds como base para introducir los conceptos de
energia y de trabajo que serdn discutidos en’detalle en el capitulo III. En este punto basta con considerar
el resultado obtenido como una herramienta de cdlculo de gran utilidad para la resolucién de problemas
especificos.

I1.4 Movimiento y sistema de coordenadas

La ecuacidon de movimiento es una ecuacién vectorial equivalente a tres ecuaciones escalares
correspondientes a su proyeccidn sobre tres ejes de coordenadas. Supondremos en esta ocasidn gue la masa
es constante y que existe una fuerza neta F actuando sobre el cuerpo o particula.

* Coordenadas cartesianas

El movimiento se proyecta sobre los tres ejes cartesianos X, Y, Z. La fuerza se expresa como:
— _ o . Fal
F = Fxl + F},J + sz

¥y las ecuaciones de movimiento correspondientes son:

mx = F
m'}::F

mz = F

* Coordenadas intrinsecas

En este caso, el movimiento se proyecta sobre la direccidn tangente a la trayectoria y sobre la direccitn
normal correspondiente:

F

I}
~H
-
+
*T]
=
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Por consiguiente,

ms = F'l
midp = F ]
p = n t
A
- Iy
* Coordenadas cilindricas r

En este caso, 5 i
F:Fpp‘I‘FHB‘FFk L)

¥ las ecuaciones de movimiento correspondientes son:
2 -2
m(p-p0)=F,
m(pO+2p0) = Fy

mz:FL

]

* Coordenadas esféricas
En este caso,

F:Fr

y las ecuaciones correspondientes son:
m(r- r-.‘-p2 senzﬂ - ré7) = F,
m{rﬁ-rﬂ}z scnﬂcusﬁ+2‘r§} = Fg

F m(r]ﬁsenﬂ+21‘&isenﬁ+2ri.il?¢-:osﬁj:F¢

I.5 Elementos para ¢l anilisis del *movimiento

El problema central en el estudio del movimiento de un cuerpo es identificar los elementos fisicos que
originan el movimiento, lo cual permite escribir correctamente las ecuaciones que lo gobiernan.

* Eleccion del sistema de coordenadas

Al identificar un problema, el primer paso es elegir el sistema de coordenadas con respecto al cual se
describe ¢l movimiento. Una eleccién adecuada, que se adapte a la geometria del movimiento permite en
la mayoria de los casos, simplificar notablemente las ecuaciones que lo describen. Por ejemplo considere
el movimiento de un blogue que desliza sobre un plano inclinade, como se indica en la figura. Uno puede
elegir el sistema ortogonal X-Y y escribir las siguientes ecuaciones de movimiento:

i

mx = F, “ ™
my = F},
mds la restriccién: y/x =tg 8. Alternativamente, como el i ¥
movimiento es sobre el plano, se puede elegir el eje OX' para ety
describirlo: T "
L © “
mx'=F. o x

No puede haber aceleracidn en el eje OY" porque el blogue abandonaria el plano inclinado.
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* Diagrama de fuerzas de cuerpo libre

En el andlisis del movimiento de un cuerpo (o de una particula) es conveniente identificar en forma
vectorial todas las fuerzas que actdan sobre él y que definen su movimiento. Ejemplos de estas fuerzas
son: gravitacionales (u otras de origen fundamental), las de accién y reaccidn (ley 111 de la dindmica), roce,
tensiones, empuje, etc. Para ilustrar la idea, consideremos un cuerpo de masa m que desliza sobre una
superficie horizontal sin roce y tirado por una cuerda.

En el diagrama adjunto se han identificado todas las fuerzas que actdan:

- -
F : fuerza de traccidn ejercida por la cuerda. + FN.
F;: fuerza gravitacional con que la Tierra atrae al cuerpo. E
Fy;: fuerza de reaccion que la superficie ejerce sobre el cuerpo =————
de masa m. S T
. v - —
Las ecuaciones del movimiento son: W

m‘x':F
0 = —FG+ FN

* Cuerdas ideales

Se llama cuerda ideal a una cuerda inextensible, de masa despreciable, flexible y que no ad_rfnitc fuerzas
transversales. Esto es una idealizacidn de lo que sucede con una cuerda sometida a una fuerza F. Debido a
la condicidn de masa despreciable, la fuerza aplicada en el extremo de la cuerda se transmite hasta el otro
extremo sin atenuarse. Esta solicitacidn recibe el nombre de tension de la cuerda,

L
II.6 Ley de gravitacion

Actualmente se conoce la”existencia de cuatro interacciones (fuerzas) fundamentales en la naturaleza:
gravitacionales, electromagnéticas, fuertes y débiles. Por su importancia histdrica y su relacién con las

aplicaciones més intuitivas de la mecdnica, se analizan a continuacidn las fuerzas gravitacionales entre dos
cuerpos de masa my y m..

La ley de la gravitacién universal fue establecida por Newton, quien a su vez se baso en las leyes de Kepler
que definen los aspectos fundamentales del movimiento de los planetas alrededor del Sol. Estas son:

i) los planetas describen drbitas elipticas en torno al Sol, que ocupa uno de sus focos.

ii) el radio vector {con origen en el Sol) barre dreas iguales en tiempos iguales.

iii) el periodo de la drbita de un planeta se relaciona con el semi-eje mayor (a):
T a <a>

Newton establecié la siguiente ley general para dos cuerpos de masas my y m,, separados por una
distancia ry; :

LT
e R ", = 3 M
g "
Fle 12 & 4
Ir | L&
12 *
QO

donde: T, = 'Irz—rll

3 X
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La fuerza F actia en la direccidn de la recta que une las masas.

- m om,
F_=0———r
12 = 3 12

G = (6.673 +0.003) x 107! p.m? kg2

Es evidente que la ley de fuerzas gravitacionales satisface el principio de accién y reaccidn,
Fiz = -Ty

El movimiento general de cuerpos o particulas gobernados por la ley de gravitacion serd estudiado mds
adelante. Por ahora analicemos como caso especial la sitwacion de cuerpos cercanos a la superficie de la
Tierra,

= Movimiento cerca de la superficie de la tierra.
Constituye ésta una aplicacién particular de la ley gravitacional en que uno de los cuerpos con masa M. es

la Tierra y el otro un cuerpo con masa m. Supondremos que la Tierra tiene simetria esférica. Se puede
demostrar (teorema de Gauss) que el campo gravitacional alrededor de ella es equivalente al campo
producido por una particula de masa My colocada en el centro de la Tierra. Por lo tanto, haciendo

coincidir el origen con ese punto se tiene que la fuerza que se ejerce sobre el cuerpo de masa m es:

mM,_,

F_ =-G—=LF @2R)
r

El primer resultado importanie es que todo tuerpo es atraido en
direccidn radial hacia el centro de la Tierra. Veamos qué sucede

"

si el cuerpo se encuentra a una altura "y" sohre la superficie:

-

Em By ¢ kL XL

Expandiendo esta expresidn en torno a y = () {teorema de Taylor) resulta:
L2 aec T poui 60 2N 2y e au
2 2
+
Bk 9] oo ol s il

Para alturas relativamente pequeias sobre la superficie las correcciones de orden mayor se pueden despreciar
porque y << R,

L G

Ea)

ey s o

B m 2 R
RT T

Observar que hasta alturas del orden de 100 km sobre la superficie terrestre, la correccidn al valor

comrespondiente en la superficie es a lo mds de 19%.
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Definicidn: aceleracién de gravedad sobre la superficie de la Tierra

- EE .
g = -—TTr
R
T

de las expresiones anteriores se deduce que la aceleracion de gravedad disminuye con la altura de acuerdo a
la expresidn:

- LA 2
gy) =g | I - JRT
Por lo tanto la fuerza que ejerce la Tierra sobre un cuerpo de masa m puede expresarse como:
F=mg

Si el cuerpo se encuentra a nivel del mar: F =m Eﬂ
lE,;,' =981 ms2 (en Santiago este valor es 9.79 m 52

En general, a menos que se explicite, supondremos que la aceleracién de gravedad es constante e igual a Eﬂ

La magnitud escalar de la fuerza gravitacional sobre un cierto cuerpo se denomina peso y corresponde a la
magnitud F = mg de la fuerza con que la Tierra atrae a un cuerpo de masa m.

I1.7 Fuerzas de roce o de friccidon

En esta seccidn estudiaremos fuerzas de contacto cuyo efecto macroscdpico es impedir o retardar el
movimiento relativo entre dos cuerpos, Entre otras, analizaremos en particular fuerzas que se oponen al
deslizamiento relativo de las superficies de contacto entre dos cuerpos y fuerzas que frenan el movimiento
de un cuerpo que se desplaza en el interior de un fluido.

* Fuerzas de roce entre dos cuerpos en contacto
Su origen se debe a las irregularidades (rugosidades) en las superficies de los cuerpos en contacto y su

efecto es producir una resistencia al deslizamiento de un cuerpo relativo al otro. Podemos distinguir dos
situaciones:

a) Fuerzas de roce estitico

Experimentalmente se observa que para poner en movimiento un cuerpo que estd en contacto con otro, s
necesario aplicar sobre €l una fuerza minima paralela a la superficie de contacto. Esta fuerza minima
externa corresponde a la mdxima fuerza de roce estdtico que impide el movimiento del cuerpo.

La fuerza de roce estdtico es un fuerza varjable que impide que dos cuerpos en contacto empiecen a
desplazarse uno con respecto al otro. Su magnitud méxima es proporcional a la magnitud de la fuerza (N)
de interaccidn entre los cuerpos en contacto, en direccién perpendicular a la superficie de contacto.

Frgl < 1 NI = Frp e
donde p, es el coeficiente de roce estdtico. Es conveniente destacar que la fuerza de roce estdtico es

independiente del drea de la superficie de contacto y que P depende del estado de ella y de la naturaleza del
material de los cuerpos en contacto. '
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b) Fuerza de roce cinético (o dindmico, o deslizante)
La experiencia muestra que una vez iniciado el movimiento relativo entre los cuerpos en contacto se
requiere, para mantenerlo, una fuerza externa menor (fuerza de roce cinético) que la necesaria para iniciarlo,

Fre < FRrE mix

La direccidn de esta fuerza es siempre opuesta a la direccidn del movimiento relativo de los dos cuerpos
en contacto y empiricamente se determina que su magnitud es proporcional a la magnitud de la fuerza de
interaccion normal (N) entre ambaos:

s i

Fpel= p IN

donde p es el coeficiente de roce cinético (o dindmico). Si la velocidad relativa es pequefia y si las

superficies no son deformadas por efecto del roce, la fuerza de friccion es independiente del drea de contacto
y de la velocidad relativa entre los cuerpos.

* Fuerza de roce viscoso

Corresponde a la fuerza de resistencia que actia sobre un cuerpo que se desplaza en el interior de un fluido.
En general esta fuerza depende de las caracteristicas del fluido, del tamafio y geometria del cuerpo y de la
velocidad del mismo. Con respecto a esta qltima variable la fuerza de roce viscoso se puede modelar segin
la expresion:

Fpy =-khW"¥

donde n es un pardmetro que depende de las condiciones particulares del movimiento. Asf, en el caso

particular de una esfera moviéndose con una velocidad moderada en el interior de un liquido o de un gas, la
L PR T

fuerza viscosa de friccidn puede expresarse como:

FRV =-kv (ley de Stokes)

donde el coeficiente de friccidn k estd dado por: k=6n R

1 es el coeficiente de viscosidad del fluido y R el radio de la esfera. Valores tipicos de 1 para el agua
(expresados en n s m~2) varian entre 0.656 x10°2 y 1.792 :Iﬂ'ﬁ, mientras que para el aire 1| varia entre

L71 %107 (T=0°C)y 1.90 x10™ (T = 40 °C).

II.L8 Fuerzas de restitucion. Movimiento armdnico simple

Uno de los casos méds comunes en Fisica, desde el punto de vista tedrico y prictico, se refiere a la accion
de una fuerza lineal de restitucidn, esto es, que tiende siempre a llevar al cuerpo hacia una posicidn de
equilibrio. En particular analizaremos aqui el movimiento bajo la accién de una fuerza de restitucidn cuya
magnitud es proporcional al desplazamiento con respecto a la posicidn de equilibrio. Ejemplos tipicos de
este Uipo de movimiento son el caso del péndulo sometido a pequefias oscilaciones y la vibracion de un
resorte. En el primer caso, la fuerza de gravedad actia como una fuerza de restitucion, mientras que en el
segundo ejemplo es la fuerza eldstica de restitucidn del resorte la que condiciona el movimiento,

* Resorte. Ley de Hooke

El resorte, en su régimen eldstico, constituye un mecanismo fisico que produce fuerzas de restitucidn
lineales como las mencionadas anteriormente. Para su estudio suponemos que un resorte tiene un largo
natural L y una masa despreciable.
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Consideremos un cuerpo de masa m atada al exiremo del

resorle, como se indica en la figura adjunta. Interesa estudiar el P W _-}: A
movimiento del cuerpo sometido a esta fuerza de restitucidn, /\/\—( ]
cuando se lo saca de su posicidn de equilbrio. ! -

W= =0

Se ha determinado experimentalmente que en ¢l limite eldstico del resorte, la fuerza que actia sobre un
cuerpo atado a él es proporcional al desplazamiento del cuerpo con respecto a la posicidn de equilibrio

estable x' = LD.

?;z k(%' - Lu};' {Ley de Hooke)

Esta es la fuerza que actia cuando se ha sacado al resorie del equilibrio, ya sea por alargamiento o
compresidn. Si medimos el desplazamiento con respecto al eje x y considerando que la direccidn del eje x'
coincide con la del gje x, se tiene que
—
x=x'-L,
con lo cual:

-_Fh= —kxﬁ

donde k es el coeficiente de elasticidad o constante del resorte. Por lo tanto, la ecuacidn de movimiento
para el cuerpo de masa m expresada con respecto a la posicién de equilibrio del resorte es:
mx=-kx

que se conoce como la ecuacidn del oscilador armonico.

Definiendo la frecuencia angular o como:
g
e B
o m

"

se tiene que la solucidn general de la ecuacidn general es (ver Apéndice 2):
xt) = Acos mul + B sen !

donde A y B son constantes de integracidn que se determinan una vez conocidas las condiciones iniciales

del movimiento (x(Ly) ¥ x(iy)). Alternativamente, la solucién a la ecuacién de movimiento se puede
escribir como A %1

xt) = Ceos( w L+ ¢)

= —=de

siendo en este caso, C y ¢ las correspondientes constantes de
integracidn.

£y
s

|

I

t
La figura muestra la variacion temporal de la posicién del ! \ |
cuerpo. El valor midximo de x(t) se denomina amplitud de la I |
oscilacién y corresponde a la constante C mientras que a { se
denomina la fase de la oscilacidn. L.* — +=wl— — »l

. c=+ A%+ B? o = arclg(-%}

El periodo de la oscilacidn corresponde al tiempo requerido para que el movimiento realice un ciclo
completo: Tw, = 2xn - .
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11
T =B fi
k
La frecuencia lineal o natural del oscilador se define como el nimero de ciclos por unidad de tiempa,
Li}]
f =2
@ 2n

la que en funcién del periodo T del oscilador se expresa como: f = /T

* Movimiento armdnico amortiguado

En el andlisis del oscilador arménico ideal (resorte) no hemos tomado en cuenta las fuerzas de roce que
pueden afectar el movimiento del cuerpo. Para ilustrar este efecto, consideremos que ¢l cuerpo de masa m
atado a un resorte se encuentra ademds sometido a una fuerza de roce viscosa que varia linealmente con la
velocidad. Por ejemplo, la situacién podria corresponder al movimiento de un cuerpo colgado de un
resorte con amortiguamiento debido al roce viscoso con el aire. La ecuacién de movimiento con respecto
a la posicidn de equilibrio del cuerpo es:

m

mx = -kx -cx AN i N

@R librio = > ——
La resolucidn de esta ecuacidn diferencial homogénea de 1

¥
segundo orden implica (ver Apéndice 2) encontrar la ecuacidn .,1,
caracteristica;
L3 2 =
ms* +cs + k=40 m%
cuya solucidn es:
2
e Y&  Sdmk
% 1]

Hay tres casos que estudiar;

a) e > 4 m k (sobre amortiguamiento). En este caso,

5=—Tim|

donde -

P, 11 - - w2
LT i v ®o

siendo w, la frecuencia natural de vibracidn del resorte.

La solucidn general en este caso es;

mlt amlt

x)=e '(Ae ' + Be )

la que tiene la dependencia temporal indicada cualitativamente en la figura adjunta.

h) 24 m k (amortiguamiento critice). La solucidn de la ecuacidn de movimiento es: -
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-yt
x(t) = e (A + Bt)
¥ la amplitud decrece mis rapidamente que en el caso anterior sin que el cuerpo alcance a oscilar (ver
figura).

" Al
¢) c© <4 mk. En este caso,

donde

3 -
i‘nhfe B e o +151_1-:.|"_.'_ &

. B
m2 — @ ’Yz eridic,

La solucidn correspondiente es: =1

-7t
X(t) = e (a sen wt + b cos wt)
solucidn que corresponde a un movimiento armdnico amortiguado de frecuencia 0, < w, (ver figura).

* Movimiento del péndulo L SN N
Consideremos el movimiento de un péndulo de masa m
suspendido por una cuerda ideal de largo L, luego de separarlo
un dngulo B con respecto a la vertical. En ausencia de otras
fuerzas, es la fuerza gravitacional la que actia para restituir la
masa a su posicidn de equilibrio (8 =0).

w

En todo momento el péndulo se mueve en la direccién tangencial al arco de circunferencia de radio L. La
componente de la fuerza gravitacional (mg) en la direccidn de la cuerda (mg cos ) queda compensada por la
tensién ejercida por la cuerda. La ecuacién el movimiento en la direccidn tangencial es:

-mgsen @ = ma;

donde a es la aceleracién tangencial. Como a =5 y 8=s/L (5=L#), la ecuacién de movimiento

resultante es:

2
o

0+ wsend = o

con

La ecuacidn diferencial de segundo orden que describe el movimiento tiene una estructura diferente de las
analizadas anteriormente. Para buscar una solucién, se multiplica la ecuacién anterior por 8 obteniendo:

i{Lé?] s mzi(msﬂ) = ()
dt 2 o dt
Esto implica que: -
LéE - w?cos® = K
2 0

donde K es una constante de integracién. Despejando 8 e integrando se obliene:
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b
de
= | dt
J 2K + @’ cos 6 t
H . ] i
1
El término de la izquierda en la ecuacién anterior corresponde a una integral eliptica de 1* clase cuya
discusién va mas alld del objetivo de este curso. Aqui estudiaremos el movimiento para dngulos @
pequenos. En este caso podemos aproximar
sen @0
y la ecuacidn diferencial aproximada que describe el movimiento es:
o5 5 .
0 +w6 =20
0
Esta ecuacidn corresponde a la del oscilador arménico. Su solucidn es:

6(t) = 0, cos(w t+¢)

donde {:'IU ¥ ¢ son las constantes de integracidn correspondientes. El periodo de la oscilacidn es en este
caso:

T =12r_ /L
g



