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1. TRABAJO Y ENERGIA

Lo el casode una particula semetida o una fuerza atbitrazia F no existe un métoda o suficicniemente
general pard resolver la couacian de mavimiento, =

mr=I

¥ encontrar, en lodoes los casos, las soluciones correspondientes en forma analitica. Sin embargo, hay
muchas sitvaciones en las cuales por métados simples se puede oblener informacidn importante acerca del
movimiento. Uno de ellos es el métoda del trabajo v la energia que estd basado en el andlisis de la primera
integral de la ecuacion de movimiento (scecitn 103), En efecto, suponicndo que 1a masa es constante, se
tiene que

2 o =
i|'(lmf-f} = Fevy
dt 2
ecuacidn que alternativamente se puede escribir como .
1 By LR
dl=mvwv) =Fedr

Asociados a las ecuaciones previas existen los conceplos de rabajo, energia cinélica y polencia, cuyo
desarrollo serd la parte ceniral de este capitulo,

IIL1T Conceptos bdsicos

* Trabajo

Consideremos una particula que describe la trayectoria (c) al
moverse bajo la accidn de la fuerza F. La particula de masa m
en el punto P de la trayectoria experimenta un cambio de
posicion dr debido a la accidn de la fuerza F. Se dice que Ia
fuerza T aplicada sobre la particula realiza un trabajo
infinitesimal dW

dW = I' » dr
lamande 8 el dngulo entre La fuerza y la direccién del desplazamiento, podemos expresar dW coma:

AW = rﬁld;l cos 0

esto es, el trabajo infinitesimal realizado por la fuerza sobre la particula es igual al producte entre el
desplazamiento de ésta y la magnitud de la componente de la fuerza en la direccién del desplazamiento.
En particutar, si la fuerza cs perpendicular al desplazamiento ésta no realiza trabajo, Ejemplos de esta
situacidn son la fuerza de gravedad en la superficie de la tierra para desplazamientos horizontales, la fuerza
normal de reaccidn de una superficie sobre un cuarpo, la lension de una cuerda que sujela una masa
deseribiendo un movimiento circular, ele,

En general el trabajo puaede ser positive o negativo dependiendo de la direccion relativa de la fuerza con
respecto- la direccidn del desplazamiento, El trabajo total realizade por la fuerza I sobre una particula
cuando Gsta se desplaza a lo largo de I trayectoria (¢) del movimiento desde un punto A g un punte B es:

i3
Wi = I Fedr
A

El término de la derecha en la ecuacidn anterior carresponde a una integral de linea v muestra gue en
general el trabajoe realizado para ir de A a B depende de Ia travectoria elepida,
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WARICY = WL a(C)) # W, p5(C)

Esto se debe o la peometria de b traveetoria elegida y al hecho que la fuerza Fes, en general, una funcion
de posicidn,

Unidades: la unidad del trahajo corresponde, por definicidn, al producto de una unidad de fuerza por una
unidad de longitud. En ol sistema 51, la unidad de trabajo se denomina joule, y se define como:

[W] = joule = newton-m

y corresponde al trabajo realizada por la fuerza de 1 newton para desplazar la particula en | metro, en la
direcesin de accidn de la Tuerea

sjemplo: rabajo realizado por una fuerza constante F
P ) P o]

B
—_- i £ 2 i
Wnﬁ N .[Fo Sl = }‘n : {rB rA)
A
En este caso particular, ¢l rabajo depende sélo de 1a posicidn
inicial ¥ final de lu particula, siendo independiente de la
trayectona seguida, o

= Potencia i
Se define como la tasa de variacidn temporal del wabajo realizado por la fuerza F sobre la particula
d W
P-4
dt

1

Recordando que dW = Fedr
se fiene que P=F = v

También interesa definir 1a potencia media en un intervalo de tiempo T,

T

me dt

)
e - W
T

P> =L
T

s decir, corresponde al trabajo total reabizado en el periodo T dividide por el tempo que se tardd en
realizarlo.

Unidades: |4 unidad del potencia corresponde, por definicicn, al cuociente entre una unidad de trabajo ¥
una unidad de tiempo. En el sistema 51, la unidad de potencia se dencmina watt, y se define como:

: oule
[P] = Watt = Joule
seg
y cerrespande al rabajo de 1 joule realizado en un tempe de | sepundo. Una unidad prictica de polencia

esel HP (1 HP = 746 wal). Oira unidad prictica de trabajo es el kw-hora que equivale a 3.6 Tk j
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* Energia cinética (K}
Lrefinician: fa energin cinética (K) de una particula de masa m que se mueve con velocidad v cs:

1 5 2
K==mv = P_
2 2 m

=i que poes ol momentum lingal de la particula. Es simple comprobar que la umidad en que se mide Ly
efergin cinétca corresponde ala unidad de trabajo.

1.2 Teorema de las fuerzas vivas

Podemaos ahora interpretar la integral de la ecuacidn de movimiento disculida en la introduccion de este
capitulo. En efecto, se habfa obienido que

dtlmv} ﬁ-h
s s

ecuacion que en rminos de [a energfa cinética y de 1a potencia se expresa como:
dt

Esta es la llamada ecuacidn de la potencia y expresa que la potencia asociada al trabajo realizado por la

fuerza F sobre ka particula es igual a la tasa de variacidn tempor al de su energia cinética, Recordando que:
Pdt = dW = Fedf

e integrando desde un punte A a un punta B a lo largo de una travectoria (¢, se lene que

;

| £ vk “ = [Eedr

KB) - KW = 2mv] - Imvi - [Fear
A

resultado conocido como el teorema de las fuerzas vivas y que expresa que el trabajo realizado por la
fuerza resaltante E sobre una particula para ir desde ¢l punto A al punto B a lo largo de una travecioria ()
es igual a la variacidn de su energia cinética entre los puntos A y B, respectivamente.

HL3 Fuerzas conservativas. Energia potencial

Las fuerzas conservativas se caracterizan por ser estdticas (cs decir, independientes del tiempo) y porque la
integral de trabajo es independiente de la trayectoria de integracién, es decir

_{E-ai‘
A

1o depende de la trayectoria seguida por la particula al desplazarse entre las posiciones A y B. Para que
esta inlegral sea independiente de 1a trayectoria es necesario gue Fudr sea on diferencial exacto,

& I_*:‘l.'l; =-dV

enque ¥ = Yirhes una funcion escalar. Como V = V{x,y,z), podemos expresar el diferencial dV comao
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av= Ny + Mgy o Vg,
X dy dz

- - - 4 P = L
Ademds Fede = Fy dx + Fydy + F,dz, Entonces exigiendo que Feodr = - dV, v coma dx. dy v de son
X ¥ 4 £ e, 3
independientes, concluimas que si F es conservariva

oo L3V
X X
E o= .3V
¥ a}f
Eo_ .3V
& o7

La funcidn V(x,y.z) se denomina funcidn energia potencial. Observar que la funcién V queda determinada
salve una constante. Inroducienda ef operador diferencial pradiente,

V - fal _]i + k<4
ax dy dz

se puede expresar la fucrea como

El cdleulo de la funcidn energia potencial ¥ se obtiene & partir del trabajo infinitesimal dW
dW = Fedr =7V +dr

aw = 4 Mg Mgy + Vgl = —av
X X 07

Integrando a lo largo de una travectona desde un punto A 8 un punie B s¢ obticne que
B
V(B) - V(A) = - [Fedt
A

Es interesante hacer notar que la funcidn energia potencial queda determinada en forma relativa al punto
con respecto al cual se caleula el trabajo (A). Se puede escoger arbitrariamente el valor de la energia

patencial en ese punto, con lo cual ¥V oen cualguier otro punto (B, por ejemple} queda medide con respecta
al valor de referencia.

* Teoremas de conservacién de la energia meednica
Este teorema corresponde a una forma particular del teorema de las fuerzas vivas cuando el trabajo es
realizado sdlo por fuerzas conservativas, En elecla, tenfamos que

= dK = dW = -av
For wnlo

HKE+V) =0
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es decir, la suma de las variacione de energia cinética y encrgia potencial es nula. En consecuencia, si
llamamos energia mecdnica total a

- ' 2
E=K+U-L1m¥ «w
2
se concluye gue dsta se conserva cuando slo aciian fuerzas conservativas
z ’ ,
%mv F Vixwv,z) = £ (constante)
; ch o
+ Propiedades de las fuerzas conservativas.

a) Silatrayectoria es cerrada, el trabajo realizado por la fuerza conservaliva cs nulo. En efecto,

B L
cﬁf«‘-df-_- jf-df v [Fedr
£ A B

Jf'df = V(A) - V(B) + V(B) - V(A) = 0
X

Este resultado implica gue

E A (1)
[Feoai = - [Fear E
Ay By 3 = (23

by En cada punte de una superficie equipotencial, la fuerza
conservativa es perpendicular a la superficie.

—
Se entiende por superficie equipotencial aquella formada por +
todos [os puntos en que la funcidn energia potencial tiene el
mismao valor. Por lo tante, ¢l trabajo realizado por la fuerza i —
conservativa sobre una particula, al desplazarse ésla en dr sobre £ /

la superficie equipotencial es
dW = Fedr = -dV = 0

por tratarse de una superficie equipotencial. Luego, F es perpendicular a cualquier desplazamiento sobre la
superficie cquipotencial v, por consiguiente a ésta,

a
¢} Una fuerza conservativa cs imotacional; ¥V xF =0

es decir, el operador diferencial rotor { Vx J actuando sobre una fuerza conservativa produce un vector
nulo. Explicitamente se satisface que:

L 19 %
_ o B . By
VxF =13¢ oy oz
F F F
L ¥ ¥ Z ]
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. |er aE | .|9F 9F | .|9F OF
VxF=1|—% - — + j|—-—2[ + k|—-—=
dyv - dz dz  ox ax Yy
Recordando que I+, = - V/fdx, es ficil comprobar que VxF=0

111.4  Casos particulares de fuerzas conservativas

— A -5
a} Fuerza unidireccional: F = [(z) k. Es (Geil comprobar que VxF=0

y
Ejemplo: campo gravitacional cercano a la superficie terresire: F = -mgk

La [uncidn cnergia polencial queda detenimnada a partir de

A
5 el
Viz) = V(0) - J Cing K)o (dz %) = VIO) + migz
5!
Si se considera un potencial nulo para ef nivel de referencia 2=0 se tiene que [a energia potencial referida a
la superficie de la tierra es:
Viz) = mgz

Ciste resultado indica que la energia potencial varfa lincalmente con la alara sobre la supecficie,

o g £ % 5 : i N "
b} Fuerza central: F = f{r) r. En este caso r corresponde a la direccion del radio vector. Para examinar el
cariacter de una fuerza central caleulamos

_?Eﬁ-
VxF =|ax oy oz
fx fv fz
| T r Fo

11 (ue

PR . BN

Se puede verificar que 'V x F =0, can lo cual se demuestra que toda lucrza central es conservativa,
Ejemplo : [uerza gravitacional {caso general)

Consideremos dos particulas de masas My m tal que ¢l origen de coordenadas coincidan con la particula de
masa M, que estd ja, La fuerza gravitacional gravitacional que aclda sobre la masa m es:
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B Mm
F=-G—r
2
I
La encrgia petencial se determina a partir del trabajo realizado por la fuerza I pars mover una particula
desde una posicidn inicial r hasta el punto de coordenada r:

I r

0

T T
r o _‘: s . ['v’ll’l‘] o |
Vr) - V() = o dF = jG n gy

V(r) - V(r) = -GMm (£ - L4
5] r T

Q

Es usual elegir un potencial de referencia nulo en un punto infinitamente alejado: Vl:ru--}m) =10

con lo cual a funcién energia potencial, referida a un punto en el infinilo, se expresa por

V(r) = -gMm
r
S M = M. (masa de 1a Tierra), la expresion obtenida corresponde a la energia potencial de una particula de

Masd M en una posiclon r > R’I‘ (radio de 1o tierra)

En el caso de movimientos cercanos a la superficie de la tierra, es costumbre tomar un punto de referencia
distinte para medir la energia potencial. Ln efecto, si elegimos como referencia un potencial nulo en la
superficie W’{RT‘J = 11 entonces ¢l potencial gravitacional toma la forma,

: 1 1
Vir) = -GM_m (= - —) (r =2 R)
1 T R T
I
Es facil verificar que en este caso V coincide con la expresidn para el potencial gravitatorio cerca de la
superficie terrestre discutido anteriormente. Asi, si llamamos 1 = Ry + 2, lenemos que

e i 11
Viz) = "CI\»’JTm{RTJrz RT}
GM m

Viz) = —2' Z = Mgz

R

donde se ha utilizado el tearema de Taylor para expandic Vi) a primer orden en tormo a 2 = Rt
: ; ; G o -
¢} Fuerza lineal de restitucion: F = -k r

Corresponde o un Taso cspecial de fuerza central, v por lo lanto es conservativa. La funcidn energia

potencial en un punto r, medida con respecto a un punto de referencia Ls €5

VD) = V() + 2k (7 - 1)
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La posicion r =1 corresponde o la posicion de equilibrio, Sir,=0yseelige Vir d=0, tencmos que
. 2
V(r) = % Kr

es la funcion energia patencial con respeeto a la posicion de equilibrio r, = 0.

. . . - -
En este caso, la fuerza de restitucidn sigue Ja ley de Hooke, P = -kx x

Ejemplo: Resore en régimen elistico

Por 1o tanto, la energia potencial de un resorte, medida con respecto 4 la posicidn de equilibrio, es

V(x) = —%—]::xz $iV(0) = O

1.5 Fuerzas no conscrvalivas

La situacidn fisica mis comiin corresponde 4 la coexistencia de fuerzas conservativas y no conservaiivas,
Ejemplos de estas dltimas son las fuerzas de roce viscoso y deslizante, siendo ambos tipos fuerzas
dizipativas que realizan un trabajo negative, W = 0. En general las fuerzas no conservativas son aguellas
en gue el rabajo realizado depende de la trayectona seguida,

Es conveniente expresar elirabajo Wy, tealizado por la fuerza resultante sobre una particula como la suma
del trabajo realizado por las fuerzas conservativas W mis el trabajo realizado por las fuerzas no
conservallivias “rl\"f_"’

‘NR = W[: + V‘.’NC

Recordando que ¢l trabajo realizado por las fuerzas conservativas para ir desde un punto A a un punte B es
igual a la diferencia de energia potencial entre A y B se tiene que: We. = ViA) - V(B)

Asl, el teorema de las [uerzas vivas se puede expresar como:

K(B) - K(A) = V(A) - V(B) + Wye
o en forma alternativa,
[KiB) + ViB) | - [ K(A)+ VAL = Wige
es decir, el trabajo realizado por las [uerzas no conservalivas es igual a la variacion de i energia mecdnica
tatal,

1IL.6 Energia poetencial ¥ movimiento. Equilibrio

Al estudiar el movimiento de una panticula se puede obtener una cantidad impertante de informacién a
partir de la funcién energia potencial. Para simplificar la discusion, analizaremos el caso de un
movimiento unidircccional, Considerando gue gdlo acnian fuerzas conservativas, cs posible expresar I
magnitud de la velocidad v de la pacticula como:
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v = \/i (E - V(x))
Im

Este resultado se deriva del teorema de conservacidn de 1o energiy mecdnica wtal B, Se observa que el
movimiznto s0lo es pesible cuando B >Vix). Dependiendo de la funcidn Vix) v del valor de E, ¢l
movamiento queda restringido a un rango de valores de x.

s - [} r o S }
Para tlustrar las diferentes situaciones fisicas gue pueden I o
producicse, supongamos una funcion de energia potencial como

: : Ey
seomuestra cn la figera, 7/_\
Y \
i

Vix=0) = Yo
Wiz -zl =0

Ademids, se ha graficado la magnitud de la fuerza que actia en la

dircecion x wlilizando b expresidn: |
F = - ﬂ x
ax ~2v
"o
A lo large del eje = se muestra la direccidn de la fuerza que se G:_) @
ejerce sobre la particula, : I | |

© S 8 -

Hay dos aspectos interesantes que analizar. Bl primero esid
relactonado con laregion de la variable x donde el movimiento
es posible para un nivel dado de energia mecdnica B

Asi, por gjemplo, observamos en el grifico que para E,=E, ¢l movimicnto ¢s posible para todo x
ya gue siempre Ey > V(x). Para E  =E,, el movimiento es posible en el intervalo [0, x1] o en &l
mlervalo [xg, =], Desde el punto de vista de la Mecdnica clisica, nunca una particula podria estar en el
intervalo [x;. %5] . ya que la magnitud de la velocidad seria un ndmero imaginario, fo cual no tiene
sentido fisico. Para L:u = Ej, el movimiento ¢s posible en el intervalo [13, %4) oen el intervalo [xs, =],

Finalmente, también ¢s posible el mavimiento para E = By < 0 ¢n el intervalo [xg, x4].

Consideramos con mavor detalle ef caso de una particula que se desplaza desde el infinito hacia el origen
x=lh con una energia cinélica inicial igual a B = Ly (en el infinito la energia potencial es nula). La

particula es acelerada (ver direccitn de la fuersa) hasta el punto donde se alcanza ¢l minimo de energia
polencial W . enx =ey. Una vez traspasado ese punto, donde la rapidez es mixima, la particula

empicza a desacelerar hasta que se detiene en el punto x = 2. En ese punto, la fuerza que se cjerce sobre

la particula tiene la direccidn de x creciente, razdn por la cual la particula es nuevamente acelerada hacia la
derecha, algjdndose indefimidamente.

El segundo aspecto a considerar tene que ver con ¢l tipo de movimiento que se produce en el intervala
[e5. %41 ¥ [xﬁ, x?-}. En ambos casos, la fuerza que se ejerce sobre la particula apunta hacia el punto

definide por la coordenada x = ey ¥ X=oy respectivamente. Se puede concluir que si

a particula queda
confinada a un pozo de potencial, su movimiento serd oscilatorio en lorno al punto en que la fuerza se
anula.
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= Estabilidad
La discusidn v el ejemplo previo sugieren una situacton nueva para aquellos puntos en que la fuerza se
anula, Enel grafico anterior se observa que Dy CUatro puntos (8= o, ¢q, 84 ¥ oy} donde la fuerza es nuka

vy corresponde o la situaciin en que:

av _ g

dx
Ln general, se dice que una particula estd en equilibrio si la fuersy neta gue actia sobre ella es nula. Bn
este caso tenemos que dV = F ~dr = 0, es decir, la variacion infinitesimal de la energia potencial es
nula en el punte de equilibrio. Por 1o tanto, se puede concluir que la energia potencial es minima,
maxima, o constante en la coordenada respectiva (ver lgura). Listas tres situaciones se pueden definir en
terminos de tpos de equilibrio:

W) posicitn de equilibrio estable es aguella dende la funcidn energiu poteneial cs minima. Esto se
expresa mediante la condicidn

Fo
4y > 0
-
dx o
punte de equilibrio
by posicidn de equilibrie inestable es aguella donde la funcion energia potencial es maxima. Ln
CALE Tas,

2
av <0
2
dx o
punto de equilibrio
¢} posicion de equilibrio indiferente es agquella donde la energia potencial es constante en la vecindad
del punte de equilibric.

1.7 Oscilaciones pequenas

Analizamos agui ¢l movimiento oscilatorio de una particula en
wormo a una posician de equilibrio estable. Supongamas que en
el caso unidimensional se licne una luncidn energia potencial
arhitraria ¥ que x = x, cormesponde a la posicidn de equilibrio
estable, Por lo tanie

(o LT
dx

X
o
por ser la posicion de equilibrio y
2z
g
% -0

dx

= X

o

por ser el equilibrio estable.

Interesa estudiar que sucede can V{x} en puntos cercanos a X, . Desarrollando en serie de Taylor tenemos
que
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¢ 2 dx’ \ ) | dx
3 J . ]
0 [§] i

2. - 3 3
V(x} = Vi(x )+ % (xeO}+%i‘i—‘_”— -7 4 1[8M (X-X\ -

esto s, podemos expresar la funcion energia potencial como una serie de potencias alrededor de x = X,

col la precision que queramos,
En puntes sulicientemente cercanos al punto de equilibrio ¥y 80 puede aproximar ¢l polencial Vix) par la

EXPrEsicn,

V(x) = V(x ) + -:ZL— av (x-x)

¥ ba fuerza que se ejerce sobre la particula ex

F.oavg
cx

s 2 i
2 [§]
dx

gue es equivalente a ln fuerza de restitucidn eldstica de un resorte con una constante equivalente igual o |

L |4l
dx’

X
o

y un fargo natural cquivalente i Ko Se concluye asi que para oscilaciones peguefias en tormo a la posicidn

de cquilibric estable, el movimiento ¢s armonico simple con una lrecuencia angular igual

). =
8]

vel peniodo de la oscilacidn queda dado por

)
o

Sila amplitud de §a oscilacién crece, los (érmines en (x - xu}'l’ ¥ polencias superiores cobran nmportancia,

y por lo tanto la expresidn utilizada para ¥(x) ya noe es vélida. En ese caso la oscilacidn sigue siendo
periddica pero el movimiento no es armdnico,



