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I OPTIMIZACION ESTOCASTICA

I.1 Introduccién

La estocasticidad o incertidumbre aparece en todos los sistemas pero hasta
ahora no era posible la solucion de problemas de optimizacién de grandes
sistemas considerando explicitamente ésta. La incertidumbre puede deberse a
carencia de datos fiables, errores de medida o tratarse de pardametros que
representan informacién sobre el futuro. Por ejemplo, en el caso de planificacion
de sistemas de energfa eléctrica la incertidumbre surge principalmente en: la
demanda y precios futuros de la electricidad o de los combustibles, las
aportaciones hidrdulicas o la disponibilidad de los elementos de generacién y
red. No toda la incertidumbre se encuentra en el mismo horizonte temporal.

En optimizacién determinista se supone que los pardmetros del problema son
conocidos con certeza, aunque sea a su valor medio. En optimizacién estocdstica
(stochastic optimization SP) se relaja esta condicién. No se conocen sus valores,
s6lo sus distribuciones y habitualmente se supone que éstas son discretas con un
nimero finito de estados posibles. La suposicién de distribuciones discretas es
habitual en los optimizadores de optimizacién estocdstica. Actualmente no
existen aplicaciones estdndar o comerciales, potentes y fiables, para resolver
problemas estocdsticos. Todavia no es un campo en desarrollo.

Los tipos de modelos que aparecen en programacién lineal' estocdstica son
motivados principalmente por problemas con decisiones de tipo aqui y ahora
(here and now) [Dantzig:55], decisiones previas bajo futuro incierto:. Esto es,
decisiones que deben tomarse basdndose en informacién a priori, existente o
supuesta, sobre situaciones futuras sin realizar observaciones adicionales.
Recurso’ es la capacidad de tomar una accién correctora después de que haya

! La restriccion a problemas lineales es por razones practicas: primero, son los mads
frecuentemente utilizados y segundo, aquéllos con métodos de solucién méds eficientes y
avanzados. Las técnicas que se presentan admiten también funciones no lineales mientras la
regién factible y la funcién objetivo sean convexas.

* FExisten otros tipos de problemas de optimizacién estocdstica, que no se tratan en el
documento, denominados con restricciones probabilistas (chance constraints o probabilistic
constraints) que incluyen restricciones lineales con pardmetros aleatorios y se modela la
condicién de cumplirlas restricciones con una cierta probabilidad. En el caso de distribuciones
discretas se necesita una variable binaria por cada suceso, definido como combinacién de los
valores discretos de los pardmetros.

3 Kl recurso se denomina completo cuando para cualquier decisién de la primera etapa
(independientemente de su factibilidad) existen decisiones factibles para la segunda etapa. Se
denomina relativamente completo si se cumple sélo para decisiones factibles de la primera etapa
y parcial cuando no siempre las decisiones de la segunda etapa son factibles para las decisiones
de la primera etapa.
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1 INTRODUCCION

ocurrido un suceso aleatorio. Por ejemplo, 'se toman hoy un conjunto de
decisiones z; ‘con valores de los parametros conocidos (es decir, deterministas),
durante la noche se producen unos sucesos aleatorios (exégenos) y manana se
toman un conjunto de acciones correctoras z, que mitigan (corrigen) los efectos
de los sucesos aleatorios w sobre las decisiones de hoy.

Las decisiones de la primera etapa no dependen del escenario que ocurra
realmente en el futuro. Las decisiones de la segunda etapa z, son los recursos.
La funcién objetivo asociada a estas decisiones es la funcion de recursos,
depende de las decisiones de la primera etapa z; y de los valores w de los
pardametros aleatorios. Esta circunstancia incrementa exponencialmente el
tamano del problema. Este problema, denominado problema lineal estocdstico
bietapa* PLE-2, determina el valor é6ptimo de z;, y ;. Las decisiones relevantes
en optimizacién estocdstica son exclusivamente las de la primera etapa =z,
puesto que son éstas las que hay que tomar de manera inmediata.

Veamos un ejemplo sencillo de planificacién lineal estocdstica bietapa. Se
trata de un problema de planificaciéon 6ptima de la expansién de la generacién,
es decir, determinar la inversién éptima en generacién. Se dispone de varios
tipos de generadores candidatos para satisfacer la demanda durante varios
periodos. El primero de los periodos tiene una demanda aleatoria. La decisién de
inversién debe ser tunica para todos los periodos. Ademds existe una restriccion
presupuestaria a la inversion total y una potencia minima a instalar.

Veamos la formulacién matematica del problema. Sea f el coste fijo de
inversién de cada generador candidato i en el alcance del modelo, v; el coste
variable de produccién del generador i en el periodo j, d; la demanda de
potencia de cada periodo j para cada escenario s siendo p, la probabilidad del
escenario. Se define una potencia minima a invertir P y un presupuesto
méaximo disponible D. Las variables del problema serdn X, la potencia a
instalar de cada generador i, Y potencia de operacién de cada generador i en
cada periodo j para cada escenario s .

En primer lugar, veamos un escenario determinista cualquiera. La funcién
objetivo serd minimizar la suma de costes fijos de inversién maés los costes de
operacion para dicho escenario.

4 Se denomina bietapa porque tiene dos etapas, una asociada a las decisiones anteriores a la
realizacién de la incertidumbre y otra a las decisiones correctoras una vez realizada la

incertidumbre.
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I OPTIMIZACION ESTOCASTICA

manfX +Zvﬂ

z sﬂ

> X, >P

Z: JX =D para cualquier escenario s
Y: <X, Vi

2 vy 2 dj v

X7,Y]f >0

Veamos ahora el problema estocdstico de minimizar los costes totales
esperados para el conjunto de los tres escenarios
manfX +va Y

s jis i
X; w ; sji

X =P
S X <D

Y <X, Vsji
YV >d Vs

— i J
XY 20

$title Planificaciéon 6ptima de la expansion de la generacién

sets
I generadores / gen-1 * gen-4 /
J periodos / per-1 * per-3 /
S escenarios de demanda / s-1 * s-3 /

parameters
F(i) coste fijo de inversién [€]
/ gen-1 10
gen-2 7
gen-3 16
gen-4 6 /

PROB(s) probabilidad de cada escenario [p.u.]
/ s-1 0.2
s-2 0.5
s-3 0.3/
DEM(j) demanda para un escenario [Mw]
table v(i,j) coste variable de operaciéon [€ por Mw]

per-1 per-2 per-3
24

gen-1 40 4

gen-2 45 27 4.5
gen-3 32 19.2 3.2
gen-4 55 33 5.5

table DEMS(s,j) demanda estocastica [Mw]
per-1 per-2 per-3
3 3 2

1
-2 5 3 2
3 7 3 2

nunn
I I
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1 INTRODUCCION

scalar
POTMIN potencia minima a instalar [Mw] / 12 /
PRSPTO limite presupuestario [€] / 120 /
variables
X(i) potencia a instalar [Mw]
Y(j,i) potencia en operacién [Mw]
Ys(s,j,i) potencia en operacion estocastica [Mw]
COSTE coste total

positive variables X, Y, YS

equations
COST coste total [€]
COSTS coste total estocastico [€]
PRESUP Timitacion presupuestaria [€]

INSMIN potencia minima instalada [Mw]

BALPOT potencia en operacién menor que instalada [Mw]

BALPOTS potencia en operacién menor que instalada estocastica [Mw]

BALDEM balance de demanda [Mw]

BALDEMS balance de demanda estocastico [Mw] ;
COST .. COSTE =E= sum(i, F(i) * X(i))

+ sum((3,1), ) v(@,i) * v(@G,i)n ;
COSTS .. COSTE =E= sum(i, F(i) * X(i))

+ sum((s,j,i), PROB(s) * Vv(i,j) * vs(s,j,i)) ;
PRESUP .. sum(i, F(i) * X(i)) =L= PRSPTO ;
INSMIN .. sum(i, X(i)) =G= POTMIN ;

BALPOT(j,1) ..o Y, =L= X(i) ;
BALPOTS(s,Jj,i) .. Ys(s,j,i) =L= X(i) ;

BALDEM(J) .oosumCi, Y(,1)) =G= DEM(J) ;
BALDEMS(s,j) .. sum(i, YS(s,j,1)) =G= DEMS(s,j) ;

model DETERM / COST, INSMIN, PRESUP, BALPOT, BALDEM / ;
model ESTOCA / COSTS, INSMIN, PRESUP, BALPOTS, BALDEMS / ;

* cada escenario determinista por separado
Toop (s, )

DEM(j) = DEMS(s,J) ;

solve DETERM MINIMIZING COSTE USING LP ;

* escenario de demanda media

DEM(j) = sum(s, PROB(s) * DEMS(s,j)) ;
solve DETERM MINIMIZING COSTE USING LP ;

* problema estocdstico

solve ESTOCA MINIMIZING COSTE USING LP

El problema se resuelve en primer lugar de forma determinista para cada
escenario s de demanda por separado. A continuacién se resuelve el problema
para el valor medio de la demanda y finalmente el problema estocdstico y sus
resultados se presentan a continuacion.

Determinista 1 | Determinista 2 | Determinista 3 | Medio | Estocastico
Generador 1 . 0.33 3.67 0.67 0.67
Generador 2 . . . . 2
Generador 3 3 4.67 3.33 4.53 4.33
Generador 4 9 7 5 6.8 5
| Coste total 262 | 34667 | 43733 [355.73| 36247
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I OPTIMIZACION ESTOCASTICA

Para la soluciéon de problemas estocdsticos se ha recurrido histéricamente a
diferentes aproximaciones:

i) Una es solucionar el problema para cada posible escenario. Esta se
denomina espera y observa (wait and see o scenario analysis o what-if
analysis), corresponde a tomar las decisiones una vez que se ha resuelto la
incertidumbre. Estas decisiones se denominan clarividentes, anticipativas, no
implantables. El problema se resuelve independientemente para cada
escenario. Un caso particular de problema determinista es el escenario medio,
correspondiente al valor medio de los pardmetros y cuya funcién objetivo
denominamos (expected value EV). Potencialmente, se obtiene una solucién
diferente para cada escenario (como sucede en el ejemplo anterior) e incluso
la solucién de un escenario puede ser infactible en otro.

ii) A vpartir de las soluciones se observan sistemdticamente semejanzas y
diferencias entre ellas y mediante criterios heurfsticos subjetivos elegir planes
robustos, es decir, planes cuyas decisiones forman parte de los planes 6ptimos
bajo numerosos escenarios o planes flexibles, cuando las decisiones que
componen un plan pueden ser modificadas conforme se resuelve la
incertidumbre. Evidentemente, este procedimiento no garantiza la obtencién
de la solucién 6ptima. De hecho, la soluciéon éptima estocdstica no tiene por
qué ser 6ptima para ningin escenario. Con un criterio heuristico el generador
2 en el problema de expansién previo no apareceria puesto que no aparece en
la solucién para ninguno de los escenarios ni para el de demanda media. Sin
embargo, sf aparece en la solucién éptima del problema estocéstico.

El paso de estas aproximaciones a la optimizacién estocdstica supone un
salto cualitativo en cuanto a complejidad de solucién y tamano del problema.
La optimizacién estocdstica se debe utilizar cuando las decisiones pueden no ser
utilizables o realizables si no se tiene en cuenta expresamente la incertidumbre,
es una forma de protegerse frente a ella. En el ejemplo anterior se aprecia que
las decisiones de inversién en las que se estd interesado cambian segiin se haga
la hipdtesis sobre la ocurrencia de cada escenario futuro o del escenario de
demanda media.

Las decisiones en un momento dado dependen exclusivamente de la
informacién disponible en ese momento, no pueden utilizar informacién futura.
Las decisiones de la primera etapa (decisiéon unica de inversién) son
independientes del escenario que ocurra, se toman con antelacién a resolver la
incertidumbre. Esta caracteristica se denomina propiedad de implantabilidad o
no anticipatividad de las decisiones.
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1 INTRODUCCION

La optimizacién estocastica permite incorporar actitudes aversas al riesgo,
por ejemplo, mediante la penalizaciéon de los peores escenarios. La generalizacion
del concepto de proteccién frente al riesgo se hace mediante optimizacion
robusta. Se dice que una solucién es robusta si es casi 6ptima para todos los
escenarios. Se dice que un modelo es robusto si es casi factible en todos los
escenarios. La optimizacién robusta trata de encontrar un equilibrio simultdneo
entre ambos objetivos de optimalidad y factibilidad.

Los diferentes estados que pueden tomar los pardametros aleatorios a lo largo
del tiempo se representan mediante un drbol de probabilidad o de escenarios,
figura 1.1. Se define un escenario como cualquier camino (trayectoria) que va
desde la raiz del arbol hasta las hojas de manera que los escenarios que
comparten una misma informacién hasta una cierta etapa también comparten
esa parte del arbol. El darbol de probabilidad es la forma natural y explicita de
representar la no anticipatividad de las decisiones estocédsticas discretas. En el
caso ejemplo previo, el arbol es simplemente una rafz y tres hojas. Las
decisiones de la primera etapa se comparten (son las mismas para cualquiera de
los escenarios) y por eso la raiz es tnica. Las decisiones de la segunda etapa son
miuiltiples (dependen de cada escenario) y por eso tiene tres hojas. La
determinaciéon del &rbol de probabilidad debe considerar las dependencias
temporales y/o espaciales que pudieran existir entre los pardmetros aleatorios.
Si el proceso aleatorio es markoviano la dependencia temporal sélo alcanzard un
periodo. En un caso general se puede extender mads all4.

En la formulacién que se utiliza en este ejemplo y en algunas de las técnicas
de descomposicién (e.g., descomposicién de Benders) que se van a explicar en el
documento se utiliza expresamente la estructura del drbol de probabilidad para
definir las variables y los pardmetros aleatorios. Asi en el ejemplo, las variables
de la primera etapa no dependen de los escenarios mientras que los de la
segunda si. Existe otra técnica de resolucién alternativa (scenario decomposition
with splitting variable formulation) que considera variables independientes para
cada escenario (como se muestra en la figura 1.2) y establece restricciones de no
anticipatividad que hacen que ciertas variables sean iguales entre si en ciertos
periodos. En esta técnica se utiliza el método de relajaciéon lagrangiana que se
verd mas adelante, especialmente indicado cuando existe un nimero reducido de
restricciones de complicacién. Es decir, el arbol de la figura 1.1 se convierte en el
de la figura 1.2 mediante restricciones. En el ejemplo previo seria equivalente a
haber definido una variable de inversién para cada escenario y haber impuesto
restricciones que las obligan a ser iguales.
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I OPTIMIZACION ESTOCASTICA

X! ® v
X’ oV
X° oV

Figura 1.2 Arbol de probabilidad para agregacién de escenarios.

La estructura de la matriz de restricciones del problema estocdstico se
observa en la figura 1.3. En ella se muestran las restricciones que involucran
variables de cada etapa por separado y las que unen variables de ambas etapas.
El problema estocdstico es de tamano mucho mayor que el de un problema
determinista y tiene la estructura no anticipativa del arbol de probabilidad. Las
técnicas de descomposicién aprovechan esta estructura repetitiva de la matriz de

restricciones.
Variables Variables
primera segunda
etapa etapa
X Y', v v®
ISM I Restricciones primera etapa
| BALPOTT
BALDEMS Restricciones primer escenario
BALPOTT
BALDEMS Restricciones segundo escenario
BALPOTT
BALDEMS Restricciones tercer escenario

Figura 1.3 Estructura de la matriz de coeficientes de las restricciones.
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1 INTRODUCCION

La funcién objetivo del problema estocdstico (recourse problema RP) es el
valor de la parte correspondiente a las decisiones de la primera etapa maés el
valor esperado de la correspondiente a las decisiones de la segunda etapa (362.47
en el ejemplo). Se denomina valor esperado con informacion perfecta (EVWPI)
a la suma ponderada para cada escenario de la funcién objetivo total sabiendo
que dicho escenario va a ocurrir con certeza (356.93 para el ejemplo). Es decir,
se revela la incertidumbre antes de tomar las decisiones de la primera etapa.
Este valor siempre serd menor o igual, si se estd minimizando, que la funcién
objetivo del problema estocdstico. El valor de la solucion estocdstica (value of
stochastic solution VSS) es la diferencia entre la funcién objetivo del valor
esperado de la solucién del valor medio de los pardmetros estocdsticos EEV
(280x0.2+347.73x0.5+454.73x0.3=366.27) y del problema estocastico (366.28—
362.47=3.81).

Para cada escenario, la soluciéon del problema estocdstico es siempre peor o
igual que la solucién con informaciéon perfecta (280, 349.33 y 439.33
respectivamente). Se denomina wvalor esperado de la informacion perfecta
(expected value of perfect information EVPI) o arrepentimiento esperado a la
suma ponderada de la diferencia entre la solucién del problema estocédstico en
cada escenario y la solucién con informacién perfecta en dicho escenario. El
arrepentimiento en cada escenario es 280-262=18, 349.33-346.67=2.66, 439.33—
437.33=2 y el arrepentimiento esperado EVPI=18x0.242.66x0.5+2x0.3=5.54.
Este valor siempre serd positivo en un problema de minimizacion.

Cuando esta diferencia en algin escenario pueda ser elevada (de
consecuencias catastréficas) o existe gran no linealidad en la funcién objetivo
para los diferentes escenarios la optimizacién estocdstica se puede formular como
minimizacion del mdzrimo arrepentimiento (o criterio minimax). Este es un
criterio conservador de proteccién frente el riesgo que se utiliza cuando no se
tienen o no se quieren utilizar las probabilidades de los escenarios porque no se
tiene confianza en dichos valores. Otro criterio semejante y complementario
seria el de maximizaciéon del minimo beneficio.

Se cumplen las relaciones EVWPI + EVPI = RP, RP +VSS = EEV y, por
consiguiente, EVWPI < RP < EEV .

Veamos otro ejemplo de un problema de optimizacién de una compania de
gas con demanda y precio estocdsticos tomado de NEOS (http://www-
fp.mcs.anl.gov/otc/Guide/OptWeb/continuous/constrained /stochastic/index.ht
ml). Cuando la compania compra gas suministra parte a sus consumidores y el

resto lo almacena. Cuando vende gas lo toma de sus compras o de sus depdsitos.
Luego sus decisiones son cudnto gas comprar y vender directamente, cudnto
comprar y almacenar o cudnto tomar del depdsito y vender. Las decisiones
o6ptimas dependerdn del precio del gas ahora y en el futuro, del coste de
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I OPTIMIZACION ESTOCASTICA

almacenamiento, del tamano del depésito y de la demanda en cada periodo. La
demanda anual y el precio del gas para cada escenario se presentan en la
siguiente tabla. El precio de almacenamiento de una unidad de gas es de 1
€/ano. Se quieren tomar las decisiones 6ptimas para los dos primeros afnos
sabiendo que el ano actual estd siendo normal y el ano préximo puede ser
normal, frio o muy frio con las probabilidades que aparecen en la tabla.

Escenario | Coste del gas (€) | Demanda | Probabilidad
Normal 5.0 100 1/3
Frio 6.0 150 1/3
Muy frio 7.5 180 1/3

$title Planificacion o6ptima de la compra de gas

sets
S escenarios de temperatura / nr, fr, mf /
0 opciones de gestiodn / cyv, cya, ayv /

parameters
CvS(s) coste del gas en cada escenario [€]
/ nr 5.0
fr 6.0
mf 7.5 /

PROBS(s) probabilidad de cada escenario [p.u.]
/ nr 0.333333

fr 0.333333

mf 0.333334 /

DEMS(s) demanda en un escenario
/ nr 100

fr 150

mf 180 /

Cv  coste del gas
PROB probabilidad
DEM demanda en un escenario

scalar )
CALM coste de almacenamiento [€ por afo] / 1 /

variables
X(0) cantidad que gestiona el primer afo
Y(o) cantidad que gestiona el segundo afio
YS(s,0) cantidad que gestiona el segundo afio estocastico
COSTE coste total

positive variables X, Y, YS

equations
COST coste total
COSTS coste total estocastico

BALDEM1 balance de demanda del primer afo
BALDEM2 balance de demanda del segundo afo
BALDEMS2 balance de demanda del segundo aio
GSTDEP  gestién del depdsito ;

COST .. COSTE =E= cvs('nr') * (X('cyv')+Xx('cya'))
+ CALM * X('cya')
+ cv * (Y('cyv))+Y('cya')) ;

COSTS .. COSTE =E= cvs('nr') * (X('cyv')+x('cya"))

+ CALM * X('cya')

+ sum(s, PROBS(s) * cvS(s) * (YS(s,'cyv')+Ys(s, 'cya'))) ;
BALDEM1 .. X('cyv') =E= DEMS('nr') ;

BALDEM2 .. XClayv') + Y('cyv") =E= DEM H
BALDEMS2(s) .. X('ayv') + YS(s,'cyv') =E= DEMS(s) ;
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1 INTRODUCCION

GSTDEP .. X('cya') =E= X('ayv') ;

model DETERM / COST , BALDEM1, BALDEM2 , GSTDEP / ;
model PROBAB / COSTS, BALDEM1, BALDEMS2, GSTDEP / ;

* cada escenario determinista por separado

Tloop (s,
cv cvs(s) ;

DEM DEMS(S) ;

solve DETERM MINIMIZING COSTE USING LP ;

* escenario de demanda media

Cv = sum(s, PROBS(s) * Cvs(s)) ;

DEM = sum(s, PROBS(s) * DEMS(s)) ;

solve DETERM MINIMIZING COSTE USING LP ;
* problema estocdstico

solve PROBAB MINIMIZING COSTE USING LP ;

Los resultados para cada escenario determinista, el escenario medio y el
problema estocdstico se presentan a continuacién.

Compra y | Compray | Depésito a | Compray | Compray | Coste
Wienle almacena venta R almacena
Ano 1 Ao 2
Normal 100 . . 100 . 1000
Frio 100 . . 150 . 1400
Muy frio 100 180 180 . . 1580
Medio 100 143.33 143.33 . . 1360
Estocastico 100 100 100 50 . 1400
80

Para este ejemplo también se observa que las soluciones en cada escenario
son claramente diferentes a las del escenario medio y a las decisiones del
problema estocéstico.

1.1.1 Resena historica

La optimizacion estocdstica aparecié en 1955 como una extension de la
programacion lineal con énfasis en el gran nimero de variables y pardmetros con
trabajos independientes de Dantzig [Dantzig:55] y Beale [Beale]. Por otra parte,
como otra extensién de la programaciéon lineal para grandes sistemas con
estructuras especiales en la matriz de coeficientes de las restricciones aparecieron
las técnicas de descomposicion [Benders, Dantzig:63, Dantzig:60, VanSlyke],
también denominadas de optimizacion matemdatica a gran escala. Los problemas
de optimizacién de gran tamano con estructura especial pueden tener
subyacente una estructura espacial, temporal o debida a la aleatoriedad de los
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I OPTIMIZACION ESTOCASTICA

pardametros. Esta estructura es la que se rompe mediante el uso de las técnicas
de descompocién para la resolucién del problema.

Aunque las primeras investigaciones aparecen muy temprano, sélo
recientemente el avance en la tecnologia de los ordenadores ha permitido la
solucién de problemas de muy gran tamano y ha devuelto interés al tema de la
optimizacion estocdstica produciendo ademds un avance en la teorfa matematica
que lo sustenta. Los libros de Ermoliev y Wets (eds.) [Ermoliev], Kall y Walace
[Kall] (http://www.unizh.ch /ior /Pages/Deutsch /Mitglieder /Kall /bib /ka-wal-
94.pdf), Birge y Louveaux [Birge:97] y Prékopa [Prekopa] pueden servir de

compendio a la investigacién reciente en este campo. En castellano como
refencia se pueden utilizar los libros de Ramos et al. [Ramos:08] y Alonso-Ayuso
et al. [Alonso:04]. Otros  libros se  pueden  encontrar  en
(http://stoprog.org /resources.php#textbooks). En internet existe una direccién

que recoge las actividades de la Stochastic Programming Community
(http://stoprog.org/) y un repositorio de publicaciones electrénicas recientes
sobre programacién estocdstica Stochastic Programming FE-Print Series

(http://www.speps.info/) asi como una recopilacién de bibliografia en

optimizacién estocdstica (http://www.eco.rug.nl/mally /spbib.html) y

optimizacién estocdstica entera (http://mally.eco.rug.nl/biblio/STP.HTML).

Existe especificamente una conferencia trianual dedicada a la optimizacion
estocdstica The Internacional Conference on Stochastic Programming
(http://tucson.sie.arizona.edu/SPX) que ya va por su décima edicién.

La resolucién de este tipo de problemas abre nuevas posibilidades en
numerosos ambitos. En el d&ambito de la planificacién, conceptualmente
asignacion optima de recursos, de sistemas de energia eléctrica se pueden citar
como ejemplos modelos de:

 Planificacién a largo plazo de la expansion de la red [Perez, Stanford]
La expansion de la red se formula como un problema estocédstico bietapa.
La primera etapa recoge las decisiones discretas de inversién en
corredores y la segunda las decisiones de explotacién. Los distintos
escenarios se deben a variaciones en la demanda, la hidraulicidad y la
disponibilidad de elementos de generacién y red. En el modelo PERLA la
expansién de la red se formula como un problema de planificacién
estdatica que optimiza el coste total anual, suma del coste anualizado de
inversion, explotacién e indisponibilidad. Este ha sido utilizado por REE
como herramienta de ayuda a la planificacién téctica (con horizontes de
15 a 30 afnos). El modelo ha sido desarrollado en FORTRAN y utiliza
MINOS [Murtagh] y ZOOM para la solucién de los problemas de

optimizacion lineal y entera respectivamente.
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1 INTRODUCCION

14

Coordinacién hidrotérmica [Morton:93, Jacobs, Morton:96, Pereiral

Esta consiste en la planificaciéon de la explotacién de un sistema
hidrotérmico en miltiples periodos considerando las aportaciones
hidrdulicas como pardmetro aleatorio. El objetivo es determinar la
explotacién del subsistema hidrdulico que minimiza los costes de
explotacién esperados derivados de la utilizaciéon del subsistema térmico.
Determinaciéon del precio de la electricidad para diferentes tipos de
consumidores en sistemas hidraulicos [Mathiesen]

Este modelo analiza la formaciéon de precios en el nuevo mercado de
electricidad de Noruega. Explicitamente considera la gran variacién
interanual entre aportaciones hidraulicas (estocdsticas) y el reparto anual
del agua teniendo en cuenta los diferentes estados. Considera varias
regiones y periodos en el ano. El modelo propuesto se formula como
problema no lineal (cuadrético) estocdstico multietapa. La principal
hipétesis es la estrecha relacion entre el precio de la electricidad y otros
precios de la energia. Se supone que todos los agentes son neutrales frente
al riesgo y compran al precio estipulado. Se distingue entre dos tipos de
consumidores: aquellos que no tienen fuentes de energia alternativas
(demanda contractual cuyo precio estd estipulado y garantizado durante
el ano) y aquellos que si (demanda puntual cuyo precio es incierto hasta
el comienzo del periodo).

Planificacién a largo plazo de la expansiéon de la generaciéon [MIT,
Stanford] o de la red de distribucién

Planificacién a largo plazo de la expansién de inversiones en elementos de
potencia reactiva

Programacién semanal de la explotacién de un sistema eléctrico
Optimizacién a corto plazo del margen de contribucién de una compania
eléctrica con incertidumbre en el comportamiento de los competidores

Otros dambitos de aplicaciéon pueden ser:

Planificacién de capacidad de una linea de produccién [Ramos|

Gestion de una cartera de valores [Dantzig:91c], [Mulvey]

Planificacién de la instalacién de las subestaciones de alimentacién al
AVE y los tipos de catenaria
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I OPTIMIZACION ESTOCASTICA

I.2 Optimizacion lineal bietapa y multietapa

El problema lineal bietapa PL-2 se representa matemadticamente de la forma
siguiente, considerando el vector z, las variables de la primera etapa y z, las
variables de la segunda:

min(c/ 2, + ¢, x,)

Az, =, (2.1)
lel +A2$2 = b2
z, T, >0

donde A € R™™ y A € R™™. Las dimensiones de los demds vectores y
matrices se derivan de éstas. Por ser optimizaciéon determinista se suponen
conocidas las matrices y vectores. El tamano del problema completo es
(m; +m,) % (n, +n,). La estructura de la matriz de restricciones del problema
(denominada triangular inferior por bloques) se presenta en la figura 2.1.

A
B | 4|

Figura 2.1 Estructura de la matriz de coeficientes de las restricciones en PL-2.

Los dos ejemplos del capitulo anterior corresponden a problemas lineales
bietapa, deben proporcionar decisiones antes de resolver la incertidumbre,
siendo la segunda etapa estocdstica. Un problema de planificacién estédtica (para
un momento fijo en el tiempo) se formula frecuentemente como minimizacién de
una funcién objetivo suma de costes totales de inversién y explotacion sujeta a
restricciones propias de inversién y de explotacion. Las decisiones de inversion
corresponden a la primera etapa y las de explotacién a la segunda.

Los problemas de planificacién dindmica deben proporcionar decisiones
O6ptimas para momentos discretos del tiempo. Estos se conocen genéricamente
como problemas lineales multietapa PL-P. Aparecen en el estudio de procesos
dependientes del tiempo donde las actividades de un periodo estdn conectadas
con las del periodo anterior pero no con otros [Dantzig:63]. Para P etapas el
problema se puede formular como:
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2 OPTIMIZACION LINEAL BIETAPA Y MULTIETAPA

z,

P
: T
H}ln Cp .ﬁUP
p=1

B iz, ,+Ax,=b p=1..P (2.2)
z, >0
B, =0

donde las matrices A, € R™ "y B, y los vectores b, y ¢, son conocidos por
ser optimizacién determinista y z, son las variables. El problema completo tiene
m = E:; m, filasy n = E:; n, columnas.

Caracteristica de estos problemas es una estructura de la matriz de
coeficientes de las restricciones en escalera (o diagonal por bloques), tal como se
presenta en la figura 2.2.

4
Bl

[

A, |
B,

Figura 2.2 Estructura de la matriz de coeficientes de las restricciones en problemas lineales multietapa.

El tamano del problema crece linealmente con el nimero de etapas. Aunque
para problemas pequenos o medianos se pueden utilizar técnicas convencionales
de programacién lineal, esto resulta imposible para problemas de gran tamano.
Por ello, para su resolucién se emplean técnicas de descomposicion que
aprovechan su especial estructura.

Un problema de gestiéon 6ptima de recursos para un conjunto de periodos se
formula como minimizaciéon de una funcién objetivo para el conjunto sujeta a
restricciones que acoplan periodos consecutivos y otras especificas de cada uno

de ellos.
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I OPTIMIZACION ESTOCASTICA

I.3 Técnicas de descomposicion

La resolucién de problemas lineales estocésticos de gran tamano requiere de

técnicas de optimizacion y/o simulacién muy eficientes. En este documento se

presentan algunas de ellas:

descomposicion
Las técnicas de descomposiciéon resuelven problemas de muy gran tamano
con una estructura espectal, que se aprovecha desde un punto de vista
teérico y computacional, mediante la solucion iterativa de otros problemas
de menor tamano con estructura similar. Tiene sentido aplicarlas a un
problema cuya estructura especifica permite identificar partes del mismo que
son facilmente resolubles de modo individual. Constituye una forma flexible
y elegante de resolver problemas.
Los tipos de estructuras especiales pueden ser:
e Multidivisional: conjunto de subsistemas interrelacionados
Por ejemplo, el problema de flujo de cargas multisistema (Espana,
Francia y Portugal o el sistema eléctrico centroamericano) o la
programaciéon semanal de un sistema de energia eléctrica con muiltiples
grupos.
¢ Dindmica: gran nimero de restricciones y variables replicadas para cada
periodo
Por ejemplo, la coordinacién hidrotérmica a lo largo de maultiples
periodos.
* Estocastica o combinatorial: instanciaciones de variables aleatorias
discretas
Por ejemplo, la planificacién de la generacién para miiltiples escenarios
futuros.

simulacion 'y reduccion de varianza

Las técnicas de simulaciéon y reducciéon de varianza son necesarias cuando la
resoluciéon explicita del nimero de problemas que surgen debido a la
aleatoriedad en los pardmetros resulta inviable.

Una técnica de descomposicién para la solucién de problemas lineales

deterministas bietapa fue propuesta por Dantzig-Wolfe (DW) [Dantzig:60] en su

forma primal y por Benders (Bd) [Benders] en su forma dual. En la primera se

optimiza en sucesivas subregiones de la region factible hasta detectar el éptimo.
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8 TECNICAS DE DESCOMPOSICION

En la segunda se optimiza sobre una regién factible mayor e incrementando las
restricciones se aproxima a la solucién 6ptima en la verdadera regién factible.
La relajacion lagrangiana (RL) [Geoffrion:74] es equivalente a la descomposicién
de DW excepto que el maestro se resuelve en su forma dual. Para la solucién de
problemas lineales deterministas multietapa se femplea la descomposicién
anidada, cuya primera aplicacién se cita en [Dantzig:63]. Geoffrion [Geoffrion:70,
Geoffrion:71] unifica los dos conceptos fundamentales utilizados en optimizacién
matemadtica a gran escala: manipulacién del problema y estrategia de solucion.
El primero significa expresar el problema de forma alternativa esencialmente
equivalente pero mds facilmente solucionable. Como ejemplos: proyeccién,
linealizacién interior o exterior y dualizacién. La manipulacién del problema
tiene tres objetivos: inducir separacién entre problemas, inducir linealidad en un
problema parcialmente no lineal y aislar estructuras especiales para utilizar
algoritmos mads eficientes. El segundo supone la reduccién del problema de
optimizacién a una secuencia de problemas relacionados més sencillos. Como
ejemplos: linealizacién por tramos y relajaciéon. En [Lasdon| se explican también
algunas de estas técnicas. Otras técnicas de descomposicién incluidas en este
marco son: descomposicion en cruz [Aardal, Hilger, Kim, VanRoy],
descomposicién de Kornai-Liptak [Aardal], aproximacién externa [Duran].

La conjuncién de técnicas de descomposicién y simulacién fue propuesta por
Dantzig [Dantzig:87, Dantzig:90] y ha dado resultados espectaculares por los
tamanos de los problemas de planificacién resueltos [Dantzig:91a, Dantzig:91c,
Entriken:90, Infanger, Infanger:94, Stanford].

Estas técnicas hacen que el uso de procesamiento paralelo o distribuidos sea
muy conveniente [Dantzig:87, Dantzig:90]. Con ellas la solucién repetida de los
diferentes problemas se puede efectuar en paralelo entre los diferentes
procesadores disponibles [Entriken:88, Entriken:89, Ruszczynski].

Actualmente existe una herramienta para la solucién de problemas lineales
estocdsticos bietapa de gran tamano denominada DECIS de Gerd Infanger que
se puede ejecutar en un ordenador paralelo [Dantzig:91b] o convencional
[Infanger|. Las reducciones de tiempo con respecto a su solucién en ordenador
convencional logradas para este tipo de problema son del orden de la mitad del
ntimero de procesadores utilizados. Por ejemplo, con un problema concreto
resuelto con 64 procesadores en paralelo tomando 600 muestras en la simulacién

> Las técnicas de descomposicion son de uso matemadtico general y tienen sentido
independientemente de la tecnologia del ordenador/es utilizados en su resolucién. Sin embargo,
dada su naturaleza resulta muy conveniente la utilizacién de cdlculo en paralelo (un ordenador
con multiples CPUs débil o fuertemente acopladas) o cédlculo distribuido (multiples ordenadores
trabajando en colaboracién) para reducir los tiempos de cdlculo de manera sustancial.
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I OPTIMIZACION ESTOCASTICA

el tiempo de cdlculo se redujo en 37.5 veces. Este decremento depende del
ntimero de muestras y de procesadores.

Otra aplicacion denominada MSLiP permite la solucién de problemas
lineales estocdsticos multietapa de tamano medio para su uso en un ordenador
convencional [Gassmann:90|. Existe otro optimizador denominado SLP-IOR de
Peter Kall de la Universidad de Zurich con capacidad de resolver problemas
lineales estocdsticos. Mas recientemente OptiRisk Systems ha desarrollado el
cédigo SPInE (http://www.optirisk-systems.com /spine.asp) y en Chalmers

University otro denominado BNBS
(http://www.math.chalmers.se/~alten/bnbs/bnbs.html). En [Ermoliev] se citan
ademds otros cédigos de programacién lineal estocdstica.

La formulacién de problemas estocdsticos se estd empezando a realizar
también con lenguajes algebraicos de modelado como GAMS de GAMS
Development Corporation (www.gams.com ) [Ramos:98], AMPL

(www.ampl.com) [Gassmann:95, Gassmann:96] o MPL/SPInE de Maximal

Software (www.maximalsoftware.com). DECIS estd disponible conectado con
GAMS.

Las técnicas de descomposicién se pueden clasificar, ver [Flippo], segiin sean

las wvariables (Bd) o las restricciones (DW o RL) lo que complica la resolucién
del problema. La estructura habitual de la matriz de restricciones es diagonal
por bloques con variables, restricciones o ambas que complican, tal como aparece
respectivamente en la figura 3.1. En principio, serfan bloques independientes
excepto por la presencia de estos bloques adicionales de complicacién que unen
los demés.

L ]

Figura 3.1 Matrices de restricciones diagonales por bloques.

Por ejemplo, un problema multiperiodo con esta estructura en su matriz de
restricciones tiene variables que complican y se pueden reorganizar para inducir
separabilidad en las restricciones especificas de los periodos, figura 3.2.
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8 TECNICAS DE DESCOMPOSICION

Figura 3.2 Matriz de restricciones de un problema multiperiodo.

En el caso de un problema multidivisional existen restricciones que
complican y pueden “eliminarse” para inducir separabilidad.

Figura 3.3 Matriz de restricciones de un problema multidivisional.

Obsérvese que el problema dual del segundo tiene la estructura del primero y
viceversa.

También pueden clasificarse segiin cudl sea la informacién que se envia desde
el maestro al subproblema. La descomposicién de Bd envia variables del primal
y la de DW o RL variables del dual.

Matematicamente las técnicas de descomposicién se pueden utilizar siempre,
es decir, son formas exactas de resolver un problema de optimizacién. Sin
embargo, algoritmicamente sélo tienen sentido cuando existe una ventaja
computacional en su uso. En muchos casos, esta ventaja se deriva de la
separabilidad del problema completo en subproblemas similares de tamano
mucho menor. Por ejemplo, en el caso de planificacién multisistema subyace que
las relaciones (nimero de restricciones que acoplan) entre sistemas en el primer
caso o entre grupos en el segundo son débiles mientras que las relaciones dentro
del sistema son las m&ds numerosas.

Veamos un modelo de coordinacién hidrotérmica para el anédlisis de la
explotacién de un sistema eléctrico a medio plazo. Se trata de un modelo de
explotacién multiperiodo con gestion de las aportaciones hidrdaulicas para el
conjunto de periodos. Se define como periodo a la unidad relevante de tiempo
para la gestién hidraulica (por ejemplo, una semana o un mes o intervalos con
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I OPTIMIZACION ESTOCASTICA

duraciones intermedias crecientes segiin se alejan del presente). La estructura de
la matriz de restricciones presenta este aspecto.

Figura 3.4 Matriz de restricciones del problema de coordinacién hidrotérmica.

En la figura 3.5 se observa claramente la estructura en escalera de la matriz
de restricciones de un problema real con 12 etapas. El tamano del problema es
aproximadamente de 16500 restricciones y 25000 variables.
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Figura 3.5 Estructura de la matriz de restricciones.

El planteamiento matemédtico para su resolucién se puede hacer utilizando la
descomposicién de Bd, de DW o descomposicion anidada de Benders.
Alternativamente, este problema también puede resolverse por optimizacion
dindmica.

Bajo el punto de vista de descomposiciéon de Bd las variables de produccién
total de cada hidraulica en cada periodo son las que complican. Por
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8 TECNICAS DE DESCOMPOSICION

consiguiente, el maestro elabora propuestas para estas variables y los
subproblemas son problemas de optimizacién intraperiodo exclusivamente. Cada
subproblema envia el valor (la derivada) de la produccién total en cada periodo
de cada hidraulica (valor del agua) al maestro y recibe como dato la produccién
hidraulica para cada periodo.

._HZH_J

Figura 3.6 Matriz de restricciones del maestro y subproblema de Benders.

Bajo el prisma de descomposicién de DW las restricciones de movimiento de
las reservas en los embalses para todos los periodos (pero expresadas entre
periodos consecutivos) complican la resolucién. Cada subproblema hace una
propuesta de produccién hidrdulica para cada periodo y, por consiguiente, de
nivel final de reservas y el problema maestro, observando las restricciones de
gestién de los embalses, envia una senal econémica de la restriccién de gestion
hidraulica. Cada subproblema independientemente incluye esta senal en el coste
de explotacién del periodo y envia al maestro un nuevo valor de la produccién
hidraulica. La potencia hidrdulica es una variable para el subproblema.

‘ ._HZH_J

Figura 3.7 Matriz de restricciones del maestro y subproblema de Dantzig-Wolfe.
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I OPTIMIZACION ESTOCASTICA

La descomposicién anidada de Benders es la aplicaciéon recursiva de Benders
a los subproblemas que aparecen en el método de descomposicion de Benders.
Cada subproblema padre envia las propuestas de niveles finales de los embalses
al subproblema hijo y cada subproblema hijo devuelve la variable dual asociada
a esa propuesta.

Figura 3.8 Matriz de restricciones del maestro y subproblema de Benders anidado.

La eleccién entre un algoritmo de resolucion u otro se debe basar en dos
criterios fundamentales. Desde un punto de vista de la ingenierfa influyen

e su adaptacion al uso del modelo, por ejemplo en contextos
descentralizados,

* el significado fisico o la manera mé&s natural de manejar la informacién
que se intercambian maestro y subproblemas

Desde un punto de vista matematico se analizara:

e la idoneidad algoritmica en funcién de los resultados (tiempo de
resolucién y numero de iteraciones previsibles)

* tamanos de los respectivos maestros y subproblemas y adaptacion a los
principios bésicos de las descomposiciones

* potenciales problemas de infactibilidad

A continuacién se explica cada uno de estos métodos, empezando por el
método de descomposicion de Benders por ser el més utilizado actualmente y el
mads intuitivo de entender.
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I OPTIMIZACION ESTOCASTICA

I.4 Descomposicion de Benders

1.4.1 Descripcion general

El método de descomposicion de Benders (Bd) [Benders, Geoffrion:70,
Geoffrion:71, VanSlyke] recibe también el nombre de descomposicién primal
porque el problema maestro fija variables del primal, descomposicién en L
porque se aplica a problemas con matriz de restricciones con dicha forma,
descomposicién por recursos porque el maestro asigna directamente las
decisiones sobre los recursos al subproblema.

Descompone el problema lineal bietapa PL-2 en un problema maestro y un
subproblema. El maestro representa la primera etapa mé&s las condiciones
necesarias, denominadas cortes, derivadas de la segunda etapa. El subproblema
representa la segunda etapa para decisiones conocidas de la primera etapa. El
algoritmo es iterativo y alterna entre la solucién del maestro y del subproblema.

Este método se utiliza cuando las variables z, de la primera etapa complican
la solucién del problema. Es decir, ésta resulta mucho maés sencilla cuando
aquéllas se fijan temporalmente. Implicitamente se supone que el nimero de
variables z, es reducido frente al numero total de variables (n, < n,). El
nimero de iteraciones de descomposicion estd implicitamente relacionado con el
nimero de variables de complicacion. También tiene sentido su utilizacién
cuando maestro y subproblemas son de diferente naturaleza. Por ejemplo,
cuando el maestro es un problema MIP o cuando el subproblema es un
problema NLP. En su presentacién se utilizardn problemas formulados
linealmente aunque este método ha sido generalizado y permite la minimizacién
de una funcién objetivo convexa con regién factible formando un poliedro
convexo, ver [Geoffrion:72]. En [Paules] se encuentra una discusién de la
implantacién del método de descomposicién generalizada de Bd aplicado a un
problema de programaciéon mixta no lineal.

El problema lineal bietapa PL-2 (2.1) se puede interpretar también de esta
manera;

min ¢z, + 6,(z,)
o0y (31)

Az, =D (4.1)
z, >0

donde la funcidn de recursos, 6,(z;) € R, es una funcién poligonal convexa
dependiente de z,. Representa la funcién objetivo de la segunda etapa como
funcién de las decisiones de la primera etapa y tiene la siguiente expresion:
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4 DESCOMPOSICION DE BENDERS

0,(z,) = minc, ,

Az, =b,— Bz, :m, (4.2)
z, >0

siendo m, las variables duales (o precios sombra) de las restricciones.

Al problema (4.1) se le conoce como problema maestro y al (4.2) como
subproblema en la descomposicién de Bd. Se supone que el subproblema es
factible para cualquier valor de z; (es decir, con recurso completo) o se
introducen penalizaciones por las infactibilidades. Esta condicién es frecuente en
muchos problemas de planificacién. Si no se cumple se verd mas adelante cuél es
la modificacién del algoritmo.

Expresando en su forma dual se obtiene:

Oy(2,) = max(b, — Bz,)'m,
" (4.3)
A, <

Sea II = {7@,7@2,...,75” } el conjunto finito de vértices del poliedro convexo
(politopo) definido por la regién factible A, <c,. Obsérvese que la regién
factible del problema dual no depende del valor de z,. Se sabe que la solucién
Optima de un problema lineal reside en un vértice, por lo tanto, el problema se
podria resolver por enumeracién de todos ellos:

0,(z,) = max {(b2 - lel)Tﬂ'é} l=1...,v (4.4)

De la ecuacién anterior se deriva que la funcién de recursos 6,(x,) es una
funcién poligonal de las variables z;. Si se expresa como problema lineal se
obtiene:

0,(z,) = H}}in 0,

0, > (bz - lel)Tﬂ-Ql (4.5)

0, > (bz - lel)TWg

donde 6, € R y las restricciones se denominan cortes o planos de corte o
hiperplanos soporte o tangentes a la funcién objetivo en cada punto ;.
Constituyen una linealizacion (aprorimacion) exterior convexa de la funcién de
recursos.

Entonces, el problema original PL-2 se puede expresar como:
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I OPTIMIZACION ESTOCASTICA

: T
minc, x, + 6,

1,0

Alxl = bl

0, > (b, — lel)Tﬂ—Ql (4.6)

0, > (b, — lel)Tﬂ—;
z, >0

Esta formulaciéon se denomina problema maestro completo, ya que contiene
todos los cortes posibles. Presenta todas las restricciones de la primera etapa
mads todas las condiciones necesarias derivadas de la segunda etapa. Obsérvese
que la variable 0, es libre.

Desde el punto de vista préactico, la resolucion del problema maestro
completo implica disponer de forma explicita de todos los cortes de Benders, lo
cual es practicamente imposible en problemas de tamano realista. En lugar de
incluir todos los cortes (lo que implicaria disponer de forma explicita de la
funcién de recursos 6,(z,)), el algoritmo introduce uno en cada iteracién. De
esta forma, el problema maestro relajado para la iteracién j se define como:

Maestro Benders

min oz, + 6,
Az, = b,
' Br, +0,>m'b, I=1..7

z, >0

(4.7)

siendo 6, € R, [ el indice de iteraciones, z, y 6, variardn en cada iteracionc.

En cada iteraciéon del algoritmo de Benders, la variable dual generada en el
subproblema es distinta del conjunto de variables duales generadas con
anterioridad por el algoritmo [VanSlyke]. Dado que el conjunto de posibles
valores duales vértices es finito, el niimero de cortes que se pueden obtener es
también finito luego el nimero de iteraciones estd también limitado. El
algoritmo de descomposicién de Bd converge en un nimero finito de iteraciones.

Se entiende por corte vdlido aquél que es externo a la funcién de recursos
aunque no necesariamente tangente. Esto implica que no es necesario resolver el
subproblema hasta optimalidad para garantizar que los cortes son véalidos.

De cara a una implantacién eficiente del algoritmo de descomposicién, los
cortes de Benders aceptan la siguiente formulacién como linealizacion de la

¢ Se entiende por iteracién un ciclo problema maestro - subproblema, en este orden.
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4 DESCOMPOSICION DE BENDERS

funcién de recurso en torno a los valores de las variables de la primera etapa y

de los valores de la variable 6, obtenidos en cada iteracién.
92 > 7T2jT (b2 - lel) = 7T2jT <b2 — Bz, + lelj - lelj) = ( )
. . _ _ _ _ _ 4.8
= 7T2]T [bz — Bz — B(z, — xlj)] = szT [bz - lelj] + 7T2]T [_Bl(xl - ‘7;1])]

siendo z} y f/ =" [b2 — B/ ] los valores de las variables de la primera etapa
y el de la funcién objetivo de la segunda para la iteracién j. Luego el conjunto
de cortes hasta la iteracién j, [ =1,...,7, también se expresa como

0, — le > WéTBlwi — ) (4.9)
0, + 7. Bx, > f + 7 B, (4.10)

Esta expresién indica que 7' B, es un subgradiente’ del valor de la funcién
de recursos 6,(z,) para la propuesta z; del maestro.
El problema maestro tiene ahora esta expresion

Maestro Benders

: T
min ¢, z, + 6,

:L‘1,92
Az, =b
s (4.11)
TBa +6,> f +7"Ba  I=1,...]
z, >0
El subproblema para cada iteraciéon j se formula como:
Subproblema Benders
f/ = minc, 2,

Az, =b,— Bz} 7] (4.12)
z, >0

1.4.2 Cortes de infactibilidad

La descripcion anterior del algoritmo ha supuesto que el subproblema es
factible y acotado para cualquier propuesta del problema maestro. Esta

7 Se utiliza el subgradiente como una generalizacién del concepto de gradiente cuando la
funcién es convexa pero no es diferenciable en todos sus puntos. 7)'B, es un subgradiente
porque la ecuacién 6, — f/ > 7" B/(z} —x,) es un plano de corte o hiperplano soporte del
epigrafo de la funcién.
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I OPTIMIZACION ESTOCASTICA

hipétesis, conocida en la literatura como recurso parcialmente completo’, no
suele satisfacerse en la préctica y el algoritmo de descomposicién es modificado
cuando esto ocurre. La modificacién del algoritmo consiste en la construccién de
otro tipo de corte, corte de infactibilidad, que elimina la solucién propuesta en el
problema maestro. La construccién de este corte se comenta a continuacién.

Si el subproblema es factible para un valor de z;, los precios sombra de sus
restricciones son los obtenidos para su solucién 6ptima y los cortes formados en
el maestro se denominan cortes de optimalidad. Si el subproblema es factible
pero no acotado el problema lineal bietapa es no acotado. Si el subproblema es
infactible entonces los precios sombra son los derivados de la fase I del simplex
[Dantzig:63, Dantzig:91d] y los cortes se denominan cortes de infactibilidad. En
esta fase la funcién objetivo del subproblema es la suma de infactibilidades:

. T T7
min e v’ +e'v

Az, + vt —Iv- =b,— Bz, :m, (4.13)
T, v 0 >0
siendo v",v” € R™, ¢ =(1 --- 1), I la matriz identidad m, xm, y 7, las

variables duales de las restricciones para la solucién 6ptima.
Recordamos que el lema de Farkas para el problema

min ¢’z
Az =b (4.14)
z>0

dice que exactamente uno de los sistemas siguientes tiene solucion.

e Sistema 1: A"z =b y x>0 para algiin z € R"
+ Sistema 2: A"y <0 y b"y >0 para algiin y € R”

Luego el problema (4.12) sera factible si para todo vector de variables duales
7, (o rayos extremos) que cumple A,"m, <0 se cumple (b, — Bz,)" m, <0. En
este caso, el subproblema se formula como
max(b, — Bz,)" ,
™ (4.15)
Alm, <0

¢ En un problema bietapa por recurso completo se entiende que el subproblema de la
segunda etapa es siempre factible para cualquier valor de las variables de la primera etapa.
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4 DESCOMPOSICION DE BENDERS

Si la funcién objetivo del subproblema alcanza un valor estrictamente
positivo entonces se genera un corte de infactibilidad que excluye los valores de
z, que verifican

(b — B, 7w <0 (4.16)

Sin embargo, el problema (4.15) puede ser no acotado por ser la regién
factible un cono luego para ello se introducen unas cotas a las variables (se
inscriben en el cubo unidad) formulando ahora este problema

max(b, — Bz,)" ,

Alm, <0 (4.17)
-1<m <1
Si obtenemos el problema dual de éste observamos que corresponde
precisamente al problema (4.13) de minimizacién de infactibilidades.

El problema maestro considerando ambos tipos de cortes, de optimalidad e
infactibilidad, se formula de la siguiente manera:

miﬁn ¢z, + 0,
Az, =10,
7 Bx, + 60, >, 1=1...]

z, >0

(4.18)

o bien

miHn ¢z, + 0,
Az, =10
By 180, > £+ 7 By I=1...;

z, >0

(4.19)

siendo 6 =1 para los cortes de optimalidad y § = 0 para los de infactibilidad.
Los cortes de infactibilidad se pueden considerar como que fueran cortes de
optimalidad con pendiente infinita. Eliminan las propuestas del maestro que
hacen infactible el subproblema pero conservan las que no lo hacen infactible.
Normalmente es madas conveniente, desde el punto de vista de célculo,
formular el problema maestro con penalizacién por infactibilidad en el
subproblema que resolver éste y enviar los cortes de infactibilidad al maestro.
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I OPTIMIZACION ESTOCASTICA

1.4.3 Algoritmo

En cada iteracién se modifica la regién factible del maestro (aumenta en uno
el numero de restricciones) y las cotas de las restricciones del subproblema. El
tamano del problema lineal bietapa PL-2 era (m, +m,) % (n, +n,). El tamano
del problema maestro es (m, + j) x (n, +1) y el del subproblema m, xn,.

En una iteracién del algoritmo se resuelve el problema maestro relajado y se
pasa el valor del vector z{ al subproblema. Este optimiza z, con los recursos
(b, — Bx}) y pasa las variables duales 7] (precios sombra de las restricciones)
de nuevo al maestro. Con éstas se forma un corte que se anade
consecutivamente a las restricciones del maestro. Esquemd&ticamente el
algoritmo se representa en la figura 4.1.

PROBLEMA MAESTRO
| 1
propuesta x/ precios sombra 7
! |
SUBPROBLEMA

Figura 4.1 Método de descomposiciéon de Benders.

Como la informacién relativa a la segunda etapa (cortes) aumenta con el
nimero de iteraciones, el maestro hace cada vez decisiones mds préximas al
6ptimo. Para cada iteracién una cota superior z del valor éptimo de la funcién
objetivo del problema original PL-2 viene dada por (¢ 2/ +c,z]) siendo { y
z] soluciones factibles en maestro y subproblema en esa iteracién. En cada
iteracién, el valor obtenido por la funcién objetivo del problema maestro
relajado 2z, dada por (¢ z] +0)), es una cota inferior del problema completo
PL-2. La condicion de convergencia para la terminaciéon del algoritmo es la
coincidencia de ambas cotas con una tolerancia relativa e (por ejemplo, 107*).

Z—2 o -0

R (4.20)

Se puede demostrar [Flippo] que si una solucién (z/,6]) del problema
maestro es g -6ptima, una solucién z] del subproblema (primal) es ¢,-6ptima y
una solucién 7] del subproblema (dual) es &,-6ptima, entonces (z{,z]) es una
solucién es ¢’ = (61 +¢& + 63)—éptima para el problema completo.

Cada corte tiene el efecto de eliminar la solucién éptima de la iteracion
anterior de la nueva regién factible del maestro. Por esta razén, no es posible
generar mas de una vez el mismo corte. Si en una iteracién el algoritmo no ha
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4 DESCOMPOSICION DE BENDERS

. T i i / . . . .,
convergido es porque c,z; — f; > ¢ . En la siguiente iteracién el corte que se
introduce es éste

0, > fQj + WéjTBl(xlj - xl)
0, > cszg + ijBl(xf —x) (4.21)
0,>0] + + WgTBl(xf — )

donde se observa que efectivamente el corte resulta infactible para la solucién de
la iteracién anterior. Por contradiccién, se puede demostrar que si se pasa dos
veces la misma informacién desde el subproblema (o desde el problema maestro)
el algoritmo termina.

La sucesion de estas cotas inferiores es mondétona creciente dado que en cada
iteracién el problema maestro relajado contiene mayor nimero de restricciones,
mientras que la cota superior no es necesariamente decreciente. Por esta razon,
se toma como cota superior para evaluar convergencia el minimo de todas las
cotas superiores previas. Por consiguiente, la solucién 6ptima no corresponde
necesariamente a la de la dltima iteracion.

Para obtener el valor del vector x, de las variables de la primera etapa a
enviar al subproblema en la primera iteracién se pueden hacer estimaciones
razonables, si se conoce la naturaleza del problema, o solucionar el maestro sin
cortes, lo que equivale a fijar el valor de la variable de recurso a cero, 6, = 0.

En cada iteracién del maestro se dispone de una base que es infactible sélo
por una variable bésica, la variable de holgura del nuevo corte. Desde el punto
de vista del dual del maestro los cortes aparecen como columnas. Al anadir una
nueva columna la solucién previa sigue siendo factible y la nueva solucién
6ptima puede obtenerse en pocas iteraciones del simplex. Por ello es
conveniente, tedricamente, resolver el maestro mediante el simplex dual.
Solamente los cortes activos en una iteracién son necesarios en la siguiente, los
demds pueden ser eliminados, ya que la funcién objetivo del problema maestro
es mondétona creciente al introducir nuevos cortes. Esta medida ayuda a reducir
el tiempo de célculo [Birge:88].

Cada subproblema sélo cambia las cotas de las restricciones en cada
iteracion. Por esta razén, suponiendo que ninguna soluciéon del maestro ocasiona
infactibilidad en el subproblema, es conveniente resolverlo mediante el método
simplex primal (siempre que su tamano lo aconseje).

El método de descomposicién de Bd tiene la ventaja de disponer en cualquier
iteraciéon de una solucién factible, aunque no sea la 6ptima. Es decir, aunque no
se llegue a convergencia se puede disponer de una buena solucién cuasiéptima.

Esquemsdticamente el algoritmo se formula a continuacién:
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I OPTIMIZACION ESTOCASTICA

1. Inicializacién: j =0,z =00, z = —00, e =10""
2. Resolucion del problema maestro

mien el x, + 0,
Az, =0
7T£T31$1 + 51192 > le + WQTlei l=1..,j

z, >0

(4.22)

Obtener la solucién (z7,6]) y evaluar la cota inferior z = ¢/ 2/ + 6;.

Mientras no se haya generado ningin corte de optimalidad, se fija el valor de
la variable de recurso 6, a cero, pues en otro caso el problema maestro es no
acotado. Una vez obtenido algin corte de infactibilidad, esta variable pasa a
ser libre.

Resolucién del subproblema de suma de infactibilidades

] . T T —
= minev +ew

Az, + v" —Iv =b,— Ba! 7] (4.23)

+ —
Ty, v v >0

Si f/ >0, obtener 7], formar un corte de infactibilidad y afadirlo al
problema maestro, incrementar el nimero de iteraciones j= j+1 e ir al
paso 2.

Si f/ =0, ir al paso 4.

Resolucién del subproblema

i — min el
;= minc,z,

Az, =b,— Bzl 7] (4.24)
z, >0

Obtener z; y actualizar cota superior Z = ¢ @] + ¢, 7] .
Regla de parada

Z —£| . ‘02332 _02‘

Si |

2 |ela + o

formar un corte de optimalidad y anadirlo al problema maestro, incrementar

‘ < ¢ detener el algoritmo. En otro caso, obtener 7,

el ntimero de iteraciones j = j+1 e ir al paso 2.

La siguiente seccién presenta con un ejemplo los pasos del algoritmo de

descomposicién de Bd.
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4 DESCOMPOSICION DE BENDERS

1.4.4 Caso ejemplo

Veamos graficamente el funcionamiento algoritmo. Se desea resolver el
siguiente problema partiendo de una solucién inicial de (z,y) = (0,4).

min— 2z —y
E2Y)

T <4
r +y <5
20 +3y <12

x, Y >0
Suponemos que z es la variable de la primera etapa e y variable de la
segunda. El primer subproblema es el siguiente
O(z) = min—y
(] yS o—0
3y <12-2-0
y=>0

Luego la cota inferior del problema es

1 1 _
que da lugar a ff=—4 y « [_1/3 .
2z = —o00 y la cota superior es 7 = —4.
El problema maestro corresponde a éste

mien— 2x + 6

z <4

0—(-4)> —yﬂ[]

manipulando el corte queda

mign— 2+ 60

r <4
0 — 2 x> —4
3
x>0
que da como resultado x =4 y 0 = —4/ 3 luego la cota inferior del problema es
z= —28/ 3. Formulando de nuevo el subproblema para z = 4
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I OPTIMIZACION ESTOCASTICA

O(x) = min—y
Y

y<5-4=1
3y <12-2-4=4
y=>0

—1
que da lugar a f*=-1 y 7T2:[_ . Luego la cota superior es

Z =min(—9,—4) = —9.
El nuevo problema maestro es

mien— 2z + 6

r<4
0 — g x> —4
3

0—x>-5

x>0
que da como resultado x =4 y 6 = —1 luego la cota inferior del problema es
2z =—9. Una vez formulado y resuelto de nuevo el subproblema se obtiene
z = min(—9,—9) = —9 y, por consiguiente, converge el algoritmo.

1.4.5 Algoritmo escrito en GAMS

Veamos con otro ejemplo los pasos del algoritmo previo. Se desea resolver el
siguiente problema lineal:

min—z — 2y — 2u — 3v

,Y,U,0

r +y <600
r —2y <0
r +y +u +v <1000
x +u <500
—2u +v <0

T, v, U, v >0
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4 DESCOMPOSICION DE BENDERS

-1 —2 600 1000 1 1
entonces, ¢, = o = sl b = 0| b, =500 |, Al:1 it
0
11 1 1
B =|1 0[,4=|1 0
0 0 -2 1
Se supone una solucién inicial factible para el problema maestro
3.000
"= 13.000]
Se calcula la cota inferior, siendo 2z = —9.000. Al introducir en el
331.3
subproblema estos valores se obtiene como solucién @z, = _
662.6
—2.666
m, =| 0.000
—0.333 .
Se calcula la cota superior, siendo z = —2659.6. Como la diferencia entre

ambas cotas es elevada se contintda iterando. Con los precios sombra se forma
un corte en el maestro y se resuelve éste de nuevo. La nueva soluciéon obtenida

0.000
710,000
Se calcula de nuevo la cota inferior, siendo z = —2666.6. Al introducir en el
333.3
subproblema estos valores se obtiene como solucién @z, = _
666.6
—2.666
T, =| 0.000
—0.333 .
Se calcula la cota superior en esta iteracién, siendo z = —2666.6. La
diferencia entre ambas cotas es ahora nula y, por lo tanto, acaba el algoritmo.
_ . (0.000
La funcién objetivo es z* = —2666.6 y la solucién 6ptima es z, = 0.000! ¥
333.3
T, = |
666.6
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I OPTIMIZACION ESTOCASTICA

A continuacion se presenta el método de descomposicién de Bd.

$title Descomposicién de Benders (Bd)

sets
L maximo numero de iteraciones / iter-1 * iter-5 /
(1) iteracion actual )
N1  numero variables primera etapa
M2 nlimero restricciones segunda etapa
scalar . .
TOL  tolerancia relativa / le-6 /
Z_INF cota inferior / =inf /
Z_SUP cota superior / inf /
parameters

PI2(1,m2) variables duales restricciones segunda etapa

DELTA1(1) coeficiente de_cortes de infactibilidad (subproblema infactible)
X1_3(nl,1) valores variables primera etapa hasta iteracion j

z2_31(D valores func obj segunda etapa hasta iteracion j

“ comienzo datos del problema

sets
M1 ndmero restricciones primera etapa / rl-1 * rl1-2 /
N1 numero variables primera etapa / x1-1 * x1-2 /
M2 nimero restricciones segunda etapa / r2-1 * r2-3 /
N2 numero variables segunda etapa / x2-1 * x2-2 /
parameters
cl(nl) cyeficientes funcidén objetivo primera etapa
x1-1 -
x1-2 -2/
c2(n2) coeficientes funcidén objetivo segunda etapa
/ x2-1 -2
x2-2 -3/
B1(ml) cotas restricciones primera etapa
/ rl-1 600
ri-2 0/
B2(m2) cotas restricciones segunda etapa
/ r2-1 1000
r2-2 500
r2-3 0/
table A1(ml,nl) matriz de restricciones primera etapa
x1-1 x1-2
rl-1 1 1
rl-2 1 -2
table BM1(m2,nl) matriz de restricciones segunda etapa
x1-1 x1-2
r2-1 1 1
r2-2 1 0
r2-3 0 0
table A2(m2,n2) matriz de restricciones segunda etapa
x2-1 x2-2
r2-1 1 1
r2-2 1 0
r2-3 -2 1

* fin datos del problema

positive variables
X1(nl) variables primera etapa
X2(n2) variables segunda etapa

variables
funcioén de recursos

z1 funcidén objetivo primera etapa

z2 funcidén objetivo segunda etapa
equations

FOC funcion objetivo problema completo

Fol funcion objetivo primera etapa

FO2 funcion objetivo segunda etapa

R1(ml) restricciones primera etapa

R2(m2) restricciones segunda etapa
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4 DESCOMPOSICION DE BENDERS

CORTESA(1) cortes de Benders
CORTESB(1) cortes de Benders ;

FOC .. Z1 =E= sum(nl, C1(n1)*X1(nl)) + sum(n2, C2(n2)*Xx2(n2)) ;

Fol .. Z1 =E= sum(nl, C1(n1)*X1(nl)) + TT ;

FO2 .. Z2 =E= sum(n2, C2(n2)*x2(n2)) ;

R1(ml) .. sum(nl, A1(ml,n1l)*X1(nl)) =L= B1(ml) ;

R2(m2) .. sum(nl, BM1(m2,n1)*X1(nl)) + sum(n2, A2(m2,n2)*X2(n2)) =L= B2(m2) ;

CORTESA(3) .. sum(m2, P12(j,m2)* sum(nl, BM1(m2,n1)*X1(nl))) + DELTAL(]) * TT =G=
sum(m2, PI2(j,m2)*B2(m2)) ;

CORTESB(j) .. DELTAL(J) * TT =G= z2_3(j) +
sum(m2, PI2(j,m2)*sum(nl, BMl(mZ nl)*(X1_3(nl,3j) - X1(n1)))) ;

*mode] MAESTRO ,/ FO1, RI1, CORTESA /
model MAESTRO / FOl, R1, CORTESB /
model SUB / FO2, R2 /

model COMPLETO / FOC, R1, R2 /

file COPT / cplex.opt / ;
put COPT putclose 'scaind -1' / 'lpmethod 1' / 'preind 0' / 'epopt le-9' / 'eprhs le-9'

SUB.OptFile =1;
* Jnicializacion de pardmetros del problema

(D
TT.FX
DELTAL(T)
P12(1,m2)
X1_3(n1,1) = 0 ;
z2_31(D) 0 ;

Toop(1 $(ABS(1-Z_INF/Z_SUP) > TOL),
if Cord(1) =

a7ternat7vamente en la primera iteracion se puede dar una solucion
X1.L(nl) =
Z1l.L = sum(nl Cl(n)*X1.L(nl)) ;
o resolver directamente el problema maestro
1 solve MAESTRO USING LP MINIMIZING Z1 ;
else
solve MAESTRO USING LP MINIMIZING Z1 ;

) ’
X1_3(nl,1) = x1.L(nl) ;

NO ;
0 :

0
0 ;

fijacion de la variable de la primera etapa XI

X1.FX(nl) = x1.L(nl) ;
solve SUB USING LP MINIMIZING Z2 ;

adquisicion de Tos pardmetros para formar un nuevo corte

if(SUB.MODELSTAT = 4,
subproblema 7nféct7b7e
DELTAL(1) = 0 ;
z2_3(1) = SUB SUMINFES ;
else
actualizacion de la cota inferior y superior
Z_INF = z1.L ;
Z_SUP = MIN(Z_SUP, z1.L - TT.L + Z2.L) ;

DELTAL(]) =1 ;
z2_3(1) = z2.L;
5 TT.LO = -inf ; TT.UP = inf ;

display Z_INF, Z_SUP ;

PI2(1,m2) = R2.M(m2) ;
X1.Lo(nl) = 0 ; X1.uP(nl) = inf ;

Incremento del conjunto de cortes
1) = yes ;

o @Y oo
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I OPTIMIZACION ESTOCASTICA

)
abort $(ABS(1-Z_INF/Z_SUP) > TOL) 'Maximo numero de iteraciones alcanzado' ;

“ resolucion del problema completo

solve COMPLETO USING LP MINIMIZING Zz1

GAMS Rev 142 Intel /MS Window

Descomposicion de Benders (Bd)

Compilation

COMPILATION TIME = 0.000 SECONDS 3.2
GAMS Rev 142 Intel /MS Window

Descomposicion de Benders (Bd) .
Equation Listing SOLVE SUB Using LP From line 13
---- FO2 =E= funcién objetivo segunda etapa

FO2.. 2*X2(x2-1) + 3*X2(x2-2) + Z2 =E=0; (LHS =
---- R2 =L= restricciones segunda etapa

R2(r2-1).. X1(x1-1) + X1(x1-2) + X2(x2-1) + X2(x2-
R2(r2-2).. X1(x1-1) + X2(x2-1) =L=500 ; (LHS = 3)
R2(r2-3).. - 2*X2(x2-1) + X2(x2-2) =L=0 ; (LHS =
GAMS Rev 142 Intel /MS Window

Descomposicion de Benders (Bd)

Model Statistics SOLVE SUB Using LP From line 13
LOOPS L iter-1

MODEL STATISTICS

BLOCKS OF EQUATIONS 2 SINGLE EQUATIONS
BLOCKS OF VARIABLES 3  SINGLE VARIABLES

NON ZERO ELEMENTS 11

GENERATION TIME = 0.030 SECONDS 4.0
EXECUTION TIME = 0.050 SECONDS 4.0
GAMS Rev 142 Intel /MS Window

Descomposicion de Benders (Bd) .
Solution Report  SOLVE SUB Using LP From line 13

LOOPS Liter-1
SOLVE SUMMARY
MODEL SUB OBJECTIVE Z2
TYPE LP DIRECTION MINIMIZ
SOLVER CPLEX FROM LINE 135

*** SOLVER STATUS 1 NORMAL COMPLETION
*** MODEL STATUS 1 OPTIMAL
*+*+ OBJECTIVE VALUE -2650.6667

RESOURCE USAGE, LIMIT 0.010  1000.000
ITERATION COUNT, LIMIT 2 10000

GAMS/Cplex_ Apr 1, 2005 WIN.CP.CP 21.7 028.031.0

Cplex 9.0.2, GAMS Link 28
User supplied options:
scaind -1

Ipmethod 1

preind 0

epopt 1e-9

eprhs 1e-9

Optimal solution found.
Objective : -2650.666667

LOWER LEVEL
--- EQU FO2
FO2 funcién objetivo segunda etapa

---- EQU R2 restricciones segunda etapa

LOWER LEVEL UPPER
r2-1 -INF 1000.0000  1000.0000
r2-2 -INF 334.3333 500.0000
r2-3 -INF . .

---- VAR X1 variables primera etapa
LOWER LEVEL UPPER

x1-1 3.0000 3.0000 3.0000
x1-2 3.0000 3.0000 3.0000

---- VAR X2 variables segunda etapa

LOWER LEVEL UPPER
%o & O
LOWER LEVEL

--- VAR Z2 -INF -2650.6667

Z2 funcién objetivo segunda etapa

04/14/05

Mb WIN217-142 Apr 05, 2005

04/14/05
5
0)
2) =L= 1000 ; (LHS = 6)
0)
04/14/05

5

4

5

Mb WIN217-142 Apr 05, 2005
Mb WIN217-142 Apr 05, 2005
04/14/05

41.VIS For Cplex 9.0

UPPER MARGINAL
1.0000

MARGINAL
-2.6667
-0.3333

MARGINAL

2.6667
2.6667

MARGINAL

UPPER MARGINAL
+INF

07:13:26 Page 1

07:13:26 Page 2

07:13:26 Page 3

07:13:26 Page 4
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4 DESCOMPOSICION DE BENDERS

**% REPORT SUMMARY : 0 NONOPT
0 INFEASIBLE
0 UNBOUNDED
GAMS Rev 142 Intel /MS Window
Descomposicion de Benders (Bd)
Execution

---- 153 PARAMETER Z_INF =
PARAMETER Z_SUP = -26

GAMS Rev 142 Intel /MS Window
Descomposicion de Benders (Bd) . .
Equation Listing SOLVE MAESTRO Using LP From lin
---- FO1 =E= funcién objetivo primera etapa
FO1.. X1(x1-1) + 2*X1(x1-2) - TT + Z1 =E=0; (LHS
---- R1 =L= restricciones primera etapa
R1(r1-1).. X1(x1-1) + X1(x1-2) =L= 600 ; (LHS = 6)
R1(r1-2).. X1(x1-1) - 2*X1(x1-2) =L=0; (LHS = -3
---- CORTESB =G= cortes de Benders
CORTESB(iter-1).. - 2.66666666666667*X1(x1-1) - 2.
GAMS Rev 142 Intel /MS Window
Descomposicion de Benders S?d)r . .
Model Statistics SOLVE MAESTRO Using LP From lin
LOOPS L iter-2
MODEL STATISTICS
BLOCKS OF EQUATIONS 3 SINGLE EQUATIONS
BLOCKS OF VARIABLES 3 SINGLE VARIABLES
NON ZERO ELEMENTS 11
GENERATION TIME = 0.020 SECONDS 2.9
EXECUTION TIME = 0.030 SECONDS 2.9
GAMS Rev 142 Intel /MS Window
Descomposicién de Benders (B%)
Solution Report  SOLVE MAESTRO Using LP From lin
LOOPS L iter-2
SOLVE SUMMARY
MODEL MAESTRO OBJECTIVE Z1
TYPE LP DIRECTION MINIMIZ
SOLVER CPLEX FROM LINE 128
**% SOLVER STATUS 1 NORMAL COMPLETION
** MODEL STATUS 1 OPTIMAL
*++% OBJECTIVE VALUE -2666.6667
0.000  1000.000
10000

RESOURCE USAGE, LIMIT
ITERATION COUNT, LIMIT 0

GAMS/Cplex  Apr 1, 2005 WIN.CP.CP 21.7 028.031.0
Cplex 9.0.2, GAMS Link 28

Optimal solution found.
Objective : -2666.666667

LOWER LEVEL
---- EQU FO1
FO1 funcion objetivo primera etapa

---- EQU R1 restricciones primera etapa

LOWER LEVEL UPPER
rl-1 -INF 600.0000
r1-2 -INF .
---- EQU CORTESB cortes de Benders
LOWER LEVEL UPPER

iter-1  -2666.6667 -2666.6667 +INF

---- VAR X1 variables primera etapa

LOWER LEVEL UPPER
x1-1 . . +INF
x1-2 . . +INF
LOWER LEVEL
---VARTT -INF -2666.6667
--- VAR Z1 -INF -2666.6667

TT funcién de recursos
Z1 funcién objetivo primera etapa

**% REPORT SUMMARY : 0 NONOPT

0 INFEASIBLE

0 UNBOUNDED
GAMS Rev 142 Intel /MS Window
Descomposicion de Benders gd) . .
Equation Listing SOLVE SUB Using LP From line 13
---- FO2 =E= funcién objetivo segunda etapa
FO2.. 2*X2(x2-1) + 3*X2(x2-2) + Z2 =E=0; (LHS =

---- R2 =L= restricciones segunda etapa

04/14/05
-9.000 cota inferior
59.667 cota superior

04/14/05
e 128
=0)

66666666666667*X1(x1-2) + TT =G= -2666.66666666667
04/14/05
e 128

b

Mb WIN217-142 Apr 05, 2005

Mb WIN217-142 Apr 05, 2005
04/14/05

e 128

41.VIS For Cplex 9.0

UPPER MARGINAL

1.0000

MARGINAL

MARGINAL
1.0000

MARGINAL

1.6667
0.6667

UPPER

+INF
+INF

MARGINAL

04/14/05

0)

07:13:26 Page 5

07:13:26 Page 6

; (LHS =-16)
07:13:26 Page 7

07:13:26 Page 8

07:13:26 Page 9
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R2(r2-1).. X1(x1-1) + X1(x1-2) + X2(x2-1) + X2(x2-
R2(r2-2).. X1(x1-1) + X2(x2-1) =L=500 ; (LHS = 33
R2(r2-3).. - 2*X2(x2-1) + X2(x2-2) =L=0; (LHS =
GAMS Rev 142 Intel /MS Window

Descomposicion de Benders %3(3

Model Statistics SOLVE SUB Using LP From line 13
LOOPS L iter-2

MODEL STATISTICS

BLOCKS OF EQUATIONS 2
BLOCKS OF VARIABLES 3
NON ZERO ELEMENTS 11
GENERATION TIME = 0.030 SECONDS 2.9
EXECUTION TIME = 0.030 SECONDS 2.9
GAMS Rev 142 Intel /MS Window

Descomposicion de Benders (Bd)
Solution Report  SOLVE SUB Using LP From line 13

SINGLE EQUATIONS
SINGLE VARIABLES

LOOPS L iter-2
SOLVE SUMMARY
MODEL SUB OBJECTIVE Z2
TYPE LP DIRECTION MINIMIZ
SOLVER CPLEX FROM LINE 135

*** SOLVER STATUS
**- MODEL STATUS
*+% OBJECTIVE VALUE -2666.6667

1000.000

RESOURCE USAGE, LIMIT 0.020
ITERATION COUNT, LIMIT 2 10000

GAMS/Cplex_ Apr 1, 2005 WIN.CP.CP 21.7 028.031.0
Cplex 9.0.2, GAMS Link 28

User supplied options:
scaind -1
Ipmethod 1

preind O

epopt 1e-9

eprhs 1e-9

1 NORMAL COMPLETION
1 OPTIMAL

Optimal solution found.
Objective : -2666.666667

LOWER LEVEL
---- EQU FO2
FO2 funcién objetivo segunda etapa

---- EQU R2 restricciones segunda etapa
LOWER LEVEL UPPER

1M TRy unr

r2-3 -INF .

---- VAR X1 variables primera etapa
LOWER LEVEL UPPER

x1-1
x1-2

---- VAR X2 variables segunda etapa
LOWER LEVEL UPPER

x2-1 . 333.3333 +INF
x2-2 . 666.6667 +INF

LOWER LEVEL
--- VAR Z2 -INF -2666.6667
Z2 funcién objetivo segunda etapa
*+k% REPORT SUMMARY : 0
0 INFEASIBLE
0 UNBOUNDED
GAMS Rev 142 Intel /MS Window
Descomposicién de Benders (Bd)
Execution

---- 153 PARAMETER Z_INF = -26
PARAMETER Z_SUP = 26

GAMS Rev 142 Intel /MS Window

Descomposicion de Benders (BFJ

Equation Listing SOLVE COMPLETO Using LP From li
---- FOC =E= funcién objetivo problema completo
FOC.. X1(x1-1) + 2*X1(x1-2) + 2*X2(x2-1) + 3*X2(x2
---- R1 =L= restricciones primera etapa

R1(r1-1).. X1(x1-1) + X1(x1-2) =L= 600 ; (LHS = 0)
R1(r1-2).. X1(x1-1) - 2*X1(x1-2) =L= 0 ; (LHS = 0)

NONOPT

---- R2 =L= restricciones segunda etapa
R2(r2-1).. X1(x1-1) + X1(x1-2) + X2(x2-1) + X2(x2-

2) =L= 1000 ; (LHS = 994)
1.333333333333)
0)

04/14/05 07:13:26 Page 10

s

Mb WIN217-142 Apr 05, 2005
Mb WIN217-142 Apr 05, 2005

04/14/05 07:13:26 Page 11
5
E
41.VIS For Cplex 9.0
UPPER MARGINAL
1.0000
MARGINAL
-2.6667
-0.3333
MARGINAL
2.6667
2.6667
MARGINAL
UPPER MARGINAL
+INF
04/14/05 07:13:26 Page 12
66.667 cota inferior
66.667 cota superior
04/14/05 07:13:26 Page 13

ne 166

-2)+Z1=E=0; (LHS = 0)

2) =L= 1000 ; (LHS = 1000)
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R2(r2-2).. X1(x1-1) + X2(x2-1) =L=500 ; (LHS = 33
R2(r2-3).. - 2*X2(x2-1) + X2(x2-2) =L=0; (LHS =
GAMS Rev 142 Intel /MS Window

Descomposicion de Benders ﬁd) . .
Model Statistics SOLVE COMPLETO Using LP From li
MODEL STATISTICS

BLOCKS OF EQUATIONS 3 SINGLE EQUATIONS
BLOCKS OF VARIABLES 3 SINGLE VARIABLES
NON ZERO ELEMENTS 17

GENERATION TIME = 0.030 SECONDS 2.9
EXECUTION TIME = 0.030 SECONDS 2.9
GAMS Rev 142 Intel /MS Window

Descomposicion de Benders (Bd)

Solution Report  SOLVE COMPLETO Using LP From li

SOLVE SUMMARY

MODEL COMPLETO OBJECTIVE Z1
TYPE LP DIRECTION MINIMIZ
SOLVER CPLEX FROM LINE 166

*** SOLVER STATUS 1 NORMAL COMPLETION
*** MODEL STATUS 1 OPTIMAL
**+x OBJECTIVE VALUE -2666.6667

RESOURCE USAGE, LIMIT 0.070  1000.000
ITERATION COUNT, LIMIT 1 10000

GAMS/Cplex  Apr 1, 2005 WIN.CP.CP 21.7 028.031.0
Cplex 9.0.2, GAMS Link 28

Optimal solution found.
Objective : -2666.666667

LOWER LEVEL
---- EQU FOC
FOC funcién objetivo problema completo

---- EQU R1 restricciones primera etapa

LOWER LEVEL UPPER
rl-1 -INF . 600.0000
r1-2 -INF . .

---- EQU R2 restricciones segunda etapa
LOWER LEVEL UPPER

r2-1 -INF 1000.0000 1000.0000

r2-2 -INF 333.3333 500.0000

r2-3 -INF . .

---- VAR X1 variables primera etapa
LOWER LEVEL UPPER

x1-1 . . +INF
x1-2 . . +INF

---- VAR X2 variables segunda etapa
LOWER LEVEL UPPER

x2-1 . 333.3333 +INF

X2-2 . 666.6667 +INF
LOWER LEVEL

- VAR Z1 -INF -2666.6667

Z1 funcién objetivo primera etapa
**% REPORT SUMMARY : 0 NONOPT
0 INFEASIBLE
0 UNBOUNDED
*+k% REPORT FILE SUMMARY
COPT C:\cplex.opt
EXECUTION TIME = 0.000 SECONDS 2.2
*+k% EILE SUMMARY

Input  C:\BD.gms
Output  C:\BD.Ist

3.333333333333)
0)

04/14/05
ne 166

oo

Mb WIN217-142 Apr 05, 2005

Mb WIN217-142 Apr 05, 2005
04/14/05

ne 166

41.VIS For Cplex 9.0

UPPER MARGINAL
1.0000

MARGINAL

MARGINAL
-2.6667
-0.3333

MARGINAL

1.6667
0.6667

MARGINAL

UPPER MARGINAL
+INF

Mb WIN217-142 Apr 05, 2005

07:13:26 Page 14

07:13:26 Page 15

Los lenguajes de modelado algebraico como GAMS permiten el uso de

diferentes optimizadores para resolver los problemas. En el caso anterior, el

optimizador escogido ha sido CPLEX. Para que las variables duales devueltas

por el subproblema sean correctas para generar un corte de Benders tanto en el

caso de optimalidad como en el de infactibilidad, para este optimizador deben

ser desactivadas las opciones de preproceso (preind O
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I OPTIMIZACION ESTOCASTICA

-1) y el subproblema debe ser resuelto mediante el algoritmo simplex primal
(Ipomethod 1 ). Con el uso de otros optimizadores se debe comprobar la
correccion de las variables duales tanto para optimalidad como para
infactibilidad. Si las variables duales no son las adecuadas para generar un corte
de infactibilidad, el subproblema de minimizacién de infactibilidades debe de ser
planteado explicitamente en el c6digo GAMS y resuelto.

1.4.6 Algoritmo escrito en MATLAB

Para mostrar la elegancia, potencia y sencillez del lenguaje MATLAB [Matlab,
OptTool| para el estudio de este tipo de algoritmos se presenta a continuacion el
problema lineal bietapa y el método de descomposicién de Bd. No obstante, no
es recomendable el uso de este lenguaje para la escritura de grandes problemas
de optimizacién.

%

% programa lineal bietapa PL-2

de2

[ml,nl]=size(Al) ;

[m2 n2]=size(A2) ;

[[Al, zeros(ml n2)];[B1,A2]] ;

b = [bl; b2] ;

c =_[cl; c2]'
[x 1ambda] 1p(c,A,b,zeros(nl+n2,1),[]1,[0 0 0 O]) ;
x1 = x(1: nl)

x2 = x(nl+l:nl+n2)
pi2l = lambda(1l:ml)
pi22 = lambda(ml+1:ml+m2)

%
% descomposicioén de Benders
%

Eml nll=size(Al) ;
[m2 82] =size(A2) ;

A = [Al zeros(ml,1)] ;

b =bl ;

zsup = Inf ;

zinf = -Inf ;

epsilon = 0. 0001 ;

while 1-abs(zinf/zsup) > epsilon

=1+1;
if 1 == 1,
x1 = x11 ;
zinf = c1' * x1 ;
else
A = [A; [-pi2(:, 1 -1 '*B1, -111 ;
b = [b; -p12( -1 '*b2] ;

[c1;
[xl] 1p(c A, b zeros(nl,1)) ;
zinf = ¢ x1 ;
x1(nl+1)=[] ;
end
[x2,pi2t] = 1p(c2',A2,b2-B1l*x1,zeros(n2,1)) ;
pi2(:,1) = -pi2t(1:m2) ;
zsup = cl' * x1 + c2' * x2 ;
end
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4 DESCOMPOSICION DE BENDERS

1.4.7 Problema de transporte con coste fijo

Veamos a continuacién un caso ejemplo caracteristico de la aplicacién del
método de descomposicién de Bd. Se trata del problema de transporte donde
algunos o todos los arcos tienen un coste fijo asociado a la decisién de su
instalacién o a su uso. El problema consiste en la minimizacién de los costes
fijos y variables sujeto a las restricciones de respetar las ofertas méximas de los
origenes y las demandas en los destinos. El problema se formula de la siguiente
manera

Ty

> v <a Vi
j

inj = b] Vj

:EZ']' Z 07 yij S {071}

siendo ¢, el coste variable unitario de transporte, f; el coste fijo asociado a la
decisién de inversién en el arco ij, a, la oferta maxima de producto en el origen
i, b, la demanda del destino j, z; la variable que indica el flujo que recorre el
arco 1j, y, la variable que representa la decisién de inversién en el arco ij y
M, una cota superior de cualquier flujo en dicho arco 7j (por ejemplo,
M, = mln{al, /}

Las variables y, son binarias. Una vez conocidas el problema anterior es un
problema clédsico de transporte. Las variables y, son las variables que complican
la resolucién y, por consiguiente, son asignadas al problema maestro en un
entorno de descomposicién de Bd.

El subproblema se formula de la siguiente manera

mchm T
Zx <a Vi
th, >b, Y

T < Mi].yi]’. Yig

ij —

z; 20

y el problema maestro como
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min § + Z fiYs
%

Yij»

l l l l
60 + Z%Mijyij Z f + ZWUMU:UU = 1,...,k
% 1

Y, € {071}

A continuacién se expresa en GAMS este problema para un caso ejemplo en
el que se suponen cuatro origenes del producto y tres destinos de demanda. El
problema debe decidir la combinacién 6ptima de arcos de entre todos los
posibles, dados en la figura 4.2.

Figura 4.2 Arcos posibles.

$title Fixed-charge transportation problem (FCTP) solved by Benders' decomposition

* relative optimality tolerance in solving MIP problems
option OptcR = 0

sets
L iterations / 11 * 120 /
LL(TD) iterations subset
I origins /il * i4 /
J destinations / j1 * j3 /

* Begin problem data

parameters

A() product offer
/ il 10, i2 30, i3 40, i4 20 /
B(3) product demand

/ j1 20, j2 50, j3 30 /

table C(i,j) per unit variable transportation cost
J% iz 33

-

w
AW
WWNINN
NP W

table F(i,j)zfixgd transportation cost
ARRE X
il 10 20 30
i2 20 30 40
i3 30 40 50
i4 40 50 60
* End problem data
abort $(sum[i, A(i)] < sum[j, B(j)]) 'Infeasible problem'

parameters

BdTo1 relative Benders' tolerance / le-6 /

Z_Lower Tower bound / -inf

Z_Upper upper bound / inf /

Y_L (1,i,j) first stage variables values in iteration 1

PI_L (1,i,3) dual variables of second stage constraints in iteration 1
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4 DESCOMPOSICION DE BENDERS

pDelta(l) cut tyBe (feasibility 0 optimality 1) in iteration 1
z2_L (1) subproblem objective function value in iteration 1
pos1t1ve variable
x(i,3) arc flow
binary variable o
Y(i,j) arc investment decision
variables ) ) ) )
z1 first stage objective function
z2 second stage objective function
Theta recourse function
equations . o .
EQ_z1 first stage objective function
EQ_Z2 second stage objective function
EQ_OBJ comp1ete problem objective function
offer (i ) offer at origin
Demand ( j) demand at destination
FlowLimit(i, %) arc flow Timit
Bd_Cuts (1) Benders' cuts ;
EQ Z1 .. Z1 =e= sum[(i,3), F@Gi,j)*Y(i,3)] + Theta ;
EQ_2Z2 .. 22 =e= sum[(i,3), C€(i,3)*x(,3)] ;
EQ_OBJ .. Z1 =e= sum[(i,3), FG,3)*v(,3)] + sum[(i,3), c(i,3)*Xx@,3)] ;

offer G o) .. osumlj, xX(i,3)1 =1= AG) ;
pemand ( ) .. sum[i, X(i,j)] =g= B(j) ;
FlowLimit(i,j) .. X(i,3) =1= min[AGi),B(G)] * Y(i,3)

Bd_cuts(11) .. Delta(l1) * Theta_ =g= z2_L(11) -
sum[(i,3), PI_L(C11,1,3) * MIN[ACi),B(3)] * (y_L(11,1,3) - Y(@i,3001 ;
model Master_Bd / EQ_Z1 , Bd_Cuts /
model Subproblem_Bd / EQ_z2 , offer, Demand, FlowLimit /
model Complete / EQOBJ], offer, Demand, FlowLimit / ;

X.up(i,3) = min[AG),B(3)]

* to allow CPLEX correctly detect rays in an infeasible problem
* only simplex method can be used and no preprocessing neither scaling options
* optimality and feasibility tolerances are very small to avoid primal generation

file COPT / cplex.opt /
put COPT putclose 'ScaInd -1' / 'LPMethod 1' / 'PreInd 0' / 'EpOpt le-9' / 'EpRHS le-9'

Subproblem_Bd.OptFile = 1 ;

* parameters initialization

LL (1) =no ;
Theta. fx = 0 ;
Delta (M = 0 ;
Z2_L (1) = 0 ;
PI_L(1,7,3) = 0 ;
y_L (1,i,3) = 0 ;

* Benders' algorithm iterations
Toop (1 $(abs(1-z_Lower/zZ_Upper) > BdTol),

solving master problem o
solve Master_Bd using MIP minimizing z1 ;

storing the master solution
Y_L(1,1,3) = Y. 1(1,3)

fixing first- stage variables and solving subproblem
Y. fx (1,3 = v.1(,3) 5

solving subproblem
solve Subproblem_Bd using RMIP minimizing z2 ;

storing parameters to build a new Benders' cut
if (Subproblem_Bd.Modelstat = 4,
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I OPTIMIZACION ESTOCASTICA

Delta(l) = 0 ;
z2_L (1) = Subproblem_Bd.sumInfes ;
else
updating lower and upper bound
Z_Lower = z1.1 ;
Z_Upper = min(Z_Upper, z1.1 - Theta.l + z2.1) ;
Delta(l) = 1;
z2_L (1) = 22.1 ;
Theta.lo = -inf ;
Theta.up = 1inf ;
)
PI_L(1,1,7) = FlowLimit.m(i,j) ;
Y.lo( 1,]) = ;

Y.up( i,3) =1 ;
increase the set of Benders' cuts
; LL(1) = yes ;

solve Complete using MIP minimizing z1

La solucién optima es ¥y, =¥y = Y5, = VY3 =Y, =1 y se alcanza en 12
teraciones’ con un coste total, fijo mds variable, de 380. La evolucién de las
combinaciones de arcos propuestas por el algoritmo de descomposicién se
presenta en la figura 4.3. Debe destacarse que solamente las propuestas de las
iteraciones 7, 10, 11 y 12 son factibles para el subproblema, de modo que la
mayorfa de cortes que el algoritmo genera son de infactibilidad y sélo dos cortes
son de optimalidad. Por tltimo, la tabla 4.1 presenta la evolucién de la cota
superior y la cota inferior del problema durante el algoritmo. En este ejemplo, el
algoritmo converge cuando la cota inferior es exactamente la misma que la cota
superior. La convergencia se alcanza también cuando aparece una propuesta
repetida para evitar entrar en un ciclo de soluciones. En este ejemplo, la
propuesta de arcos de la 1iltima iteracion es, de hecho, la propuesta de la
iteracién 12.

* En este caso particular el subproblema tiene soluciones alternativas por lo que el algoritmo
puede converger en diferente nimero de iteraciones con otro optimizador u otra version del
mismo optimizador.
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Figura 4.3 Evolucién de arcos propuestos por el método de descomposicién de Benders.

Tabla 4.1 Evolucién de cotas en el método de descomposicién de Benders.

Iteration | Lower Bound | Upper Bound
lab6 — 00 00
7 140 390
8 140 390
9 140 390
10 360 390
11 370 390
12 380 380

450
400

350

s
£ 300

c
3 250

2
F 200

'.?:"' 150
o
100

50

0

T T T T
8 9 10 11 12

Iterations

Lower Bound

== Upper Bound
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I OPTIMIZACION ESTOCASTICA

Figura 4.4 Evolucién de las cotas inferior y superior.

1.4.8 Variables duales del problema lineal bietapa

Al resolver el problema original bietapa mediante el método de
descomposicién de Bd no se pueden calcular los valores de las variables duales
del problema completo con respecto a las ecuaciones de la segunda etapa. Esta
modificacién del algoritmo [Entriken:87] permite obtenerlos. El problema
maestro para la iteracién j se formula:

: T
min ¢, z, + 0,

1,910
Alxl = bl DT
Bz, -1y, = 0 ya (4.25)
'y, +0, > 7', l=1..7
T, > 0

donde 6, e R, y, € R™ y m y p, son las variables duales de las respectivas
restricciones.
El subproblema para cada iteracion se formula como:

min ¢, ,
Azy +yz = b T, (4.26)
z, = 1
z, > 0

Con esta modificacién, las variables duales del problema lineal bietapa PL-2
se pueden obtener a partir de las variables duales del maestro.

7, 7r*
=] =] (4.27)
T P

donde #, y #, son las variables duales del primer y segundo conjunto de
restricciones respectivamente del problema lineal PL-2 para la solucién 6ptima y
7, y p, son las variables duales calculadas en el maestro para la solucién
Optima.

Como se observa tanto el problema maestro como el subproblema han
aumentado de tamano. El problema maestro aumenta en m, el nimero de
variables y de restricciones. El subproblema aumenta en una variable y una
restriccion. Si el aumento de tamano en el problema maestro no es razonable

una alternativa es resolver el problema lineal bietapa por el procedimiento
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4 DESCOMPOSICION DE BENDERS

original y una vez convergido resolver sélo el problema maestro con esta

modificacion.
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1.5 Descomposicion de Dantzig-Wolfe

1.5.1 Descripcién general

El método de Dantzig-Wolfe (DW) [Dantzig:63, Dantzig:60, Geoffrion:70,
Geoffrion:71] también se denomina descomposicién dual o descomposicién por
precios porque el maestro envia precios o variables duales a los subproblemas,
generacion de columnas (column generation) porque el maestro incrementa el
nimero de variables en cada iteracién. Se utiliza cuando un conjunto de
restricciones complican la solucién del problema®. Es decir, ésta resulta mucho
mads sencilla cuando aquéllas no estén presentes. El método de DW realiza una
relajacién de estas restricciones. Implicitamente se supone que el nimero de
restricciones de este tipo es reducido frente al nimero total de restricciones
my K< m,.

Un caso tipico es la planificacién de una compania con miltiples divisiones,
que implica la coordinacién de las decisiones que las divisiones realizan por
separado. Cada divisién opera con una autonomia considerable y optimiza
uinicamente sus propias operaciones. Sin embargo, es necesaria una coordinacién
corporativa para asignar recursos centrales entre las divisiones y conseguir una
operaciéon o6ptima para toda la companfa. Otro caso en sistemas de energia
eléctrica es la programaciéon semanal de grupos de generacién donde las
restricciones que acoplan las decisiones individuales de los grupos son las
restricciones de cobertura de demanda en cada hora. Si esas restricciones no
existieran los grupos podrian hacer su programa semanal individualmente.

Descompone el problema lineal en un problema maestro y un subproblema.
El problema maestro representa una combinacién lineal de las soluciones y las
restricciones que complican. El subproblema genera nuevas soluciones. El
algoritmo es iterativo y alterna entre la solucién del maestro y del subproblema.

Supongamos que se desea resolver el siguiente problema de programaciéon
lineal

min ¢/ z,

n

Alxl = bl
Az, = b,

z, >0

10 Aqui se identifican con las de la primera etapa aunque como tal el problema no es bietapa
por carecer de variables de la segunda etapa.
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5 DESCOMPOSICION DE DANTZIG- WOLFE

donde Az, =b, son las restricciones que complican (en nimero reducido) y
Az, = b, son las restricciones con estructura diagonal por bloques y separable
(en nimero mucho mayor).

El problema lineal anterior se puede formular también como:

: T
min ¢; r,

Az, =b, (5.2)

r, € K

siendo K la regién convexa definida como:
K ={z, | Az, = b,,z, >0} (5.3)

Pero todo punto de un poliedro convexo (no vacio y acotado) se puede poner
como una combinacién lineal convexa (es decir, una linealizacion interior) de
2 . l
sus vértices z;, [ =1,...,v.

K:{ZhQJE:%:L&ZO} (5.4)
=1 =1

Entonces, el problema maestro completo se formula como:

v
min Z (cf )N
A
=1
14

Az)\ =b,
;( 7)) N, T (5.5)

Z)‘zzl C
=1
A>0 I=1..v

Obsérvese que las variables de este problema son los pesos ), de los vértices

en lugar de las variables originales del problema z,. El nimero total de vértices
nl

de un politopo es m ] siendo A, € R™ . Algunos de ellos son factibles y otros
2

infactibles.

En lugar de enumerar todos los vértices, el algoritmo de descomposiciéon
resuelve iterativamente el proceso, introduciendo un vértice nuevo en cada
iteracion a medida que se necesitan. La regién K viene definida por la
combinacién lineal convexa del conjunto de vértices introducido hasta ese
momento. Luego, la resolucién del maestro se puede interpretar como la del
problema completo original pero sobre una regién factible K cada vez mayor,
correspondiente al segundo conjunto de restricciones (que no complican). Su
funcién objetivo disminuye en cada iteracién al introducir una nueva variable y,
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por consiguiente, serd monotona decreciente. Es una cota superior de la funcién
objetivo del problema completo.
El problema maestro restringido para la iteraciéon j es:

Maestro Dantzig-Wolfe

j
min P CEDY
=1

J
Az N =b,
;( 1331) y 1 Ty (5.6)

J

Z)‘zzl C

=1

A>0 1=1..j

Supongamos que se dispone de una solucién inicial factible z; € K y el
problema maestro se resuelve por el método simplex [Dantzig:63, Dantzig:91d].
La condicion de optimalidad de un problema lineal de minimizaciéon determina
que los costes reducidos deben ser no negativos:

T * T Alx:
o x — (7r2 ,u) >0 (5.7)
1
equivalente a:
0, = Ifllel}r(l(ClT - 7T2TA1>551 —H (5.8)

o expresando la minimizacién como problema lineal, el subproblema para la
iteracién j es:

Subproblema Dantzig-Wolfe)

— min (el — T i
0, = 11/11n<c1 — T Al>x1 —

Ty

Az =0, (5.9)

z, >0

Luego, el subproblema obtiene en cada iteracién el vértice con el menor coste
reducido y éste se incorpora al maestro. Cuando el valor de la funcién objetivo
del subproblema es positivo o nulo se ha alcanzado el 6ptimo. Obsérvese que el
subproblema resulta separable si las restricciones Az, =0, tienen una
estructura diagonal por bloques.

ERSIDAD &0 PONT
o ICAI {i@%} ICADEICb1
CoMiLLA
[M A D R 1T D]

ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIERIA
DEPARTAMENTO DE ORGANIZACION INDUSTRIAL

01/02/2016 53




5 DESCOMPOSICION DE DANTZIG- WOLFE

Veamos otra forma de deducir el algoritmo de descomposicion de DW.
Formamos el lagrangiano del problema (5.2) relajando las restricciones de
complicacién

L(g;l,ﬂ-;) = ClTxl + 77—2,T(A1$1 - bl) (5’10)

siendo 7, los multiplicadores de Lagrange o variable duales de las restricciones
que complican Az, =b,.
La funcién dual 0,(,) tiene esta expresién

O,(m,) = rynellr(l Lz, m) = ¢z +m (Az, —b)
! 5.11
=—m'b + mellr(l(clT +my A, ( )

La funcién dual siempre es céncava independientemente de que el problema
sea lineal o lineal entero mixto. El subproblema o funcién dual se puede
interpretar como el problema completo original pero en el que se han relajado
las restricciones de complicacién. Por tanto, el algoritmo convergerda cuando la
funcién objetivo del subproblema, que es una cota inferior de la funcién objetivo
del problema, sea igual a la del maestro, que es una cota superior. Su célculo se
puede expresar también como

Subproblema Dantzig-Wolfe|

0,(m,) = min(clT - WQTAl)ml + 7T2Tb1

xy

Az, =, (5.12)
z, >0

donde 7, = —m,.

Obsérvese que el subproblema formulado en (5.9) es diferente del formulado
en (5.12), aunque son equivalentes para el algoritmo de descomposicién el valor
de la funcién objetivo cambia. En el primer caso, el problema (5.9) evalia los
costes reducidos y, por consiguiente, tomara valor 0 al alcanzar el 6ptimo. En el
segundo caso, el problema (5.12) evalia el lagrangiano y, por lo tanto, tomars el
valor 6ptimo del problema completo al alcanzar el 6ptimo el algoritmo de
descomposicién.

Como el éptimo de un problema lineal se alcanza en un vértice podemos
tomar el mfnimo de la funcién dual para todos los vértices ), [ = 1,...,v

0, <7T2) = 7T2Tb1 + m%n(clT - WzTAl)xj (5’13)

que también se puede expresar como
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92(77—2) < 7T2Tb1 + (ClT - 7TzT 1)1’11

0,(m,) < 7T2Tb1 + (CIT - WQTAl)xIQ

(5.14)
0,(m,) < 7T2Tb1 + (CIT - ﬂ-QTAl)x{/
o expresado en forma de problema lineal y reagrupando términos
0, + (Alxll - bl)Tﬂ—z < ClTxll P

0, + (Ax} — bl)T7r2 < clTxf T (5.15)

0, + (Ax, — bl)T7r2 < clT:L“f S

Si planteamos el problema dual de éste tenemos

14
min > (e,
\

=1

)\ :1 . :0
,Z; l = (5.16)

Z(Almi —b)N =0 :m

=1

AN>0 I=1...v

Manipulando el segundo bloque de restricciones

v 14 14

Z(Almi — b))\ = Z(Alxi)Al - 261)‘1 = Z(A@D)‘z —b =0
=1

=1 =1 =1

el maestro completo de DW se formula como en la ecuacién (5.5).

Este método tiene una interesante interpretacién econémica. La funcién
objetivo del subproblema es su propio coste menos el valor m, que tiene el
cumplimiento de las restricciones del maestro. Por eso este algoritmo se
denomina también descomposicién por precios. Consigue indirectamente resolver
el problema de asignacién de recursos escasos mediante la valoracién por precios
de dichos recursos. Este valor se ajusta en cada iteracion para cumplir las
restricciones del maestro. La soluciéon del subproblema es la nueva propuesta
que se hace al maestro. El maestro utiliza todas las propuestas hechas hasta el
momento y las combina para conseguir una nueva solucién 6ptima, de la que
obtiene los valores (variables duales) de las restricciones.

D PO
NIVERSIDA é?%"} NTikicy,

01/02/2016 IcAl &9 ICADE s

CoMmiLLA
[M A D R 1T D]

ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIERIA
DEPARTAMENTO DE ORGANIZACION INDUSTRIAL




5 DESCOMPOSICION DE DANTZIG- WOLFE

1.5.2 Algoritmo

El tamano del problema lineal completo es (m, +m,)xn,. El tamano del
problema maestro es (m; +1)xj y el del subproblema m, xn,. El problema
maestro aumenta en una variable en cada iteracién lo que ocasiona una pérdida
de optimalidad, luego conviene que sea resuelto por el método simplex primal.
El subproblema se ve afectado tnicamente en su funcién objetivo luego también
se recomienda utilizar el método simplex primal.

En una iteracion del algoritmo se resuelve el subproblema'. Mientras su
funcién objetivo (i.e., la condicién de optimalidad del problema maestro cuando
es formulado segtin la ecuacién (5.9)) sea negativa la solucién z{ obtenida en el
subproblema es enviada al maestro. Cuando es positiva o nula se alcanza el
6ptimo y el algoritmo acaba. A continuacién se resuelve el problema maestro y
se pasa el valor del vector de variables duales 7] y u’ al subproblema. En la
primera iteracién se suponen unos valores iniciales razonables (o nulos) de la
variables duales 7, y u' y se resuelve el subproblema.

En general, el algoritmo progresa rapidamente al comienzo pero luego
converge muy lentamente. Por esta razon, a veces se termina prematuramente
con una solucién subéptima. Un criterio de parada para detener previamente el
algoritmo, cuando el subproblema es formulado segin la ecuacién (5.12), puede
ser

2<24 <% (5.17)

siendo z y z los valores de las funciones objetivo de maestro y subproblema,
respectivamente, en una iteracién cualquiera. Luego cuando la diferencia entre
ambas estd por debajo de una cierta tolerancia se detiene el algoritmo. Esta
diferencia es teéricamente 0 en el 6ptimo cuando el problema completo es lineal.
Esquemaéticamente el algoritmo se representa en la figura 4.4.

SUBPROBLEMA
| T
precios sombra 7, u’ propuesta ]
! |
PROBLEMA MAESTRO RESTRINGIDO

Figura 4.4 Método de descomposiciéon de Dantzig-Wolfe.

1 En el método de descomposicion de Dantzig-Wolfe la iteracién empieza de forma natural
por el subproblema mientras que en Benders empezaba por el maestro.
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I OPTIMIZACION ESTOCASTICA

sz 2 : * ., o . *
La solucién o6ptima z, y el valor de la funcién objetivo 2z, una vez
convergido el algoritmo, viene dada por la combinacién lineal de las soluciones
de todas las iteraciones

j
T, = in)\l (5.18)
=1

J
5 =D (A (5.19)

=1

El método puede ser aplicado a problemas de optimizacién no lineal pero se
requiere que el conjunto de restricciones que no complican definan un poliedro
convexo para que los puntos del interior se puedan definir como combinacién
lineal convexa de sus vértices. Ademds para que tenga sentido utilizar las
variables duales de las restricciones que complican el problema maestro también
debe ser convexo.

En general en el método de DW, puede resultar dificil conseguir factibilidad
en las primeras iteraciones en las restricciones del maestro por lo que desde un
punto de vista de implantacién es conveniente la introduccién de variables de
holgura (en restricciones de tipo >) o exceso (en restricciones de tipo <)
penalizadas en la funcién objetivo del maestro.

1.5.3 Algoritmo escrito en GAMS
Veamos grificamente con un ejemplo el funcionamiento del algoritmo. Se
desea resolver el problema de optimizacién siguiente
min—4x —y — 62
3z 42y +42=17
1<x<2
I<y<2
1<2<2
La primera restriccion se considera de complicacién, luego ird al problema

maestro y las tres dltimas formardn parte del subproblema. Empezamos
resolviendo el subproblema sin variables duales

min— 4z —y — 62
1< <2
1<y<2
1<2<2
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5 DESCOMPOSICION DE DANTZIG- WOLFE

El 6ptimo resulta ser (z,y,2z) =(2,2,2) y se pasa este punto y el valor de la

funcién objetivo, que es la cota inferior z = —22, al problema maestro
2
min(—4 —1 62|
2
2
(3 2 4) 2\ =17
2
A =1
A >0

Este problema resulta infactible. Una posible soluciéon es introducir unas
variables de exceso y holgura y penalizarlas con un valor elevado en la funcién
objetivo o bien dar un valor elevado a la variable dual de la restriccion
m = —100. La cota superior ahora es z = c0.

El subproblema se formula ahora como

min (—4 + 3-100)z + (=1 +2-100)y + (—6 + 4-100) z — 17 - 100

1< <2

1<y<?2

1<2<2

El éptimo es el punto (z,y,2)=(1,1,1), el valor de la funcién objetivo
2z = —811 y un valor para el maestro de —11. El nuevo problema maestro es

min— 22\, — 11\,
18N\, + 9\, =17
A+A =1
LA, >0

de donde resulta m = —1.222 y cota superior z = —20.777 lo que da lugar al
subproblema que se formula ahora como

min— 0.333z + 1.444y —1.1112 — 20.777
1< <2
1<y<?2
1<2<2
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I OPTIMIZACION ESTOCASTICA

El nuevo punto 6ptimo es (z,y,2) = (2,1,2) y el valor de la funcién objetivo
2z =—22.222 y con un valor para el maestro de —21. El nuevo problema
maestro es

min— 22\ — 11\, — 21\,
18N, + 9\, + 16\, =17
AN+ =1
AL AN >0
de donde resulta ™ = —0.5, (A\,\,\) = (0.5,0,0.5) y cota superior z = —21.5 .
El subproblema es ahora
min— 2.5z — 4z — 8.5
1< <2
I<y<2
1<2<2

El nuevo punto 6ptimo es (z,y,2) = (2,1,2) y el valor de la funcién objetivo
z = —21.5. Al ser iguales la cota superior e inferior el algoritmo converge.
La solucién 6ptima es la combinacién lineal de las soluciones anteriores

2 [2 1 2 2
yl =2\ + 1A +[1]|)\ =15
2| |2 1 2 2

Los pasos que sigue el algoritmo para resolver el siguiente problema lineal se
pueden ver en la implantacién hecha en GAMS.

min—z—y—2u—2v

r +2y +2u +v <10

r +3y <40
2z +y <30
U <10

v <10

u +v <15
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5 DESCOMPOSICION DE DANTZIG- WOLFE

) 40 1 3
. 30 2 1
entonces7 ¢, = 9 , bl — (10)7 b2 — 110 , Al = (1 2 2 1) y Az = 1
10 1
—1
15 11

Obsérvese que en este problema, cuando se resuelve por descomposicién, se
introduce una variable de exceso en la primera restriccién que se penaliza en la
funcién objetivo para evitar que el maestro resulte infactible. Se necesitan tres
iteraciones para que converja por el método de descomposiciéon de DW. El
algoritmo de DW escrito en GAMS se presenta a continuacién.

$title Descomposicién de Danztig-wolfe (Dw)

sets
L maximo numero de iteraciones / iter-1 * iter-5 /
J(1) diteracion actual
N1 variables

scalar
Z_INF cota inferior de Ta solucion / /
Z_SUP cota superior de la soluciodn / /
TOL tolerancia en optimalidad / le-6 /
PNLZ penalizacidn restricciones primera etapa / /

parameters
X1_L(1,n1l) soluciones del subproblema

* comienzo datos del problema
sets

M1 nudmero restricciones primera etapa / rdos-1
M2 numero restricciones segunda etapa / runo-1 * runo-5 /

N1 variables / xuno-1 * xuno-4 /
parameters
c1(nl) coeficientes funcidén objetivo primera etapa
/ Xuno-1 -1
Xuno-2 -1
Xuno-3 -2
xuno-4 -1/
B1(ml) cotas restricciones primera etapa
/ rdos-1 10 /
B2(m2) cotas restricciones segunda etapa
/ runo-1 0
runo-2 30
runo-3 10
runo-4 10
runo->5 15 /

table A1(m1,n1) matriz de restricciones primera etapa
xuno-1 xuno-2 xuno-3 xuno-4
rdos-1 1 2 2 1

table A2(m2,nl) matriz de restricciones segunda etapa
xuno-1 Xxuno-2 xuno-3 xuno-4

runo-1 1

runo-2 2 1

runo-3 1

runo-4 1
runo->5 1 1

* fin datos del problema

positive variables
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I OPTIMIZACION ESTOCASTICA

X1(nl) variables primera etapa
LAMBDA(1) pesos de Tas soluciones o )
EXC(m1) variables de exceso en restricciones primera etapa <=

variables o
Z2 funciodn objetivo subproblema y completo
Z1 funcioén objetivo maestro

equations

FOM funcion objetivo maestro
FOS funcion objetivo subproblema
FOC funcidén objetivo problema completo

R1(ml) restricciones primera etapa
R1C(ml) restricciones primera etapa
R2(m2) restricciones segunda etapa
COMBLIN combinacién Tineal de Tos pesos de las soluciones ;

FOM .. Z1 =E= sum((j,nl), c1(nD)*X1_L(j,n1)*LAMBDA(j)) + PNLZ * sum(ml, EXC(ml)) ;
FOS .. Z2 =E= sum(nl, (c1(nl) - sum(ml, R1.M(m1)*Al(ml,n1)))*X1(nl)) - COMBLIN.M ;
FOC .. Z2 =E= sum(nl, Cc1(nl)*x1(nl)) ;

R1C(m1l) .. sum(nl, Al(ml,nl)*X1(nl)) =L= B1(ml) ;

* se introducen variables de exceso en restricciones primera etapa <=
* para evitar infactibilidad

R1(m1) .. sum((j,nl), A1(ml,n1)*X1_L(j,nl)*LAMBDA(]j)) - EXC(ml) =L= B1(ml) ;
R2(m2) .. sum(nl, A2(m2,nl)*X1(nl)) =L= B2(m2) ;
COMBLIN .. sum(j, LAMBDA(j)) =E= 1 ;

model MAESTRO / FOM, R1, COMBLIN /
model SUB / FOS, R2 /
model COMPLETO / FOC, R1C, R2 /

file COPT / cplex.opt /
put COPT putclose 'preind 0' / 'epopt 1le-9' / 'eprhs le-9'

1

SUB.OptFile ;
1;

MAESTRO.OptFile

I(m = NO ;

X1_L(1,n1) =0 ;
LAMBDA.UP(1) = 1 ;

* inicializacion de variables

z2.L = - 10 * TOL ;
R1.M(m1) =0 ;
COMBLIN.M = 0 ;

Toop(1 $(abs(z2.L) > TOL),

if Cord(1) > 1,
solve MAESTRO USING LP MINIMIZING Z1 ;
Z_SUP = zZ1.L ;

solve SUB USING LP MINIMIZING Z2 ;

X1_L(1,nl) = x1.L(nl) ;

Z_INF = Z2.L + COMBLIN.M + sum(ml, RL.M(m1)*B1(ml)) ;
display Z_INF, Z_SUP ;

31 =yes ;

)
abort $(abs(z2.L) > TOL) 'Maximo numero de iteraciones alcanzado' ;
* resultados de la descomposicion

X1.L(nl) = sum(j, X1_L(j,nl)*LAMBDA.L(3)) ;
display X1.L ;

* resolucion del problema completo
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5 DESCOMPOSICION DE DANTZIG- WOLFE

[solve COMPLETO USING LP MINIMIZING Z2

GAMS Rev 142 Intel /MS Window

Descomposicion de Danztig-Wolfe (DW)

Compilation

COMPILATION TIME = 0.000 SECONDS 3.2

GAMS Rev 142 Intel /MS Window

Descomposicion de Danztlg—WoIfe .(DW?:> .

Equation Listing SOLVE SUB Using LP From line 11

---- FOS =E= funcién objetivo subproblema

FOS.. X1(xuno-1) + X1(xuno-2) + 2*X1(xuno-3) + X1(

---- R2 =L= restricciones segunda etapa

R2(runo-1).. X1(xuno-1) + 3*X1(xuno-2) =L=40; (L

R2(runo-2).. 2*X1(xuno-1) + X1(xuno-2) =L=30; (L

R2(runo-3).. X1(xuno-3) =L=10; (LHS =0)

R2(runo-4).. X1(xuno-4) =L=10; (LHS = 0)

R2(runo-5).. X1(xuno-3) + X1(xuno-4) =L= 15 ; (LHS

GAMS Rev 142 Intel /MS Window

Descomposicion de Danztig-WoIfe.(DW .

Model Statistics SOLVE SUB Using LP From line 11

LOOPS L iter-1

MODEL STATISTICS

BLOCKS OF EQUATIONS 2 SINGLE EQUATIONS

BLOCKS OF VARIABLES 2 SINGLE VARIABLES

NON ZERO ELEMENTS 13

GENERATION TIME = 0.030 SECONDS 4.0

EXECUTION TIME = 0.030 SECONDS 4.0

GAMS Rev 142 Intel /MS Window

Descomposicion de Danztig-Wolfe (DW) .

Solution Report  SOLVE SUB Using LP From line 11
LOOPS Liter-1

SOLVE SUMMARY

MODEL SuB OBJECTIVE Z2
TYPE LP DIRECTION MINIMIZ
SOLVER CPLEX FROM LINE 119

*** SOLVER STATUS 1 NORMAL COMPLETION
*** MODEL STATUS 1 OPTIMAL
*+*+ OBJECTIVE VALUE -45.0000

RESOURCE USAGE, LIMIT 0.020  1000.000
ITERATION COUNT, LIMIT 5 10000

GAMS/Cplex  Apr 1, 2005 WIN.CP.CP 21.7 028.031.0
Cplex 9.0.2, GAMS Link 28

User supplied options:
scaind -

Ipmethod 1

preind O

epopt 1e-9

eprhs 1e-9

Optimal solution found.

Objective : -45.000000
LOWER LEVEL
---- EQU FOS
FOS funcién objetivo subproblema

---- EQU R2 restricciones segunda etapa

LOWER LEVEL UPPER
runo-1 -INF 40.0000 40.0000
runo-2 -INF 30.0000 30.0000
runo-3 -INF 10.0000 10.0000
runo-4 -INF 5.0000 10.0000
runo-5 -INF 15.0000 15.0000

---- VAR X1 variables primera etapa
LOWER LEVEL UPPER

xuno-1 . 10.0000 +INF
Xuno-2 . 10.0000 +INF
Xuno-3 . 10.0000 +INF
Xuno-4 . 5.0000 +INF
LOWER LEVEL
---- VAR Z2 -INF -45.0000

Z2 funcién objetivo subproblema y completo

*+ REPORT SUMMARY : 0 NONOPT
0 INFEASIBLE
0 UNBOUNDED

GAMS Rev 142 Intel /MS Window
Descomposicién de Danztig-Wolfe (DW)
Execution

04/14/05

Mb WIN217-142 Apr 05, 2005
04/14/05

xuno-4) + Z2 =E= 0 ; (LHS = -1E-5, INFES = 1E-5 ***

HS = 0)
HS = 0)

04/14/05

oo

Mb WIN217-142 Apr 05, 2005
Mb WIN217-142 Apr 05, 2005
04/14/05

41.VIS For Cplex 9.0

UPPER MARGINAL
1.0000

MARGINAL
-0.2000
-0.4000
-1.0000

-1.0000

MARGINAL

UPPER MARGINAL
+INF

04/14/05

07:08:20 Page 1

07:08:20 Page 2

07:08:20 Page 3

07:08:20 Page 4

07:08:20 Page 5
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I OPTIMIZACION ESTOCASTICA

---- 122 PARAMETER Z_INF = -
PARAMETER Z_SUP =

45.000 cota inferior de la solucién
+INF cota superior de la solucién

GAMS Rev 142 Intel /MS Window 04/14/05 07:08:20 Page 6
Descomposicién de Danzti WolfngDV\L/} . .

Equation Listing SOLVE MAEST sing LP From lin e 115

---- FOM =E= funcién objetivo maestro

FOM.. 45*LAMBDA(iter-1) - 1000*EXC(rdos-1) + Z1 =E =0;(LHS=0)

---- R1 =L= restricciones primera etapa

R1(rdos-1).. 55*LAMBDA(iter-1) - EXC(rdos-1) =L=1 0;(LHS=0)

---- COMBLIN =E= combinacién lineal de los pesos de las soluciones

COMBLIN.. LAMBDA(iter-1) =E= 1 ; (LHS = 0, INFES = 1 w)

GAMS Rev 142 Intel /MS Window 04/14/05 07:08:20 Page 7
Descomposicion de Danztig-Wolfe (D! J

Model Statistics SOLVE MAESTRO sing LP From lin e 115

LOOPS L iter-2

MODEL STATISTICS

BLOCKS OF EQUATIONS 3 SINGLE EQUATIONS g

BLOCKS OF VARIABLES 3 SINGLE VARIABLES
NON ZERO ELEMENTS 6

GENERATION TIME = 0.040 SECONDS 2.9
EXECUTION TIME = 0.050 SECONDS 2.9
GAMS Rev 142 Intel /MS Window

Descomposicién de Danzti WolfeéDV\l/} . i
Solution Report  SOLVE MAEST! sing LP From lin

Mb WIN217-142 Apr 05, 2005
Mb WIN217-142 Apr 05, 2005
04/14/05

e 115
LOOPS L iter-2
SOLVE SUMMARY
MODEL MAESTRO OBJECTIVE Z1
TYPE LP DIRECTION MINIMIZ E

SOLVER CPLEX FROM LINE 115

% SOLVER STATUS 1 NORMAL COMPLETION
*x MODEL STATUS 1 OPT
*+% OBJECTIVE VALUE 44955 0000

RESOURCE USAGE, LIMIT 0.010  1000.000
ITERATION COUNT, LIMIT 2 10000

GAMS/Cplex Apr 1, 2005 WIN.CP.CP 21.7 028.031.0
Cplex 9.0.2, GAMS Link 28

User supplied options:
scaind -1

Ipmethod 1

preind O

epopt 1e-9

eprhs 1e-9

Optimal solution found.
Objective : 44955.000000

LOWER LEVEL

41.VIS For Cplex 9.0

UPPER MARGINAL

---- EQU FOM 1.0000
FOM funcién objetivo maestro
---- EQU R1 restricciones primera etapa
LOWER LEVEL UPPER MARGINAL
rdos-1 -INF 10.0000 10.0000 -1000.0000
LOWER LEVEL UPPER MARGINAL
---- EQU COMBLIN 1.0000 1.0000 1.0000 54955.0000
COMBLIN combinacién lineal de los pesos de las s oluciones
---- VAR LAMBDA pesos de las soluciones
LOWER LEVEL UPPER MARGINAL
iter-1 . 1.0000 1.0000

---- VAR EXC variables de exceso en restricciones

primera etapa <=

LOWER LEVEL UPPER MARGINAL
rdos-1 . 45.0000 +INF
LOWER LEVEL UPPER MARGINAL
- VAR Z1 -INF 44955.0000 +INF

Z1 funcién objetivo maestro
***% REPORT SUMMARY : 0 NONOPT
0 INFEASIBLE
0 UNBOUNDED
GAMS Rev 142 Intel /MS Window
Descomposicion de Danztig-Wolfe (D ?3
Equation Listing SOLVE SUB Usmg LP From line 11
---- FOS =E= funcién objetivo subproblema
FOS.. - 999*X1(xuno-1) - 1999*X1(xuno-2) - 1998*X1
(LHS = -55000, INFES = 45 ***)

---- R2 =L= restricciones segunda etapa

04/14/05

(xuno-3) - 999*X1(xuno-4) + Z2 =E= -54955 ;

07:08:20 Page 8

07:08:20 Page 9

01/02/2016

N\\IERS\DAD {f%‘“;} PON TIFIC ,

ICAI ICADE
Saarses

63

C0M|LLAS

ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIERIA
DEPARTAMENTO DE ORGANIZACION INDUSTRIAL




5 DESCOMPOSICION DE DANTZIG- WOLFE

R2(runo-1).. X1(xuno-1) + 3*X1(xuno-2) =L=40; (L
R2(runo-2).. 2*X1(xuno-1) + X1(xuno-2) =L=30; (L
R2(runo-3).. X1(xuno-3) =L=10; (LHS = 10)
R2(runo-4).. X1(xuno-4) =L=10; (LHS =5)
R2(runo-5).. X1(xuno-3) + X1(xuno-4) =L=15; (LHS
GAMS Rev 142 Intel /MS Window

Descomposicion de Danztig-Wolfe (D g’

Model Statistics SOLVE SUB Usmg LP From line 11
LOOPS L iter-2

MODEL STATISTICS

BLOCKS OF EQUATIONS 2  SINGLE EQUATIONS
BLOCKS OF VARIABLES 2  SINGLE VARIABLES
NON ZERO ELEMENTS 13

GENERATION TIME = 0.040 SECONDS 2.9
EXECUTION TIME = 0.050 SECONDS 2.9
GAMS Rev 142 Intel /MS Window

Descomposicion de Danztig-Wolfe (DW)
Solution Report  SOLVE SUB Using LP From line 11

LOOPS L iter-2
SOLVE SUMMARY
MODEL SUB OBJECTIVE Z2
TYPE LP DIRECTION MINIMIZ
SOLVER CPLEX FROM LINE 119

*** SOLVER STATUS 1 NORMAL COMPLETION
% MODEL STATUS 1 OPTIMAL
**** OBJECTIVE VALUE -54955.0000

RESOURCE USAGE, LIMIT 0.010  1000.000
ITERATION COUNT, LIMIT 1 10000

GAMS/Cplex  Apr 1, 2005 WIN.CP.CP 21.7 028.031.0
Cplex 9.0.2, GAMS Link 28

User supplied options:

scaind -

Ipmethod 1

preind O

epopt 1e-9

eprhs 1e-9

Optimal solution found.
Objective :  -54955.000000

LOWER LEVEL
---- EQU FOS -54955.0000 -54955.0000
FOS funcién objetivo subproblema
---- EQU R2 restricciones segunda etapa
LOWER LEVEL UPPER

runo-1 -INF . 40.0000
runo-2 -INF . 30.0000
runo-3 -INF . 10.0000
runo-4 -INF . 10.0000
runo-5 -INF . 15.0000

---- VAR X1 variables primera etapa
LOWER LEVEL UPPER

xuno-1 . . +INF

Xuno-2 . . +INF

Xuno-3 . . +INF

Xxuno-4 . . +INF
LOWER LEVEL

---- VAR Z2 -INF -54955.0000

Z2 funcién objetivo subproblema y completo
*+k% REPORT SUMMARY : 0 NONOPT
0 INFEASIBLE
0 UNBOUNDED
GAMS Rev 142 Intel /MS Window
Descomposicion de Danztig-Wolfe (DW)
Execution

---- 122 PARAMETER Z_INF = -100
PARAMETER Z_SUP = 449

GAMS Rev 142 Intel /MS Window

Egﬁgﬁgnpffs'ﬁ'ﬁg dggf\r}zEtl Xong%RO L)smg LP From lin
---- FOM =E= funcién objetivo maestro

FOM.. 45*LAMBDA(iter-1) - 1000*EXC(rdos-1) + Z1 =E
---- R1 =L= restricciones primera etapa

R1(rdos-1).. 55*LAMBDA(iter-1) - EXC(rdos-1) =L=1
---- COMBLIN =E= combinacién lineal de los pesos
COMBLIN.. LAMBDA(iter-1) + LAMBDA(iter-2) =E= 1 ;
GAMS Rev 142 Intel /MS Window

HS = 40)
HS = 30)

=15)
04/14/05

oo

Mb WIN217-142 Apr 05, 2005
Mb WIN217-142 Apr 05, 2005
04/14/05

41.VIS For Cplex 9.0

UPPER MARGINAL
-54955.0000 1.0000

MARGINAL

MARGINAL

999.0000

1999.0000

1998.0000

999.0000

UPPER MARGINAL

+INF

04/14/05

00.000 cota inferior de la solucion
55.000 cota superior de la solucién

04/14/05
e 115
=0;(LHS = 0)
0; (LHS =10)
de las soluciones
(LHS =1)
04/14/05
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I OPTIMIZACION ESTOCASTICA

Descomposicion de Danztig-Wolfe ( DVlVJ)
Model Statistics SOLVE MAESTRO Using LP From lin

LOOPS L iter-3
MODEL STATISTICS
BLOCKS OF EQUATIONS 3 SINGLE EQUATIONS
BLOCKS OF VARIABLES 3  SINGLE VARIABLES
NON ZERO ELEMENTS 7
GENERATION TIME = 0.041 SECONDS 2.9
EXECUTION TIME = 0.051 SECONDS 2.9
GAMS Rev 142 Intel /MS Window
Descomposicién de Danztig-Wolfe (DW)
Solution Report  SOLVE MAESTRO Using LP From lin
LOOPS L iter-3
SOLVE SUMMARY
MODEL MAESTRO OBJECTIVE Z1
TYPE LP DIRECTION MINIMIZ
SOLVER CPLEX FROM LINE 115
***% SOLVER STATUS 1 NORMAL COMPLETION
*++% MODEL STATUS 1 OPT
*++% OBJECTIVE VALUE -8 1818

RESOURCE USAGE, LIMIT 0.010  1000.000
ITERATION COUNT, LIMIT 2 10000

GAMS/Cplex_ Apr 1, 2005 WIN.CP.CP 21.7 028.031.0
Cplex 9.0.2, GAMS Link 28

User supplied options:

scaind -1

Ipmethod 1

preind O

epopt 1e-9

eprhs 1e-9

O timal solution found.
Objective : -8.181818

LOWER LEVEL
---- EQU FOM
FOM funcién objetivo maestro

---- EQU R1 restricciones primera etapa

LOWER LEVEL UPPER
rdos-1 -INF 10.0000 10.0000
LOWER LEVEL
---- EQU COMBLIN 1.0000 1.0000

COMBLIN combinacién lineal de los pesos de las s
---- VAR LAMBDA pesos de las soluciones
LOWER LEVEL UPPER

iter-1 . 0.1818 1.0000
iter-2 . 0.8182 1.0000

---- VAR EXC variables de exceso en restricciones
LOWER LEVEL UPPER

rdos-1 . . +INF
LOWER LEVEL
---- VAR Z1 -INF -8.1818

Z1 funcién objetivo maestro
*+k% REPORT SUMMARY : 0 NONOPT
0 INFEASIBLE
0 UNBOUNDED

GAMS Rev 142 Intel /MS Window
Descomposicion de Danztig-Wolfe (DW)
Equation Listing SOLVE SUB Using LP From line 11
---- FOS =E= funcioén objetivo subproblema
FOS.. 0.181818181818182*X1(xuno-1) - 0.63636363636

+0.181818181818182*X1(xuno-4) + Z2 =E= EPS ;
---- R2 =L= restricciones segunda etapa
R2(runo-1).. X1(xuno-1) + 3*X1(xuno-2) =L=40; (L
R2(runo-2).. 2*X1(xuno-1) + X1(xuno-2) =L.=30; (L
R2(runo-3).. X1(xuno-3) =L=10; (LHS =0)
R2(runo-4).. X1(xuno-4) =L=10; (LHS = 0)
R2(runo-5).. X1(xuno-3) + X1(xuno-4) =L=15; (LHS
GAMS Rev 142 Intel /MS Window
Descomposicion de Danztig-Wolfe (DW .
Model Statistics SOLVE SUB Using LP From line 11
LOOPS L iter-3

MODEL STATISTICS

e 115

Hw

Mb WIN217-142 Apr 05, 2005

Mb WIN217-142 Apr 05, 2005
04/14/05

e 115

41.VIS For Cplex 9.0

UPPER MARGINAL
1.0000

MARGINAL

-0.8182
UPPER MARGINAL
1.0000 EPS

oluciones

MARGINAL

primera etapa <=
MARGINAL
999.1818
UPPER MARGINAL
+INF

04/14/05

3636*X1(xuno-2) + 0.363636363636364*X1(xuno-3)
(LHS = -54955, INFES = 54955 ***)

HS = 0)
HS = 0)

04/14/05
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5 DESCOMPOSICION DE DANTZIG- WOLFE

BLOCKS OF EQUATIONS 2 SINGLE EQUATIONS
BLOCKS OF VARIABLES 2  SINGLE VARIABLES
NON ZERO ELEMENTS 13

GENERATION TIME = 0.050 SECONDS 2.9
EXECUTION TIME = 0.050 SECONDS 2.9
GAMS Rev 142 Intel /MS Window

Descomposicion de Danztig-Wolfe (DW) .
Solution Report  SOLVE SUB Using LP From line 11

LOOPS L iter-3
SOLVE SUMMARY
MODEL SUB OBJECTIVE Z2
TYPE LP DIRECTION MINIMIZ
SOLVER CPLEX FROM LINE 119

*** SOLVER STATUS 1 NORMAL COMPLETION
*** MODEL STATUS 1 OPTIMAL
*++ OBJECTIVE VALUE -7.2727

RESOURCE USAGE, LIMIT 0.010  1000.000
ITERATION COUNT, LIMIT 4 10000

GAMS/Cplex  Apr 1, 2005 WIN.CP.CP 21.7 028.031.0
Cplex 9.0.2, GAMS Link 28

User supplied options:

scaind -1

Ipmethod 1

preind O

epopt 1e-9

eprhs 1e-9

Optimal solution found.
Objective : -7.272727

LOWER LEVEL
--- EQU FOS
FOS funcién objetivo subproblema

---- EQU R2 restricciones segunda etapa

LOWER LEVEL UPPER
runo-1 -INF 15.0000 40.0000
runo-2 -INF 30.0000 30.0000
runo-3 -INF 10.0000 10.0000
runo-4 -INF 5.0000 10.0000
runo-5 -INF 15.0000 15.0000

---- VAR X1 variables primera etapa

LOWER LEVEL UPPER
xuno-1 . 15.0000 +INF
Xuno-2 . . +INF
Xuno-3 . 10.0000 +INF
Xxuno-4 . 5.0000 +INF

LOWER LEVEL
---- VAR Z2 -INF -7.2727

Z2 funcién objetivo subproblema y completo
**% REPORT SUMMARY : 0 NONOPT
0 INFEASIBLE
0 UNBOUNDED
GAMS Rev 142 Intel /MS Window
Descomposicion de Danztig-Wolfe (DW)
Execution

---- 122 PARAMETER Z_INF = -
PARAMETER Z_SUP =

GAMS Rev 142 Intel /MS Window

Descomposicién de Danztig-Wolfe (DW)

Equation Listing SOLVE MAESTRO Using LP From lin
---- FOM =E= funcién objetivo maestro

FOM.. 45*LAMBDA(iter-1) + 40*LAMBDA(iter-3) - 1000
---- R1 =L= restricciones primera etapa

R1(rdos-1).. 55*LAMBDA(iter-1) + 40*LAMBDA(iter-3)
---- COMBLIN =E= combinacién lineal de los pesos
COMBLIN.. LAMBDA(iter-1) + LAMBDA(iter-2) + LAMBDA
GAMS Rev 142 Intel /MS Window

Descomposicion de Danztig-Wolfe (DVLVJ) . .
Model Statistics SOLVE MAESTRO Using LP From lin
LOOPS L iter-4

MODEL STATISTICS

BLOCKS OF EQUATIONS 3 SINGLE EQUATIONS
BLOCKS OF VARIABLES 3 SINGLE VARIABLES
NON ZERO ELEMENTS 10

GENERATION TIME = 0.050 SECONDS 2.9
EXECUTION TIME = 0.060 SECONDS 2.9
GAMS Rev 142 Intel /MS Window

Descomposicién de Danztig-Wolfe (DW)
Solution Report  SOLVE MAESTRO Using LP From lin

o

Mb WIN217-142 Apr 05, 2005
Mb WIN217-142 Apr 05, 2005
04/14/05

41.VIS For Cplex 9.0

UPPER MARGINAL
1.0000

MARGINAL
-0.0909
-0.1818
-0.1818

MARGINAL

0.7273

UPPER MARGINAL
+INF

04/14/05

15.455 cota inferior de la solucién
-8.182 cota superior de la solucién

04/14/05
e 115

*EXC(rdos-1) + Z1 =E= 0 ; (LHS = 0)

- EXC(rdos-1) =L= 10 ; (LHS = 10)
de las soluciones
(iter-3) =E=1; (LHS = 1)

04/14/05
e 115

aw

Mb WIN217-142 Apr 05, 2005

Mb WIN217-142 Apr 05, 2005
04/14/05

e 115

07:08:20 Page 18

07:08:20 Page 19

07:08:20 Page 20

07:08:20 Page 21

07:08:20 Page 22

66

UNIVERSIDAD %%z} PONTIF)(,

B
ICAI ICADE

CoMILLAS
[M A D R 1T D]

ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIERIA
DEPARTAMENTO DE ORGANIZACION INDUSTRIAL

01/02/2016




I OPTIMIZACION ESTOCASTICA

LOOPS L iter-4

SOLVE SUMMARY
MODEL MAESTRO OBJECTIVE Z1
TYPE LP DIRECTION MINIMIZ
SOLVER CPLEX FROM LINE 115
% SOLVER STATUS 1 NORMAL COMPLETION
*- MODEL STATUS 1 OPTIMAL
***+ OBJECTIVE VALUE -10.0000

RESOURCE USAGE, LIMIT 0.010  1000.000
ITERATION COUNT, LIMIT 3 10000

GAMS/Cplex  Apr 1, 2005 WIN.CP.CP 21.7 028.031.0
Cplex 9.0.2, GAMS Link 28

User Supplied options:

41.VIS For Cplex 9.0

scaind -1
Ipmethod 1
preind 0
epopt 1e-9
eprhs 1e-9
Optimal solution found.
Objective : -10.000000
LOWER LEVEL UPPER MARGINAL
---- EQU FOM 1.0000
FOM funcién objetivo maestro
---- EQU R1 restricciones primera etapa
LOWER LEVEL UPPER MARGINAL
rdos-1 -INF 10.0000 10.0000 -1.0000
LOWER LEVEL UPPER MARGINAL
---- EQU COMBLIN 1.0000 1.0000 1.0000 EPS
COMBLIN combinacién lineal de los pesos de las s oluciones
---- VAR LAMBDA pesos de las soluciones
LOWER LEVEL UPPER MARGINAL
iter-1 . . 1.0000 10.0000
iter-2 . 0.7500 1.0000 .
iter-3 . 0.2500 1.0000

---- VAR EXC variables de exceso en restricciones

primera etapa <=

LOWER LEVEL UPPER MARGINAL
rdos-1 . . +INF 999.0000
LOWER LEVEL UPPER MARGINAL
--- VAR Z1 -INF -10.0000 +INF

Z1 funcién objetivo maestro
*+k% REPORT SUMMARY : 0 NONOPT
0 INFEASIBLE
0 UNBOUNDED
GAMS Rev 142 Intel /MS Window
Descomposicion de Danztig-Wolfe -(DW?: .
Equation Listing SOLVE SUB Using LP From line 11
---- FOS =E= funcién objetivo subproblema
FOS.. - X1(xuno-2) + Z2 =E= EPS ; (LHS = -7.272727

---- R2 =L= restricciones segunda etapa

04/14/05

27272728, INFES = 7.27272727272728 ***)

07:08:20 Page 23

R2(runo-1).. X1(xuno-1) + 3*X1(xuno-2) =L=40; (L HS = 15)

R2(runo-2).. 2*X1(xuno-1) + X1(xuno-2) =L=30; (L HS = 30)

R2(runo-3).. X1(xuno-3) =L=10; (LHS = 10)

R2(runo-4).. X1(xuno-4) =L=10; (LHS =5)

R2(runo-5).. X1(xuno-3) + X1(xuno-4) =L=15; (LHS =15)

GAMS Rev 142 Intel /MS Window 04/14/05 07:08:20 Page 24
Woda) Shmnce. ‘S SR ST G From ine 11 o

LOOPS L iter-4

MODEL STATISTICS

BLOCKS OF EQUATIONS 2  SINGLE EQUATIONS g

BLOCKS OF VARIABLES 2  SINGLE VARIABLES
NON ZERO ELEMENTS 10

GENERATION TIME = 0.030 SECONDS 2.9
EXECUTION TIME = 0.050 SECONDS 2.9
GAMS Rev 142 Intel /MS Window

Descomposicion de Danztig-Wolfe (DW .
Solution Report  SOLVE SUB Using LP From line 11

Mb WIN217-142 Apr 05, 2005
Mb WIN217-142 Apr 05, 2005
04/14/05

07:08:20 Page 25

9
LOOPS L iter-4
SOLVE SUMMARY
MODEL SUB OBJECTIVE 72
TYPE LP DIRECTION MINIMIZ E
SOLVER CPLEX FROM LINE 119
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5 DESCOMPOSICION DE DANTZIG- WOLFE

*** SOLVER STATUS 1 NORMAL COMPLETION
*- MODEL STATUS 1 OPTIMAL
*+% OBJECTIVE VALUE

RESOURCE USAGE, LIMIT 0.000  1000.000
ITERATION COUNT, LIMIT 1 10000

GAMS/Cplex  Apr 1, 2005 WIN.CP.CP 21.7 028.031.0
Cplex 9.0.2, GAMS Link 28

User supplied options:

scaind -1

Ipmethod 1

preind 0

epopt 1e-9

eprhs 1e-9

Optimal solution found.
Objective : 0.000000

LOWER LEVEL
--- EQU FOS
FOS funcién objetivo subproblema

---- EQU R2 restricciones segunda etapa

LOWER LEVEL UPPER
runo-1 -INF . 40.0000
runo-2 -INF . 30.0000
runo-3 -INF . 10.0000
runo-4 -INF . 10.0000
runo-5 -INF . 15.0000

---- VAR X1 variables primera etapa

LOWER LEVEL UPPER
xuno-1 . . +INF
Xuno-2 . . +INF
Xuno-3 . . +INF
Xxuno-4 . . +INF
LOWER LEVEL
---- VAR Z2 -INF

Z2 funcién objetivo subproblema y completo
*+k% REPORT SUMMARY : 0 NONOPT
0 INFEASIBLE
0 UNBOUNDED
GAMS Rev 142 Intel /MS Window
Descomposicién de Danztig-Wolfe (DW)
Execution

---- 122 PARAMETER Z_INF = -
PARAMETER Z_SUP = -

---- 132 VARIABLE X1.L variables primera etapa
xuno-13.750, xuno-3 2.500, xuno-4 1.250
GAMS Rev 142 Intel /MS Window
Descomposicion de Danztig-Wolfe (DW)
Equation Listing SOLVE COMPLETO Using LP From li
---- FOC =E= funcién objetivo problema completo
FOC.. X1(xuno-1) + X1(xuno-2) + 2*X1(xuno-3) + X1(
---- R1C =L= restricciones primera etapa
R1C(rdos-1).. X1(xuno-1) + 2*X1(xuno-2) + 2*X1(xun
---- R2 =L= restricciones segunda etapa
R2(runo-1).. X1(xuno-1) + 3*X1(xuno-2) =L=40; (L
R2(runo-2).. 2*X1(xuno-1) + X1(xuno-2) =L=30; (L
R2(runo-3).. X1(xuno-3) =L=10; (LHS = 2.5)
R2(runo-4).. X1(xuno-4) =L=10; (LHS =1.25)
R2(runo-5).. X1(xuno-3) + X1(xuno-4) =L=15; (LHS
GAMS Rev 142 Intel /MS Window
Descomposicion de Danztig-Wolfe (DW)
Model Statistics SOLVE COMPLETO Using LP From li
MODEL STATISTICS
BLOCKS OF EQUATIONS 3 SINGLE EQUATIONS
BLOCKS OF VARIABLES 2 SINGLE VARIABLES
NON ZERO ELEMENTS 17
GENERATION TIME = 0.030 SECONDS 2.9
EXECUTION TIME = 0.050 SECONDS 2.9
GAMS Rev 142 Intel /MS Window
Descomposicion de Danztig-Wolfe (DW)
Solution Report  SOLVE COMPLETO Using LP From li
SOLVE SUMMARY
MODEL COMPLETO OBJECTIVE Z2
TYPE LP DIRECTION MINIMIZ
SOLVER CPLEX FROM LINE 136
***% SOLVER STATUS 1 NORMAL COMPLETION

*x MODEL STATUS 1 OPTIM
*+*+ OBJECTIVE VALUE -lO 0000

41.VIS For Cplex 9.0

UPPER MARGINAL
1.0000

MARGINAL

MARGINAL

EPS

1.0000

EPS

EPS
UPPER MARGINAL
+INF

04/14/05

10.000 cota inferior de la solucién
10.000 cota superior de la solucién

04/14/05
ne 136
Xuno-4) + Z2 =E= 0 ; (LHS = 10, INFES = 10 ***)
0-3) + X1(xuno-4) =L= 10 ; (LHS = 10)
HS =3.75)

HS = 7.5)

=3.75)
04/14/05
ne 136

o~

Mb WIN217-142 Apr 05, 2005

Mb WIN217-142 Apr 05, 2005
04/14/05

ne 136

07:08:20 Page 26

07:08:20 Page 27

07:08:20 Page 28

07:08:20 Page 29

68

UNIVERSIDAD %%Q""} PONTIFIC),
ICAI ICADE

C0M|LLAS

ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIERIA
DEPARTAMENTO DE ORGANIZACION INDUSTRIAL

01/02/2016




I OPTIMIZACION ESTOCASTICA

RESOURCE USAGE, LIMIT 0.000  1000.000
ITERATION COUNT, LIMIT 1 10000

GAMS/Cplex  Apr 1, 2005 WIN.CP.CP 21.7 028.031.0
Cplex 9.0.2, GAMS Link 28

O timal solution found.
Objective : -10.000000

LOWER LEVEL
--- EQU FOC
FOC funcién objetivo problema completo
--- EQU R1C restricciones primera etapa
LOWER LEVEL UPPER
rdos-1 -INF 10.0000 10.0000

--- EQU R2 restricciones segunda etapa

LOWER LEVEL UPPER
runo-1 -INF . 40.0000
runo-2 -INF . 30.0000
runo-3 -INF . 10.0000
runo-4 -INF 10.0000 10.0000
runo-5 -INF 10.0000 15.0000

--- VAR X1 variables primera etapa
LOWER LEVEL UPPER

xuno-1 . . +INF
Xuno-2 . . +INF
Xuno-3 . . +INF
Xxuno-4 . 10.0000 +INF
LOWER LEVEL
--- VAR 72 -INF -10.0000

Z2 funcién objetivo subproblema y completo
*+k% REPORT SUMMARY : 0 NONOPT
0 INFEASIBLE
0 UNBOUNDED
***% REPORT FILE SUMMARY
COPT C:\cplex.opt
EXECUTION TIME =
*** FILE SUMMARY

Input  C:\DW.gms
Output  C:\DW.Ist

0.000 SECONDS 2.2

41.VIS For Cplex 9.0

UPPER MARGINAL
1.0000

MARGINAL
-1.0000

MARGINAL
EPS

MARGINAL

EPS
1.0000

UPPER MARGINAL
+INF

Mb WIN217-142 Apr 05, 2005

1.5.4 Algoritmo escrito en MATLAB

El algoritmo escrito en MATLAB se presenta a continuacién.

%

% descomposicion de Dantzig-wolfe
%

Eml nl]l=size(Al) ;
[m2 22] =size(A2) ;

optcnd =-1;
x1 = x11 ;
AA = B1l*x1 ;
= cl'*x1 ;
wh11e optcnd <
= [[AA, A2], [ones(1,1), zeros(1,n2)]] ;
b = [b2; 1] ;
= [cc, c2'] ;
[x2 p12t] 1p(c A,b,zeros(1+n2,1)) ;

P12( 1) = —p12t(1 m2)

[XltJ = lp([Cl'-p12(!,1)'*31],Al,bl,zeros(nl,l)) ;
=1+
Xl( 1) = x1t ;
=" [AA, BL*x1(:,D7 ;
= [cc, c1'*x1(:,1)] ;
doptcnd = [cl'-pi2(:,1-1)"*B1]*x1(:,1) + pi2t(m2+1) ;
en
ngusmAD {?%?} PONTIFICI,q
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I OPTIMIZACION ESTOCASTICA

I.6 Relajacion lagrangiana

1.6.1 Descripcién general

El método de relajacién lagrangiana (RL) [Geoffrion:70, Geoffrion:74] es una
de las técnicas mds extendidas en optimizacién discreta. Se utiliza en situacién
andloga al método de Dantzig-Wolfe (DW), cuando existen restricciones que
complican la solucién del problema. Esto es, la resolucién del problema sin esas
ecuaciones tiene una estructura cuya resolucién es mds sencilla. Esta técnica se
basa en la dualizacion de esas ecuaciones y en la formulacién de un problema
dual cuya resoluciéon proporciona una aproximacién del valor éptimo del
problema original mejor que la resolucién de su relajacion lineal?. En caso de
que el problema sea lineal y que el conjunto de ecuaciones de complicacién sean
el conjunto de restricciones del problema, este problema dual es el problema
dual del problema original. Se formula el mismo subproblema que en DW y el
problema maestro es sustituido por su problema dual.

Partimos de la ecuacién (5.15) que define el problema maestro completo

max 0,
b,y
0, + (’411%1 - b1)T7Tz < C1Tx11 P

0, + (Ax} — b1)T7T2 < clTxf i\ (5.20)

0, + (Azx — bl)T7r2 < clT:L“f cA

y definimos 6, = b/, + 1, entonces esta ecuacién se convierte en
max b 7, +
Ty, [
(Az)'my +p<cgm )
(Az!)'my +p<claf ) (5.21)
(Az))'my+p<dzl A

luego el problema maestro restringido es

Maestro Relajacién Lagrangiana

2 Por relajacion lineal de un problema P se entiende el problema P en el que las variables
enteras son sustituidas por variables continuas.
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6 RELAJACION LAGRANGIANA

max 0,
e (5.22)
0, + (Az, —b)'m, <c'zl N I=1..,]

o bien

max b, T, + 4

ookt (5.23)

(Az)'my+p<cz N 1=1..]
donde las restricciones reciben el nombre de cortes duales o cortes de
optimalidad lagrangianos o corte de Lagrange. Esta formulacién del maestro es
denominada método de planos de corte de Kelly.

1.6.2 Cortes de acotamiento

Dado que el maestro de RL es el dual del de DW, si el segundo es infactible
el primer resulta no acotado.

Consideremos un valor del multiplicador m, y consideremos de nuevo el
subproblema de Lagrange

0, (7T2) = min(clT - 7T2TA1)$1 + 7T2Tb1

x

Az, =0, (5.24)
z, >0

Supongamos que para este valor m, del multiplicador existe v >0 y
Av<0@ tal que ¢ —m A <0. Entonces, si 2 es una solucién del
subproblema de Lagrange, observando que tv >0 y Atv <0 para cualquier
valor positivo de t se tiene que

o (x) +tv) + 7y (A(z) +tv) —b) = ¢z + 7, (Aa) — b))+t +m A (5.25)

con lo que el subproblema no estd acotado dado que toma valores muy pequenos
cuando t — 0.

Del razonamiento anterior se deduce que el conjunto de multiplicadores
aceptables debe verificar que

(¢f +mA)z, >0 Va, €{z, >0,4z <0} (5.26)

La condicién anterior, una vez propuesto un valor para el multiplicador,
puede ser comprobada resolviendo el siguiente problema, que denominamos
subproblema de acotamiento:

Es decir, ve{z;>0,4z <0} que es el sistema homogéneo asociado a
ve{r >0,4z =b}.
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I OPTIMIZACION ESTOCASTICA

0,(m,) = mln( —m Az,
Az, <0 (5.27)
0<z <1
y en caso de que tenga un valor negativo, se debe ser introducir un corte de
acotamiento (similar al corte de infactibilidad en la descomposicién de Bd) en el
problema maestro de la RL de la forma:
(Alxi)T7T2 < ClTxi (5.28)

De este modo, el algoritmo de la RL itera entre un problema maestro,
formado por cortesduales y de acotamiento, y un subproblema que evalia los
multiplicadores propuestos por el maestro. El problema maestro, considerando
ambos tipos de cortes, puede ser formulado de la siguiente forma

o (5.29)
80, + Az —6b) ' m <clzp N I=1,...,3
o bien
e+ 4 (5.30)
(Ax)'m, +op<cla N 1=1..7

siendo & =1 para los cortes duales y § = 0 para los de acotamiento.
El subproblema es

Subproblema Relajacién Lagrangianal

o . T T JjT
0, = min(c, —m A)z, + 7 b

7

Az, = b, (5.31)

o bien
Ay, =, (5.32)

1.6.3 Algoritmo

Esquemaéticamente el algoritmo se representa en la figura 4.5.
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6 RELAJACION LAGRANGIANA

SUBPROBLEMA
[ 1
precios sombra 7, u’ propuesta x/
! |
PROBLEMA MAESTRO RESTRINGIDO

Figura 4.5 Método de descomposicién de Relajacién Lagrangiana.

El algoritmo de la RL es descrito en los siguientes pasos.

1. Inicializacién: j =0,z =00, z = —00, e =10"".
Resolucion del problema maestro de la RL

max 0,
s (5.33)
80, +(Azl —6b) ' m, <clz; N I=1...,3
Actualizar la cota superior z = 6,. Obtener el valor de 7, e ir al paso 3.
3. Resoluciéon del subproblema de acotamiento
i

0;(72) = IIEH(ClT - WZTAl)xl

Az <0 (5.34)
0<z <1

Si 0,(m,) >0 ir al paso 4. En otro caso obtener la solucién z; y formar el
corte de acotamiento

(Az])'m, <clxf (5.35)
Ir al paso 2.
4. Resolucién del subproblema
0, = niin(clT — )" Az, + 7'b,
A;xl =b, (5.36)
z, >0

Actualizar la cota inferior z = 6,. Obtener la solucién z; y formar el corte
de Lagrange

0, + (Axz — bl)T7r2 < clT:B{ (5.37)

Ir al paso 5.
5. Regla de parada
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I OPTIMIZACION ESTOCASTICA

Caélculo de la diferencia entre los multiplicadores propuestos en la iteracién
j v la anterior j—1. Si d(m] —7)"') < e detener. En otro caso, ir al paso 2.
La regla de parada se puede también establecer para la diferencia relativa
entre las cotas superior z e inferior 2z, establecidas por el maestro y el
subproblema respectivamente, o bien para el valor de la funcién objetivo del
subproblema en la segunda formulacién.

La solucién 6ptima es la combinacién lineal de las soluciones obtenidas en
todas las iteraciones siendo los pesos las variables duales de los cortes de
Lagrange del maestro.

J
T =Y T\ (5.38)
=1

J
2= (el (5.39)

=1

El tamano del problema lineal completo es (m, +m,)xn,. El tamano del
problema maestro es jx (m, +1) y el del subproblema m, x n, .

En el algoritmo de la RL, las variables m, y p son variables libres pero
puede ser conveniente introducir cotas algoritmicas suficientemente amplias a
sus valores que impiden que éste sea no acotado.

La funcién objetivo del maestro disminuye en cada iteracién al introducir un
nuevo corte y, por consiguiente, serd mondétona decreciente. Por esta misma
razén se ocasiona una pérdida de factibilidad, luego conviene que sea resuelto
por el método simplex dual. Los cortes duales son una linealizaciéon exterior a la
funcién objetivo del subproblema.

El subproblema se ve afectado tinicamente en su funcién objetivo luego se
recomienda utilizar el método simplex primal. El subproblema es no
diferenciable (es una poligonal).

Cuando la RL se aplica a problemas lineales, la sucesién de los valores
6ptimos del problema maestro (que siempre es decreciente) converge al valor
6ptimo del problema lineal. Por el contrario, esto no se satisface cuando el
problema es entero mixto. Este valor al que la sucesién decreciente converge es
simplemente una cota inferior del valor éptimo del problema. Esta diferencia
entre el valor 6ptimo del problema y el valor obtenido por la RL es lo que se
conoce en la literatura como intervalo de dualidad (duality gap). La aparicién del
intervalo de dualidad origina que la solucién primal propuesta por la RL pueda
ser infactible para las restricciones de complicacion. Una alternativa para
obtener una solucién factible para dichas restricciones es resolverlo mediante un

“ d(m) —m)") < e representa distancia entre 7 y w '
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6 RELAJACION LAGRANGIANA

método de penalizacién de programacion no lineal como es el del lagrangiano
aumentado consiguiendo ademds diferenciabilidad en la funcién objetivo. Este
consiste en introducir un término cuadratico que penaliza las infactibilidades
asociadas a las ecuaciones relajadas. Otra alternativa para evitar esta situacién
consiste normalmente en realizar un postproceso de las soluciones obtenidas
para encontrar la solucién factible. Este postproceso depende del problema
concreto que se resuelva y suele estar basado en el conocimiento especifico de
dicho problema.

Dado que los problemas maestros de DW y RL son duales entre si, ;jqué
ventaja puede tener uno frente a otro? La razén principal estriba en que para
DW las variables duales, que son cruciales en el algoritmo de descomposicion,
son un subproducto de la optimizacién mientras que para RL son las variables
principales. De hecho pueden utilizarse formulaciones alternativas a la del
método de los planos de corte. Por ejemplo, una basada en técnicas de
programacién no lineal puede ser el método del subgradiente

T =m +op, (5.40)
donde p, = Ax] —b, es el gradiente de la funcién dual y «; es un escalar que
indica la longitud de paso del método del subgradiente. «; disminuye al
aumentar las iteraciones y a;, — 0 para j — oco. Un valor eficaz utilizado en la
préactica es

o — 5j[92<wg)_clTx:] (5.41)

J 2
E [Z amnxi - bm]

m

donde (3, es un escalar entre 0 y 2, c xf es el valor de la funcién objetivo para
la mejor solucién factible conocida del problema. Frecuentemente, se empieza la
secuencia por «, =2 y se reduce su valor a la mitad cuando 6,(m;) no ha
aumentado en un nimero prespecificado de iteraciones.

El bundle method es una variante del método de planos de corte donde la
funcién objetivo introduce un término cuadrdtico de penalizacién de la
desviacién de los multiplicadores 7] con respecto a un punto #; que representa
el centro de gravedad de la regién factible. En este caso el problema maestro
tiene funcién objetivo no lineal y ademds requiere el ajuste del pardmetro de
penalizacién.

Incluso el problema maestro puede ser sustituido por algoritmos heuristicos
de actualizacion de los multiplicadores con tal de que se cumplan ciertas
condiciones. Por ejemplo, el método lambda de despacho econémico en un
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I OPTIMIZACION ESTOCASTICA

sistema de energfa eléctrica se puede interpretar como un algoritmo de RL
donde el multiplicador lambda se actualiza heuristicamente en cada iteracién.

1.6.4 Algoritmo escrito en GAMS
Volvamos a resolver el mismo problema que en el método de descomposicién
de DW
min—4x —y — 62
3z 42y +4z=17
1< <2
I<y<2
1<2<2
Empezamos resolviendo el subproblema con la variable dual 7 =0 y el

6ptimo resulta ser (z,y,z) = (2,2,2) y se pasa este punto y el valor de la funcién
objetivo, que es la cota inferior z = —22, al problema maestro

max 6
0+ (18 —17)w < —22
Este problema resultaria no acotado. Para evitarlo se fija —1000 < 6 <1000
y —1000 <7 <1000 y se obtiene m = —1000. La cota superior ahora es

z =978.
El subproblema se formula ahora como

min (—4 + 3-1000)z + (—1 +2-1000)y + (=6 + 4 -1000) z — 17 - 1000

1< <2
1<y<?2
1<2<2
El 6ptimo es el punto (z,y,z)=(1,1,1), el valor de la funcién objetivo
2z = —8011 y un valor para el maestro de —11. El nuevo problema maestro es
max 6

0+ (18 —17)1 < —22
0+ (9—-17)r < -—11

de donde resulta m = —1.222 y cota superior z = —20.777 lo que da lugar al
subproblema que se formula ahora como
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6 RELAJACION LAGRANGIANA

min— 0.333z + 1.444y —1.1112 — 20.777

1< <2
1<y<2
1<2<2
El nuevo punto éptimo es (z,y,z) = (2,1,2) y el valor de la funcién objetivo
z=—22222 y con un valor para el maestro de —21. El nuevo problema
maestro es
max 0

0+(18—-17)m <—22
04+ 9—-17)7r <-—11
6+ (16—-17)7 <21
de donde resulta 7 = —0.5, variables duales de los cortes (A, \,\;) = (0.5,0,0.5)

y cota superior z = —21.5 . El subproblema es ahora
min— 2.5z —4z — 8.5
1< <2
I<y<2
1<2<2

El nuevo punto 6ptimo es (z,y,2) = (2,1,2) y el valor de la funcién objetivo
2z = —21.5. Al ser iguales la cota superior e inferior el algoritmo converge.

La solucién 6ptima es la combinacién lineal de las soluciones anteriores
(z,y,2) = (2,1.5,2).

Veamos de nuevo la resoluciéon del problema con la formulacién alternativa
de la RL. Igual que antes empezamos resolviendo el subproblema con las
variables duales m=0 y pu =0 y el 6ptimo resulta ser (z,y,z)=(2,2,2) y se
pasa este punto y el valor de la funcién objetivo, que en este caso es la cota
inferior z = —22, al problema maestro

max 177 + p
187 +p < =22

Este problema resultaria no acotado. Para evitarlo se fija —1000 < 7 <1000
y —1000 < p <1000 y se obtiene m = —56.777 y p =1000. La cota superior
ahora es z = 34.777.

El subproblema se formula ahora como

ERSIDAD &0 PONT

78 o ICAI %5%} ICADEICb1
CoMiLLA

[M A D R 1T D]

ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIERIA
DEPARTAMENTO DE ORGANIZACION INDUSTRIAL

01/02/2016




I OPTIMIZACION ESTOCASTICA

min(—4 + 3-56.777)x + (=1 +2-56.777)y + (—6 + 4 - 56.777) z — 1000
1< <2
I1<y<2
1<2<2

El éptimo es el punto (z,y,2) = (1,1,1), el valor de la funcién objetivo —500),
la cota inferior es z = —465.222 y un valor para el maestro de —11. El nuevo
problema maestro es

max 177+ p
187 4+ p < =22
I +p < —11

de donde resulta m = —1.222 y © =0 y cota superior z = —20.777 lo que da
lugar al subproblema que se formula ahora como

min— 0.333z + 1.444y —1.1112
1< <2
1<y<?2
1<2<2

El nuevo punto 6ptimo es (z,y,2) = (2,1,2), el valor de la funcién objetivo
—1.444 ;| la cota inferior z = —22.222 y con un valor para el maestro de —21.
El nuevo problema maestro es

max 177+ p
187 + p < =22
Ir +p < —11
167 +p < -21

de donde resulta 7= -05 y pu=—13, variables duales de los cortes
(A X, A) = (0.5,0,0.5) y cota superior Z = —21.5 . El subproblema es ahora

min— 2.5z — 4z +13
1< <2
I<y<2
1<2<2
El nuevo punto éptimo es (z,y,2) = (2,1,2), el valor de la funcién objetivo es
0 y la cota inferior z = —21.5. El algoritmo converge en los dos criterios: por

ser iguales la cota superior e inferior o por ser 0 el valor del subproblema que
evalia los costes reducidos.
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6 RELAJACION LAGRANGIANA

La solucién 6ptima es la combinacién lineal de las soluciones anteriores
(z,y,2) = (2,1.5,2).

La implantacion en GAMS de un cédigo de RL es similar a la implantacién
de la descomposiciéon de Bd. Se formula un modelo para el problema maestro y
otro para el subproblema y éstos son resueltos sucesivamente en un bucle de
iteraciones. Las ecuaciones que representan los cortes de Lagrange (una tinica
ecuacién que engloba a los dos tipos de cortes) son declaradas sobre un conjunto
estatico de indices y construidas sobre un subconjunto dindmico. Durante el
proceso algoritmico, este conjunto dindmico se va actualizado, aumentando por
tanto el nimero de cortes de Lagrange que contiene el problema maestro. El
algoritmo escrito en GAMS se presenta a continuacion.

$title Descomposicién de relajacion lagrangiana (RL)

sets
L maximo numero de iteraciones / iter-1 * iter-5 /
J(1) 1iteracion actual
IT iteraciones del algoritmo / iter-1 * diter-9 /
N1 variables

scalar
Z_INF cota inferior de Ta solucidn / -inf /
Z_SUupP cota superior de Ta solucidn / inf /
TOL tolerancia en optimalidad / le-6 /
GAMMA coeficiente cotas restricciones subproblema / 1/
fase 1 obtiene cortes hasta que el maestro resulte acotado
INFACT fase 1 (0) o fase 2 (1) de relajacidén lagrangiana / 0 /
N_CORTES nUmero de cortes / 0/
FORMUL  tipo de formulacién relajacion lagrangiana / 2/

parameters o .
DELTAL1(1) coeficiente para cortes de acotamiento (subproblema no acotado)
X1_L(1,n1) soluciones del subproblema

* comienzo datos del problema
sets

M1 restricciones primera etapa / runo-1
M2 restricciones segunda etapa / rdos-1 * rdos-6 /

N1 variables / xuno-1 * xuno-3 /
parameters
c1(nl) coeficientes funcién objetivo
/ xuno-1 -4
xuno-2 -1
xuno-3 -6 /
B1(ml) cotas restricciones primera etapa
/ runo-1 17 /
B2(m2) cotas restricciones segunda etapa
/ rdos-1 -1
rdos-2 -1
rdos-3 -1
rdos-4 2
rdos-5 2
rdos-6 2/

table A1(ml,n1) matriz de restricciones primera etapa
xuno-1 xuno-2 xuno-3
runo-1 3 2 4

table A2(m2,nl) matriz de restricciones segunda etapa
Xuno-1 xuno-2 xuno-3

rdos-1 -1

rdos-2 -1

rdos-3 -1

rdos-4 1

rdos-5 1

rdos-6 1
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I OPTIMIZACION ESTOCASTICA

* fin datos del problema

variables
X1(nl) variables primera etapa
z2 funcidén objetivo subproblema y completo
Zl funcidén objetivo maestro

funcidén objetivo maestro )
PIZ(ml) variables duales restricciones primera etapa

MU variable dual de T1a combinacién Tineal
equations

FoM1 funcion objetivo maestro

FOM2 funcidén objetivo maestro

FOS1 funcion objetivo subproblema

FOS2 funcion objetivo subproblema

FoC funcién objetivo problema completo
R1(ml) restricciones primera etapa

R2(m2) restricciones segunda etapa

CORTES1(1) cortes de relajacién lagrangiana
CORTES2(1) cortes de relajaciéon lagrangiana ;

FOM1 .. Z1 =E= sum(ml, B1(m1l)*PI2(ml)) + MU ;

FOM2 .. Z1 =E= TT ;

FOS1 .. Z2 =E= - sum(ml, PI2.L(m1)*(sum(nl, Al(ml,nl)*X1(nl)))) - MU.L +
INFACT*sum(nl, c1(nl)*X1(nl)) ;

FOS2 .. Z2 =E= - sum(ml, PI2.L(m1)*(sum(nl, Al(ml n1)*X1(nl))-B1(ml) *GAMMA)) +
INFACT*sum(nl, C1(n1)*X1(n1)) ;

Foc .. Z2 =E= sum(nl, c1(n1)*Xx1(nl)) ;

R1(ml) .. sum(nl, A1(ml,n1l) * X1(nl)) =L= B1(ml) ;

R2(m2) .. sum(nl, A2(m2,nl) * X1(nl)) =L= B2(m2) * GAMMA ;

CORTES1(j) .. sum(ml, PI2(ml)*(sum(nl, A1(ml,n1)*X1_L(j,n1)D)) +

DELTAL(j)*MU =L= INFACT*sum(nl, C1(n1)*X1_L(j,n1)) ;

CORTES2(3) .. sum(ml, PI2(m1)*(sum(nl, AL(ml,nl)*X1_ L(J nl))- DELTAl(J) *B1(ml))) +
DELTAl(]) “TT =L= INFACT*sum(nl, C1(n1)*X1_L(j,nl)) ;

model MAESTRO1l / FOM1, CORTES1l /
model MAESTRO2 / FOM2, CORTES2 /
model SUB1 / FOS1, R2 /
model SUB2 / FOS2, R2 /
model COMPLETO / FOC , R1l, R2 /

file COPT / cplex.opt /
put COPT putclose 'scaind -1' / 'lpmethod 1' / 'preind 0' / 'epopt le-9' / 'eprhs le-9'

SUBL.OptFile = 1 ; SUB2.OptFile =1;
MAESTRO1.0OptFile = 1 ; MAESTRO2.OptFile = 1 ;
(n = NO ;

X1_L(T,n1) =0 ;

DELTAL(1) =1 ;

z1.L = le3 ;

* inicializacion de variables duales para subproblema

0
0o

MU.L
PI2.L(m1)

* cotas de variables maestro en fase 1 (para acotar maestro)

TT.LO = - le3 ;
TT.UP = le3 ;
PI2.LO(ml1) = - 1 ,
PI2.UP(ml) = 0 ;
MU.LO =-1;
MU.UP = 1

0 or Z_INF < Z_SUP),

Toop(it $(INFACT

if (ord(it) > 1,

if (FORMUL 1,
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6 RELAJACION LAGRANGIANA

] solve MAESTRO1 USING LP MAXIMIZING Zz1
else
solve MAESTRO2 USING LP MAXIMIZING Zz1

) Z_Sup = z1.L
display z_sup

se resuelve el subproblema salvo si en fase 1 el maestro es 0
if (INFACT = 1 or Z_SUP > TOL,
DELTA1(1) $Cord(1) = N_CORTES + 1) =1 ;
if (FORMUL = 1,
solve SUB1 USING LP MINIMIZING Z2 ;
Z_INF $(SUB1.MODELSTAT = 1) = Z2.L + MU.L + sum(ml, PI2.L(m1l)*B1(ml)) ;
cdlculo del rayo de forma correcta
if (SUB1.MODELSTAT = 3 or SUB1.MODELSTAT = 19,

GAMMA = ;
X1l.Lo(nl) = -1 ;
X1.upP(nl) = 1
solve SUBL USING LP MINIMIZING Z2 ;
GAMMA = 1 ;
X1.Lo(nl) = -inf ;
X1.urP(nl) = 1nf ;
Z_INF = ;
; DELTAL(1) $(ord(1) = N_CORTES + 1) = 0 ;
else

solve SUB2 USING LP MINIMIZING Z2 ;

Z_INF $(SUB2.MODELSTAT = 1) = Z2.L ;

cdlculo del rayo de forma correcta

if (SUB2.MODELSTAT = 3 or SUB2.MODELSTAT = 19,

GAMMA = ;
x1.Lo(nl) = - ;

X1.up(nl) = 1

solve SUB2 USING LP MINIMIZING Z2 ;
GAMMA = 1;

X1.Lo(nl) = -inf ;

X1.urP(nl) = 1inf ;

Z_INF = -inf ;

DELTAL(1) $(Cord(1) = N_CORTES + 1) = 0 ;

; _) ;
display z_INF

solo se genera un corte si el valor del maestro es superior al del subproblema
if(Z_sSuP > Z_INF,

X1_L(1,nl) $(ord(1) = N_CORTES + 1) = X1.L(nl) ;
(N $Cord(1) = N_CORTES + 1) = yes ;
N_CORTES = N_CORTES + 1 ;

)
)

paso a la fase 2 de la RL cuando zI1.1=0
if (INFACT = 0 and Z_SUP < TOL,
1

INFACT = ,
PI2.LO(m1l) = -inf ;
PI2.UP(m1) = O H
MU.LO = -inf ;
MU.UP = 1inf ;
Z_SUP = 1le3 ;
Z_INF = -inf ;

s

)
abort $(ABS(Z_INF-Z_SUP) > TOL) 'Maximo numero de iteraciones alcanzado' ;
* resultados descomposicion

if (FORMUL = 1,
] X1.L(nl) = sum(j, X1_L(j,nl)*CORTES1.M(j))
else

X1.L(nl) = sum(j, X1_L(j,nl)*CORTES2.M(j))

* resolucion del problema completo

solve COMPLETO USING LP MINIMIZING Z2

| GAMS Rev 142 Intel /MS Window 05/05/05 08:28:49 Page 1 |
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Descomposicion de relajacion lagrangiana (RL)

Compilation

COMPILATION TIME = 0.000 SECONDS 3.2

GAMS Rev 142 Intel /IMS Window

Descomposicion de relajacién lagrangiana (RL)

Execution

---- 145 PARAMETER Z_SUP =
GAMS Rev 142 Intel /MS Window
Descomposicion de relz:l}auon lagrangiana
Equation Listing SOL'

---- FOS2 =E= funci6n objetivo subproblema
FOS2.. Z2 =E=0; (LHS = 0)

---- R2 =L= restricciones segunda etapa

E SUB2 Using LP Igrom line 1

R2(rdos-1).. - X1(xuno-1) =L=-1; (LHS =0, INFES
R2(rdos-2).. - X1(xuno-2) =L=-1; (LHS =0, INFES
R2(rdos-3).. - X1(xuno-3) =L=-1; (LHS =0, INFES
R2(rdos-4).. X1(xuno-1) =L=2; (LHS = 0)

R2(rdos-5)..
R2(rdos-6)..

X1(xuno-2) =L=2; (LHS = 0)
X1(xuno-3) =L=2; (LHS = 0)

GAMS Rev 142 Intel /MS Window
Descomposicion de rel@acu)n lagrangiana
Model Statistics SOL'

LOOPS IT iter-1

MODEL STATISTICS

BLOCKS OF EQUATIONS 2 SINGLE EQUATIONS
BLOCKS OF VARIABLES % SINGLE VARIABLES

NON ZERO ELEMENTS

GENERATION TIME = 0.020 SECONDS 4.0
EXECUTION TIME = 0.030 SECONDS 4.0

GAMS Rev 142 Intel /MS Window
Descomposicion de relajacion lagrangiana

Solution Report  SOLVE SUB2 Using LP $:rom line 1

LOOPS IT iter-1
SOLVE SUMMARY
MODEL SUBZ OBJECTIVE Z2
TYP DIRECTION MINIMIZ
SOLVER CPLEX FROM LINE 166

*** SOLVER STATUS 1 NORlMAL COMPLETION

*- MODEL STATUS 1 OPTIMAL
*+% OBJECTIVE VALUE 0.0000

RESOURCE USAGE, LIMIT 0.010  1000.000
10000

ITERATION COUNT, LIMIT 3

GAMS/Cplex  Apr 1, 2005 WIN.CP.CP 21.7 028.031.0

Cplex 9.0.2, GAMS Link 28
User supplied options:
scaind -1

Ipmethod 1

preind 0

epopt 1e-9

eprhs 1e-9

Optimal solution found.
Objective : 0.000000

LOWER LEVEL
---- EQU FOS2
FOS2 funcién objetivo subproblema

---- EQU R2 restricciones segunda etapa

LOWER LEVEL UPPER
rdos-1 -INF -1.0000 -1.0000
rdos-2 -INF -1.0000 -1.0000
rdos-3 -INE -1.0000 -1.0000
rdos-4 -INF 1.0000 2.0000
rdos-5 -INE 1.0000 2.0000
rdos-6 -INF 1.0000 2.0000

---- VAR X1 variables primera etapa
LOWER LEVEL UPPER

xuno-1 -INF 1.0000 +INF
Xuno-2 -INF 1.0000 +INF
Xuno-3 -INF 1.0000 +INF

LOWER LEVEL
--- VAR Z2 -INF

Z2 funcién objetivo subproblema y completo
*+k% REPORT SUMMARY : 0 NONOPT
0 INFEASIBLE
0 UNBOUNDED

GAMS Rev 142 Intel /MS Window

E SUBZ sing LP lgrom line 1

Mb WIN217-142 Apr 05, 2005
05/05/05

+INF cota superior de la solucién

05/05/05
66
=1 H*)
=1 %)
=1 %)
05/05/05
66
7
4

Mb WIN217-142 Apr 05, 2005

Mb WIN217-142 Apr 05, 2005
05/05/05

66

41.VIS For Cplex 9.0

UPPER MARGINAL
1.0000

MARGINAL

EPS
EPS
EPS

MARGINAL

UPPER MARGINAL
+INF

05/05/05
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6 RELAJACION LAGRANGIANA

Descomposicion de relajacion lagrangiana (RL)
Execution

---- 181 PARAMETER Z_INF =
GAMS Rev 142 Intel /MS Window
Descomposicion de relzil}amon lagr an iana (RL)
Equation Listing SOLVE MAES 2 Using LP From li
---- FOM2 =E= funcién objetivo maestro
FOM2.. Z1-TT =E=0; (LHS = 1000, INFES = 1000 *
---- CORTES2 =L= cortes de relajacién lagrangiana
CORTES2(iter-1).. TT - 8*PI2(runo-1) =L=0; (LHS
GAMS Rev 142 Intel /MS Window
Descomposicion de relajacion Iagl_rang|ana (RL)
Model Statistics SOLVE MAESTRO2 Using LP From li
LOOPS IT iter-2
MODEL STATISTICS
BLOCKS OF EQUATIONS 2  SINGLE EQUATIONS
BLOCKS OF VARIABLES 3 SINGLE VARIABLES
NON ZERO ELEMENTS 4
GENERATION TIME = 0.060 SECONDS 2.9
EXECUTION TIME = 0.070 SECONDS 2.9
GAMS Rev 142 Intel /MS Window
Descomposicion de relajacion la ranglana (RLE
Solution Report  SOLVE MAESTRO2 Using LP From li
LOOPS IT iter-2
SOLVE SUMMARY

MODEL MAESTRO2 OBJECTIVE Z1

TYPE LP DIRECTION MAXIMIZ

SOLVER CPLEX FROM LINE 141
***% SOLVER STATUS 1 NORMAL COMPLETION
*++% MODEL STATUS 1 OPTIM
**** OBJECTIVE VALUE 0 0000

RESOURCE USAGE, LIMIT 0.000  1000.000
ITERATION COUNT, LIMIT 1 10000

GAMS/Cplex_ Apr 1, 2005 WIN.CP.CP 21.7 028.031.0
Cplex 9.0.2, GAMS Link 28

User supplied options:

scaind -1

Ipmethod 1

preind O

epopt 1e-9

eprhs 1e-9

Optimal solution found.
Objective : 0.000000

LOWER LEVEL
---- EQU FOM2
FOM2 funcién objetivo maestro
---- EQU CORTES2 cortes de relajacion lagrangiana
LOWER LEVEL UPPER

iter-1 -INF

LOWER LEVEL
--- VAR Z1 -INF
---VARTT -1000.0000

Z1 funci6n objetivo maestro
TT funcién objetivo maestro

---- VAR PI2 variables duales restricciones primer
LOWER LEVEL UPPER
runo-1 -1.0000
**% REPORT SUMMARY : 0 NONOPT
0 INFEASIBLE
0 UNBOUNDED
GAMS Rev 142 Intel /MS Window
Descomposicion de relajacién lagrangiana (RL)
Execution
---- 145 PARAMETER Z_SUP =
GAMS Rev 142 Intel /MS Window
Descomposicion de relaj \}amon lagr an iana (RL)
Equation Listing SOLVE MAES 2 Using LP From li
---- FOM2 =E= funcién objetivo maestro
FOM2.. Z1-TT=E=0; (LHS = 0)
---- CORTES2 =L= cortes de relajacién lagrangiana
CORTES2(iter-1).. TT - 8*PI2(runo-1) =L=-11; (LH

GAMS Rev 142 Intel /MS Window
Descomposicion de relajacion lagrangiana (RL)

0.000 cota inferior de la solucion

05/05/05
ne 141
)
=0)
05/05/05
ne 141
2
3

Mb WIN217-142 Apr 05, 2005

Mb WIN217-142 Apr 05, 2005
05/05/05

ne 141

41.VIS For Cplex 9.0

UPPER MARGINAL
1.0000

MARGINAL
1.0000
UPPER MARGINAL

+INF
1000.0000

a etapa
MARGINAL
8.0000

05/05/05
0.000 cota superior de la solucién

05/05/05
ne 141

S =0, INFES = 11 ***)
05/05/05
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I OPTIMIZACION ESTOCASTICA

MODEL STATISTICS

BLOCKS OF EQUATIONS 2 SINGLE EQUATIONS
BLOCKS OF VARIABLES 3 SINGLE VARIABLES
NON ZERO ELEMENTS 4

GENERATION TIME = 0.020 SECONDS 2.9
EXECUTION TIME = 0.030 SECONDS 2.9
GAMS Rev 142 Intel /IMS Window

Descomposicion de relajacion Iasqrané;iana '(RLE .
Solution Report  SOLVE MAESTRO2 Using LP From li

LOOPS IT iter-3

SOLVE SUMMARY
MODEL MAESTRO2 OBJECTIVE Z1
TYPE LP DIRECTION MAXIMIZ

E
SOLVER CPLEX FROM LINE 141

*** SOLVER STATUS 1 NORMAL COMPLETION
*** MODEL STATUS 1 OPTIMAL
*++ OBJECTIVE VALUE -11.0000

RESOURCE USAGE, LIMIT 0.010  1000.000
ITERATION COUNT, LIMIT 1 10000

GAMS/Cplex  Apr 1, 2005 WIN.CP.CP 21.7 028.031.0
Cplex 9.0.2, GAMS Link 28

User supplied options:

scaind -1

Ipmethod 1

preind 0

epopt 1e-9

eprhs 1e-9

Optimal solution found.
Objective : -11.000000

LOWER LEVEL
---- EQU FOM2
FOM2 funci6n objetivo maestro
---- EQU CORTES2 cortes de relajacion lagrangiana

LOWER LEVEL UPPER
iter-1 -INF -11.0000 -11.0000
LOWER LEVEL
---- VAR Z1 -INF -11.0000
---VARTT -1000.0000 -11.0000

Z1 funci6n objetivo maestro
TT funcién objetivo maestro

---- VAR PI2 variables duales restricciones primer
LOWER LEVEL UPPER

runo-1 -INF
*+k% REPORT SUMMARY : 0 NONOPT

0 INFEASIBLE

0 UNBOUNDED
GAMS Rev 142 Intel /MS Window
Descomposicion de relajacion lagrangiana (RL)
Execution
---- 145 PARAMETER Z_SUP = -
GAMS Rev 142 Intel /MS Window
Descomposicion de relajacion lagrangiana (RL)
Equation Listing SOLVE SUB2 Using LP From line 1
---- FOS2 =E= funcién objetivo subproblema
FOS2.. 4*X1(xuno-1) + X1(xuno-2) + 6*X1(xuno-3) +
---- R2 =L= restricciones segunda etapa
R2(rdos-1).. - X1(xuno-1) =L=-1; (LHS =-1)
R2(rdos-2).. - X1(xuno-2) =L=-1; (LHS =-1)
R2(rdos-3).. - X1(xuno-3) =L=-1; (LHS =-1)
R2(rdos-4).. X1(xuno-1) =L=2; (LHS =1)
R2(rdos-5).. X1(xuno-2) =L=2; (LHS =1)
R2(rdos-6).. X1(xuno-3) =L=2; (LHS =1)
GAMS Rev 142 Intel /MS Window
Descomposicion de relajacion IagLGang|ana ERL) .
Model Statistics SOLVE SUB2 Using LP From line 1
LOOPS IT iter-3
MODEL STATISTICS
BLOCKS OF EQUATIONS 2 SINGLE EQUATIONS
BLOCKS OF VARIABLES 2 SINGLE VARIABLES
NON ZERO ELEMENTS 10
GENERATION TIME = 0.110 SECONDS 2.9
EXECUTION TIME = 0.120 SECONDS 2.9

GAMS Rev 142 Intel /MS Window

wnN

Mb WIN217-142 Apr 05, 2005

Mb WIN217-142 Apr 05, 2005
05/05/05

ne 141

41.VIS For Cplex 9.0

UPPER MARGINAL
1.0000

MARGINAL
1.0000
UPPER MARGINAL

+INF
1000.0000

a etapa
MARGINAL
8.0000

05/05/05
11.000 cota superior de la solucién
05/05/05

66

Z2 =E=0; (LHS = 11, INFES = 11 ***)

05/05/05
66

IS

Mb WIN217-142 Apr 05, 2005
Mb WIN217-142 Apr 05, 2005
05/05/05
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6 RELAJACION LAGRANGIANA

Descomposicion de relajacion lagrangiana (RL

)
Solution Report  SOLVE SUB2 Using LP From line 1

LOOPS IT iter-3
SOLVE SUMMARY
MODEL SUBZ OBJECTIVE Z2

DIRECTION MINIMIZ
SOLVER CPLEX FROM LINE 166

*** SOLVER STATUS 1 NORMAL COMPLETION

**- MODEL STATUS 1 OPTIMAL
**** OBJECTIVE VALUE -22.0000

RESOURCE USAGE, LIMIT 0.010  1000.000
10000

ITERATION COUNT, LIMIT 6

GAMS/Cplex_ Apr 1, 2005 WIN.CP.CP 21.7 028.031.0

Cplex 9.0.2, GAMS Link 28
User supplied options:
scaind -1

Ipmethod 1

preind 0

epopt 1e-9

eprhs 1e-9

Optimal solution found.
Objective : -22.000000

LOWER LEVEL
---- EQU FOS2
FOS2 funcién objetivo subproblema
---- EQU R2 restricciones segunda etapa
LOWER LEVEL UPPER

rdos-1 -INE -2.0000 -1.0000
rdos-2 -INE -2.0000 -1.0000
rdos-3 -INE -2.0000 -1.0000
rdos-4 -INE 2.0000 2.0000
rdos-5 -INE 2.0000 2.0000
rdos-6 -INF 2.0000 2.0000

---- VAR X1 variables primera etapa
LOWER LEVEL UPPER

xuno-1 -INE 2.0000 +INE
Xuno-2 -INF 2.0000 +INF
Xuno-3 -INF 2.0000 +INF
LOWER LEVEL
---- VAR Z2 -INF -22.0000

Z2 funcién objetivo subproblema y completo
*xx REPORT SUMMARY : 0 NONOPT
0 INFEASIBLE
0 UNBOUNDED

GAMS Rev 142 Intel /IMS Window

Descomposicion de relajacién lagrangiana (RL)

Execution

---- 181 PARAMETER Z_INF = -
GAMS Rev 142 Intel /MS Window
Descomposicion de relzil}auon lagr: an iana (RL)
Equation Listing SOL'

---- FOM2 =E= funcién objetivo maestro

FOM2.. Z1-TT=E=0; (LHS = 0)

---- CORTES2 =L= cortes de relajacioén lagrangiana
CORTES2(iter-1).. TT - 8*PI2(runo-1) =L=-11; (LH
CORTES2(iter-2).. TT + PI2(runo-1) =L=-22 ; (LHS

GAMS Rev 142 Intel /MS Window
Descomposicion de rel@acu)n Iagl_ranglana (RL)
Model Statistics SOLVE MAES

LOOPS IT iter-4
MODEL STATISTICS
BLOCKS OF EQUATIONS 2 SINGLEE

BLOCKS OF VARIABLES 3 SINGLE VA
NON ZERO ELEMENTS 6

GENERATIONTIME = 0.060 SECONDS 2.9
EXECUTION TIME = 0.100 SECONDS 2.9

GAMS Rev 142 Intel /MS Window

Descomposicion de relajacion Iasqrangmna RLE
' TRO2 Using LP From li

Solution Report  SOLVE MAE
LOOPS IT iter-4
SOLVE SUMMARY

MODEL MAESTRO2 OBJECTIVE Z1
TYPE LP DIRECTION MAXIMIZ
SOLVER CPLEX FROM LINE 141

¥ SOLVER STATUS 1 NORMAL COMPLETION

*x MODEL STATUS 1 OPTIM
*+*+ OBJECTIVE VALUE -20 7778

E MAES 2 Using LP From li

RO2 Using LP From li

66

41.VIS For Cplex 9.0

UPPER MARGINAL
1.0000

MARGINAL

-4.0000
-1.0000
-6.0000

MARGINAL

UPPER MARGINAL
+INF

05/05/05

22.000 cota inferior de la solucién

05/05/05
ne 141
S=-11)
=-11, INFES = 11 ***)
05/05/05
ne 141
3
3

Mb WIN217-142 Apr 05, 2005

Mb WIN217-142 Apr 05, 2005
05/05/05

ne 141
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I OPTIMIZACION ESTOCASTICA

RESOURCE USAGE, LIMIT 0.010  1000.000
ITERATION COUNT, LIMIT 2 10000

GAMS/Cplex_ Apr 1, 2005 WIN.CP.CP 21.7 028.031.0
Cplex 9.0.2, GAMS Link 28

User supplied options:

scaind -1

Ipmethod 1

preind 0

epopt 1e-9

eprhs 1e-9

Optimal solution found.
Objective : -20.777778

LOWER LEVEL
---- EQU FOM2
FOM2 funcién objetivo maestro
---- EQU CORTES2 cortes de relajacion lagrangiana
LOWER LEVEL UPPER

iter-1 -INE -11.0000 -11.0000

iter-2 -INF -22.0000 -22.0000
LOWER LEVEL

- VAR Z1 -INF -20.7778

---VARTT -1000.0000 -20.7778

Z1 funcibn objetivo maestro
TT funcién objetivo maestro

---- VAR PI2 variables duales restricciones primer
LOWER LEVEL UPPER

runo-1 -INF -1.2222
*+k% REPORT SUMMARY : 0 NONOPT
0 INFEASIBLE

0 UNBOUNDED
GAMS Rev 142 Intel /MS Window
Descomposicién de relajacion lagrangiana (RL)
Execution
---- 145 PARAMETER Z_SUP = -
GAMS Rev 142 Intel /MS Window
Descomposicion de relajacion lagrangiana (RL)
Equation Listing SOLVE SUB2 Using LP From line 1
---- FOS2 =E= funcién objetivo subproblema

FOS2.._0.333333333333334*X1(xuno-1) - 14444444444
-20.7777777777778 ; (LHS = -22, INFES = 1.2222

---- R2 =L= restricciones segunda etapa

R2(rdos-1).. - X1(xuno-1) =L=-1; (LHS =-2)
R2(rdos-2).. - X1(xuno-2) =L=-1; (LHS =-2)
R2(rdos-3).. - X1(xuno-3) =L=-1; (LHS =-2)
R2(rdos-4).. X1(xuno-1) =L=2; (LHS =2)

R2(rdos-5).. X1(xuno-2) =L=2; (LHS =2)

R2(rdos-6).. X1(xuno-3) =L=2; (LHS =2)

GAMS Rev 142 Intel /MS Window

Modal Sixtaten (SRS e At o ine 1
LOOPS IT iter-4

MODEL STATISTICS

BLOCKS OF EQUATIONS 2  SINGLE EQUATIONS
EB%C;ER%FEY_QWQEI{_ES 120 SINGLE VARIABLES
GENERATION TIME = 0.070 SECONDS 2.9
EXECUTION TIME = 0.080 SECONDS 2.9
GAMS Rev 142 Intel /MS Window

Descomposicion de relajacion lagrangiana (RL)
Solution Report  SOLVE SUB2 Using LP From line 1

LOOPS IT iter-4
SOLVE SUMMARY
MODEL SUB2 OBJECTIVE Z2
TYPE LP DIRECTION MINIMIZ
SOLVER CPLEX FROM LINE 166

% SOLVER STATUS 1 NORMAL COMPLETION
**x MODEL STATUS 1 OPTIMAL
***+ OBJECTIVE VALUE -22.2222

RESOURCE USAGE, LIMIT 0.010  1000.000
ITERATION COUNT, LIMIT 5 10000

GAMS/Cplex  Apr 1, 2005 WIN.CP.CP 21.7 028.031.0
Cplex 9.0.2, GAMS Link 28

User supplied options:
guppied op

41.VIS For Cplex 9.0

UPPER MARGINAL
1.0000

MARGINAL

0.1111
0.8889

UPPER MARGINAL

+INF
1000.0000

a etapa
MARGINAL

05/05/05

20.778 cota superior de la solucién
05/05/05
66

4444*)(15 uno- 2) +1.11111111111111*X1(xuno-3) + Z2
222222222

05/05/05
66

NN

Mb WIN217-142 Apr 05, 2005

Mb WIN217-142 Apr 05, 2005
05/05/05

66

41.VIS For Cplex 9.0
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6 RELAJACION LAGRANGIANA

Shits 165
O timal solution found.
Objective : -22.222222
LOWER LEVEL
---- EQU FOS2 -20.7778 -20.7778

FOS2 funcién objetivo subproblema

---- EQU R2 restricciones segunda etapa

LOWER LEVEL UPPER
rdos-1 -INF -2.0000 -1.0000
rdos-2 -INF -1.0000 -1.0000
rdos-3 -INE -2.0000 -1.0000
rdos-4 -INF 2.0000 2.0000
rdos-5 -INF 1.0000 2.0000
rdos-6 -INF 2.0000 2.0000
---- VAR X1 variables primera etapa

LOWER LEVEL UPPER
xuno-1 -INF 2.0000 +INF
Xuno-2 -INF 1.0000 +INF
Xuno-3 -INF 2.0000 +INF

LOWER LEVEL

---- VAR Z2 -INF -22.2222

Z2 funcién objetivo subproblema y completo

*+k% REPORT SUMMARY : 0 NONOPT

0 INFEASIBLE

0 UNBOUNDED
GAMS Rev 142 Intel /MS Window
Descomposicion de relajacion lagrangiana (RL)
Execution
---- 181 PARAMETER Z_INF = -
GAMS Rev 142 Intel /MS Window
Descomposicion de relajacion lagrangiana (RL)
Equation Listing SOLVE MAESTRO2 Using LP From li
---- FOM2 =E= funcioén objetivo maestro
FOM2.. Z1-TT=E=0; (LHS =0)
---- CORTES2 =L= cortes de relajacién lagrangiana
CORTES2(iter-1).. TT - 8*PI2(runo-1) =L=-11 ; (LH
CORTES2(iter-2).. TT + PI2(runo-1) =L=-22 ; (LHS
CORTES2(iter-3).. TT - PI2(runo-1) =L=-21; (LHS
GAMS Rev 142 Intel /MS Window
Descomposicion de relajacion lagrangiana (RL)
Model Statistics SOLVE MAESTRO2 Using LP From li
LOOPS IT iter-5
MODEL STATISTICS
BLOCKS OF EQUATIONS 2 SINGLE EQUATIONS
BLOCKS OF VARIABLES 3  SINGLE VARIABLES
NON ZERO ELEMENTS 8
GENERATION TIME = 0.060 SECONDS 2.9
EXECUTION TIME = 0.060 SECONDS 2.9
GAMS Rev 142 Intel /MS Window

Descomposicion de relajacion lagrangiana (RL)
Solution Report  SOLVE MAESTRO2 Using LP From li

LOOPS IT iter-5
SOLVE SUMMARY
MODEL MAESTRO2 OBJECTIVE Z1

TYPE LP DIRECTION MAXIMIZ
SOLVER CPLEX FROM LINE 141

¥k SOLVER STATUS 1 NORMAL COMPLETION
% MODEL STATUS 1 OPTIM.
*++ OBJECTIVE VALUE -21 5000

RESOURCE USAGE, LIMIT 0.010  1000.000
ITERATION COUNT, LIMIT 2 10000

GAMS/Cplex  Apr 1, 2005 WIN.CP.CP 21.7 028.031.0
Cplex 9.0.2, GAMS Link 28

User supplied options:

scaind -1

Ipmethod 1

preind O

epopt 1e-9

eprhs 1e-9

O timal solution found.
Objective : -21.500000

LOWER LEVEL
---- EQU FOM2
FOM2 funcién objetivo maestro

---- EQU CORTES2 cortes de relajacion lagrangiana

UPPER MARGINAL
-20.7778 1.0000

MARGINAL

-1.4444
-0.3333
11111

MARGINAL

UPPER MARGINAL
+INF

05/05/05

22.222 cota inferior de la solucién
05/05/05

ne 141

S=-11)
=-22)

=-19.5555555555556, INFES = 1.44444444444444 ***)
05/05/05

ne 141

whH

Mb WIN217-142 Apr 05, 2005
Mb WIN217-142 Apr 05, 2005
05/05/05

ne 141

41.VIS For Cplex 9.0

UPPER MARGINAL
1.0000
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I OPTIMIZACION ESTOCASTICA

LOWER LEVEL UPPER
iter-1 -INE -17.5000 -11.0000
iter-2 -INE -22.0000 -22.0000
iter-3 -INF -21.0000 -21.0000
LOWER LEVEL
- VAR Z1 -INF -21.5000
---VARTT -1000.0000 -21.5000

Z1 funci6n objetivo maestro
TT funcién objetivo maestro

---- VAR PI2 variables duales restricciones primer

LOWER LEVEL UPPER
runo-1 -INF -0.5000
*** REPORT SUMMARY : 0 NONOPT
0 INFEASIBLE

0 UNBOUNDED
GAMS Rev 142 Intel /MS Window
Descomposicion de relajacion lagrangiana (RL)
Execution
---- 145 PARAMETER Z_SUP = -
GAMS Rev 142 Intel /MS Window
Descomposicion de relajacion lagrangiana '@
Equation Listing SOLVE SUB2 Using LP From line 1
---- FOS2 =E= funci6n objetivo subproblema
FOS2.. 2.5*X1(xuno-1) + 4*X1(xuno-3) + Z2 =E=-8.5
---- R2 =L= restricciones segunda etapa
R2(rdos-1).. - X1(xuno-1) =L=-1; (LHS =-2)
R2(rdos-2).. - X1(xuno-2) =L=-1; (LHS =-1)
R2(rdos-3).. - X1(xuno-3) =L=-1; (LHS =-2)
R2(rdos-4).. X1(xuno-1) =L=2; (LHS =2)
R2(rdos-5).. X1(xuno-2)=L=2; (LHS =1)
R2(rdos-6).. X1(xuno-3) =L=2; (LHS =2)
GAMS Rev 142 Intel /MS Window
Descomposicion de relajacion lagrangiana (RL)
Model Statistics SOLVE SUB2 Using LP From line 1
LOOPS IT iter-5
MODEL STATISTICS
BLOCKS OF EQUATIONS 2
BLOCKS OF VARIABLES 2
NON ZERO ELEMENTS 9
GENERATION TIME =

EXECUTION TIME =

SINGLE EQUATIONS
SINGLE VARIABLES

0.030 SECONDS 2.9
0.040 SECONDS 2.9

MARGINAL
0.5000
0.5000

UPPER MARGINAL

+INF
1000.0000

a etapa
MARGINAL

05/05/05
21.500 cota superior de la solucién
05/05/05

66

i (LHS =-9.22222222222222, INFES = 0.722222222222

05/05/05
66

NN

Mb WIN217-142 Apr 05, 2005
Mb WIN217-142 Apr 05, 2005

08:28:49 Page 30

08:28:49 Page 31

221 *+%)

08:28:49 Page 32

GAMS Rev 142 Intel /MS Window 05/05/05 08:28:49 Page 33
Descomposicion de relajacién lagrangiana g:
Solution Report  SOLVE SUB2 Using LP From line 1 66
LOOPS IT iter-5
SOLVE SUMMARY
MODEL SUB2 OBJECTIVE Z2
TYPE LP DIRECTION MINIMIZ E
SOLVER CPLEX FROM LINE 166
**% SOLVER STATUS 1 NORMAL COMPLETION
** MODEL STATUS 1 OPTIMAL
*++% OBJECTIVE VALUE -21.5000
RESOURCE USAGE, LIMIT 0.010  1000.000
ITERATION COUNT, LIMIT 5 10000
GAMS/Cplex  Apr 1, 2005 WIN.CP.CP 21.7 028.031.0 41.VIS For Cplex 9.0
Cplex 9.0.2, GAMS Link 28
User supplied options:
scaind -1
Ipmethod 1
preind 0
epopt 1e-9
eprhs 1e-9
Optimal solution found.
Objective : -21.500000
LOWER LEVEL UPPER MARGINAL
---- EQU FOS2 -8.5000 -8.5000 -8.5000 1.0000
FOS2 funcién objetivo subproblema
---- EQU R2 restricciones segunda etapa
LOWER LEVEL UPPER MARGINAL
rdos-1 -INE -2.0000 -1.0000 .
rdos-2 -INF -1.0000 -1.0000 EPS
rdos-3 -INF -2.0000 -1.0000 .
rdos-4 -INE 2.0000 2.0000 -2.5000
rdos-5 -INF 1.0000 2.0000 .
rdos-6 -INF 2.0000 2.0000 -4.0000
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6 RELAJACION LAGRANGIANA

---- VAR X1 variables primera etapa

LOWER LEVEL UPPER MARGINAL
xuno-1 -INF 2.0000 +INF
Xuno-2 -INE 1.0000 +INF
xuno-3 -INF 2.0000 +INF
LOWER LEVEL UPPER MARGINAL
--- VAR Z2 -INF -21.5000 +INF

Z2 funcién objetivo subproblema y completo

*+x REPORT SUMMARY : 0 NONOPT
0 INFEASIBLE
0 UNBOUNDED

GAMS Rev 142 Intel /MS Window 05/05/05
Descomposicion de relajacion lagrangiana (RL)
Execution

---- 181 PARAMETER Z_INF = - 21.500 cota inferior de la solucion
GAMS Rev 142 Intel /MS Window 05/05/05
Descomposicion de relajacion lagrangiana (RL)

Equation Listing SOLVE COMPLETO Using LP From li ne 215

---- FOC =E= funci6n objetivo problema completo

FOC.. 4*X1(xuno-1) + X1(xuno-2) + 6*X1(xuno-3) + Z 2=E=0;(LHS =0)

---- R1 =L= restricciones primera etapa

R1(runo-1).. 3*X1(xuno-1) + 2*X1(xuno-2) + 4*X1(xu no-3) =L=17 ; (LHS = 17)

---- R2 =L= restricciones segunda etapa
R2(rdos-1).. - X1(xuno-1) =L=-1; (LHS =-2)
R2(rdos-2).. - X1(xuno-2) =L=-1; (LHS =-1.5)
R2(rdos-3).. - X1(xuno-3) =L=-1; (LHS =-2)
R2(rdos-4).. X1(xuno-1) =L=2; (LHS =2)
R2(rdos-5).. X1(xuno-2) =L=2; (LHS = 1.5)
R2(rdos-6).. X1(xuno-3) =L=2; (LHS =2)
GAMS Rev 142 Intel /MS Window 05/05/05
Descomposicion de relajacion lagrangiana (RL)
Model Statistics SOLVE COMPLETO Using LP From li ne 215
MODEL STATISTICS
BLOCKS OF EQUATIONS 3 SINGLE EQUATIONS
BLOCKS OF VARIABLES 2  SINGLE VARIABLES
NON ZERO ELEMENTS 13
GENERATION TIME = 0.081 SECONDS 2.9 Mb WIN217-142 Apr 05, 2005
EXECUTION TIME = 0.091 SECONDS 2.9 Mb WIN217-142 Apr 05, 2005
GAMS Rev 142 Intel /MS Window 05/05/05
Descomposicion de relajacion la ran_plana RLE
Solution Report  SOLVE COMPLETO Using LP From li ne 215
SOLVE SUMMARY

MODEL COMPLETO OBJECTIVE 72

TYPE LP DIRECTION MINIMIZ E

SOLVER CPLEX FROM LINE 215
***% SOLVER STATUS 1 NORMAL COMPLETION
*+% MODEL STATUS 1 OPTIM
**** OBJECTIVE VALUE -21 5000

RESOURCE USAGE, LIMIT 0.010  1000.000
ITERATION COUNT, LIMIT 0 10000

GAMS/Cplex  Apr 1, 2005 WIN.CP.CP 21.7 028.031.0 41.VIS For Cplex 9.0
Cplex 9.0.2, GAMS Link 28

Optimal solution found.
Objective : -21.500000

LOWER LEVEL UPPER MARGINAL
---- EQU FOC . . . 1.0000

0o

FOC funcién objetivo problema completo

---- EQU R1 restricciones primera etapa

LOWER LEVEL UPPER MARGINAL
runo-1 -INF 17.0000 17.0000 -0.5000
---- EQU R2 restricciones segunda etapa

LOWER LEVEL UPPER MARGINAL
rdos-1 -INE -2.0000 -1.0000
rdos-2 -INF -1.5000 -1.0000 .
rdos-3 -INE -2.0000 -1.0000 .
rdos-4 -INE 2.0000 2.0000 -2.5000
rdos-5 -INF 1.5000 2.0000 .
rdos-6 -INF 2.0000 2.0000 -4.0000
---- VAR X1 variables primera etapa

LOWER LEVEL UPPER MARGINAL
xuno-1 -INF 2.0000 +INF
Xuno-2 -INF 1.5000 +INF
Xuno-3 -INF 2.0000 +INF

08:28:49 Page 34
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LOWER LEVEL UPPER MARGINAL

---- VAR Z2 -INF -21.5000 +INF

Z2 funcién objetivo subproblema y completo
*x REPORT SUMMARY : 0 NONOPT

8 'UNBGUNBED

*x REPORT FILE SUMMARY
COPT C:\cplex.opt
EXECUTION TIME = 0.000 SECONDS 2.2 Mb WIN217-142 Apr 05, 2005
*+k% FILE SUMMARY

Input  C:\RL.gms
Output  C:\RL.Ist

1.6.5 Problema de transporte con coste fijo

Consideremos el problema de transporte con coste fijo anterior y
supongamos que son las restricciones de capacidad limite las que son relajadas e
introducidas en la funcién objetivo a través del lagrangiano. Para un valor \; el
subproblema de Lagrange presenta la forma:

min Y e,z + fuy) + Ay (75 — Myyy)
i
szj <a, Vi

j
D Ty 2b V)
wij Z Oa yij € {051}
que reformulado queda como

minZ(cij + Aij)xij + <f7.] - AijMz'j>y7:j

Ty

szj <a Vi
j

D T 2b V)
z,; > 0,y, € {0,1}

Esta reformulaciéon permite observar que el subproblema es separable en dos
problemas. Un problema de transporte en el que el coste variable es ligeramente
modificado por el multiplicador y un segundo problema que es entero puro y
cuya solucién puede obtenerse de modo inmediato.

Problema de transporte
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6 RELAJACION LAGRANGIANA

minZ@ + )‘zi)xzj
R
E%‘ <a Vi
j
in]. > b]. V7
z,; >0
Problema entero puro

minz (fU - )‘ijMij)yij

w5
Y, € {071}

Esta formulacién de la RL para el problema del transporte con coste fijo
puede implantarse en GAMS con el siguiente cédigo.

$title Problema de transporte con coste fijo (RL)

OPTION OPTCR = 0

sets
L indice de iteraciones / 11 * 1100 /
LL(1) subconjunto de indices
I origenes /il * i4 /
J destinos / jl1 * j3 /

* patos del problema

parameters
A(i) ofertas de producto
/ il 10, i2 30, i3 40, i4 20 /
B(j) demandas de producto
/ j1 20, j2 50, j3 30 /

table C(i,j) coste variable unitario de transporte

jl 32 33
il "1 "2 73
i2 3 2 1
i3 2 3 4
i4 4 3 2

table F(i,j) coste fijo de transporte
+1034,°03

]
il 10 20 30
i2 20 30 40
i3 30 40 50
i4 40 50 60

* Fin datos del problema
abort $(sum[i, A(i)] < sum[j, B(j)]) 'Problema infactible'

scalar
TOL tolerancia relativa / le-6 /
Z_INF cota inferior / -INF /
Z_SUP cota superior / inf /
DIF diferencia en iteraciones

parameters
X_3(Ci,3,1) valores de las variables de flujo en la iteracion j
Y_3(@i,3,1) valores de las variables de inversion en la iteracion j
LAMBDA_J(i,3j,1) multiplicadores en la iteracién j

positive variables
x(i,3) flujo por los arcos
LAMBDA(i,j) multiplicador
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binary variable

Y(i,3) decisiones de inversion en Tlos arcos
variables ) o )
z variable objetivo primal (subproblema)
w variable dual
bDeclaracion de las ecuaciones
equations . o
EQ_OBJ funcidén objetivo problema completo

OFERTA(1) ofertas de los origenes
DEMANDA(3) demanda de los destinos
LIMITE(i,j) 1imite de uso del arco
CORTES_RL(1) cortes de Relajacidén Lagrangiana ;

EQ_OBJ .. Z =E= sum[(i,3), FGi,3)*Y(,3)] + sum[(i,3), C(i,3)*X(i,3)]
+ sum[(i,3), LAMBDA.L(i,J)*(X(i,3)-MIN[ACI),B(3)] * Y(G,3N] ;
OFERTA(H) ..osum[j, X(i,7)] =L= ACD) ;
DEMANDA(J) .. sum[i, X(i,j)] =G6= B(J) ;
LIMITE(i,j) .. X(i,j) =L= MIN[AGi),B(G)] * Y(H,5) ;

CORTES_RL(11).. w=L=sum[(i,j), F(i,j)*Y_31(,3,1TD] + sum[(,3), c(,j)*x_3(,3,11)]
sum[(i,J), LAMBDA(i,j)*(X_3(i,j,11)-MIN[AC1),B(F)] * Y_1(3i,],11

+
N1
mode1l MAESTRO_RL / CORTES_RL /

model SUB_RL / EQ_OBJ, OFERTA, DEMANDA /

model COMPLETO / EQ_OBJ, OFERTA, DEMANDA, LIMITE / ;

X.UP(i,3) = MIN[ACi),B(§)]

* para que los resultados de un problema infactible sean los correctos con CPLEX solo
* se puede utilizar el método simplex y sin preproceso

file COPT / cplex.opt /
put COPT putclose 'scaind -1' / 'lpmethod 1' / 'preind 0' / 'epopt 1le-9' / 'eprhs 1le-9'

SUB_RL.OptFile = 1 ; COMPLETO.OptFile = 1 ;

* Jnicializacion de pardmetros del problema

11(1) = NO ;
Y_3(@i,j, ) = 0 ;
X_3(Ci,3,1) = 0 ;
LAMBDA.UP(i,J) = 10 ;
DIF = inf ;

* Iteraciones del algoritmo
Toop(1 $(DIF > TOL),

Resolucion del problema maestro de Relajacion Lagrangiana
ifCord(1) > 1,
solve MAESTRO_RL USING LP MAXIMIZING W

else
LAMBDA.L(i,j) =0
LAMBDA_J(i,j,1) = LAMBDA.L(i,3) ;

Resolucion del subproblema de Relajacion Lagrangiana
solve SUB_RL USING MIP MINIMIZING Z ;

X_3(Ci,3,1) = X.L(i,3)

Y_3(i,3,1D = Y.L,

Actualizacion del conjunto de cortes de Lagrange
111 = yes ;

Actualizacion de Ta diferencia de multiplicadores
, DIF $(ord(1)>1) = sum[(i,j), ABS(LAMBDA_J(i,j,1)-LAMBDA_I(i,j,1-1))]

LAMBDA.FX(i,j) = 0 ;
solve COMPLETO USING MIP MINIMIZING Z
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6 RELAJACION LAGRANGIANA

En este ejemplo, la sucesiéon de valores del problema maestro y la sucesién de
o6ptimos del subproblema en la RL convergen en la iteracién 69 a la solucion
dada por la relajacién lineal del problema” con valor de la funcién objetivo de
355 u.m., ver figura 4.6. El valor de la funcién objetivo del problema completo
es de 380 u.m.

Cotainferior — — - Cota superior

1500
1000 k
500
==~
1 ve?
1
7

Hoa /7 1013 16 19 22 25 28 31 34 37 40 43 46 49 52 55 58 61 64 67
/

|
|
-500 1 1
N

-1000

Iteracion

Figura 4.6 Iteraciones del método de descomposicién de Relajacién Lagrangiana.

Por otra parte, los valores obtenidos por las variables de decisién no son
factibles en ninguna de las iteraciones del método. Se necesita un postproceso de
estas soluciones para obtener una solucién. En este problema, una posibilidad es
considerar la solucién dada para las variables continuas z,; por el problema de
transporte (lineal) y adecuar las variables binarias a esta solucién, es decir,

si z; >0 entonces y,; =1
Con este postproceso de las soluciones se puede comprobar que la solucién

obtenida es, en este caso, la solucién éptima del problema entero mixto:

Y = Yoy = Yz = Ygp = Ypp = 1

5 Cuando esto ocurre se dice que el problema satisface la propiedad de integralidad
(integrality property) y tiene poco sentido el uso de la RL como técnica de aproximacién del
valor 6ptimo del problema.
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I.7 Otras técnicas de descomposicion

1.7.1 Descomposicién Primal-Dual

El método de descomposicién Primal-Dual [Krishna] nace con el objetivo de
evitar el crecimiento en la cota superior que suele aparecer en las tltimas
iteraciones del proceso de descomposicién de Bd. Para suprimirlo en lugar de
utilizar en el subproblema el dltimo valor de z, obtenido por el maestro se
formula la mejor combinacién lineal de los valores obtenidos en un subconjunto
de iteraciones anteriores. Este método tiene un comportamiento mds robusto
que la descomposicién de Bd frente a errores en el cédlculo de sensibilidades por
tener en cuenta todas las propuestas previas que ha recibido del maestro. Esto
incrementa ligeramente el tamano del subproblema pero acelera el proceso de
convergencia del algoritmo y disminuye sustancialmente el nimero de
iteraciones. Es una generalizacién de los métodos de descomposiciéon previos,
DW y Bd.

El problema maestro restringido para la iteracion j se plantea como en el
método de Bd:

Maestro Primal-Dual

: T
minc, z, + 0,

21,6,
Az, = b (6.1)
' Bz, +0, > m'b, l=1,...J
T, > 0

El subproblema para cada iteracién j ahora se formula de manera similar al
maestro en DW:

Subproblema Primal-Dual

t
min Z (cfz))\ + c) m,

A -1

t

;(Blmi)Al +Azr, =0, :m (6.2)

i
Z)\lzl D
=1
Aozy >0 I=1,...,7

donde t < j asociado al tamano del problema, siendo 10 un valor méaximo
razonable. Se pueden intentar diferentes estrategias de combinacién lineal de
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7 OTRAS TECNICAS DE DESCOMPOSICION

soluciones anteriores z; y actualizacién durante el proceso iterativo cuando
t < j. La estrategia actualmente utilizada es substituir aquella solucién con el
menor valor de )\, por la nueva solucién z; y la de mayor valor de ) por una
combinacién de todas las ¢ soluciones.

Si A, =0 para cierta [ ello indica que la solucién z; no forma parte de la
combinacién lineal 6ptima y puede ser eliminada. Eliminando solamente estas
soluciones previas se garantiza que la cota superior es mondétona decreciente. Si
A, =1 se detiene la ejecucion del proceso iterativo.

El tamano del problema lineal bietapa PL-2 es (m, +m,)x(n, +n,). El
tamano del problema maestro es (m, + j)x(n, +1) y el del subproblema
(m, +1)x(t + n,). El nimero de restricciones del maestro aumenta en uno en
cada iteracion. El tamano del subproblema aumenta con respecto al del método
de Bd en t variables y 1 restriccién. El subproblema del método Primal-Dual se
convierte en el de Bd si t =1 y en el maestro de DW si ¢t = j.

Nétese que las variables duales del subproblema del método Primal-Dual

serdan diferentes, en general, de las variables duales del subproblema del método
de Bd.

1.7.2 Descomposicién anidada

La descomposicién anidada [Birge:85] consiste en aplicar de forma recursiva
el principio de descomposicién [Dantzig:63]. Si se aplica al problema lineal
multietapa PL-P definido como

P

P
: T
min ) c,z,
p=1

B, .z, + Apxp =b, p=1...,P (6.3)

p
:L“pz()

B, =0

la etapa 1 es el problema maestro y las etapas 2,...,P el subproblema. Para
solucionar el subproblema se aplica de nuevo el principio de descomposicién
siendo la etapa 2 el problema maestro y las etapas 3,...,P el subproblema. De
nuevo se aplica descomposicion hasta llegar a la etapa P —1 como problema
maestro y la etapa P como subproblema. En cada momento sélo se necesita
resolver un problema correspondiente a una etapa, como problema maestro para
las etapas p=1,...,P —1 o como subproblema para la etapa P . Este método
resuelve repetidamente una secuencia de problemas lineales de menor tamano
para solucionar el problema lineal multietapa.

La descomposiciéon anidada se puede utilizar con cualquiera de los métodos
de descomposicién anteriores. Cuando se utiliza el método de descomposicién de
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Bd una etapa cualquiera p en su papel de maestro recibe la informacién para
generar los cortes correspondientes a los subproblemas p+1,...,P y pasa la
soluciéon a dichos subproblemas. Debido a la estructura en escalera, la
informacién para generar los cortes procede sélo del subproblema p +1 y sélo la
cota de dicho subproblema se ve afectada por la solucién de la etapa p. De
forma similar, la etapa p en su funcién de primer subproblema de la serie
p,...,P genera cortes para su maestro, la etapa p —1, y ve modificada su cota
por la informacién procedente de su maestro p —1.
Veamos un ejemplo de problema lineal de 4 etapas.

: T T T T
min ¢, +¢ T, +¢c;x, + ¢, 2,

Ty ,T9 , 23,1y

Az, =b
Bz, +Agz, =, (6.4)
Bz, +Az, = by

Byx, +Az, =0

z, Ty, T, z, >0

Se resuelve el problema de la etapa 4 para un cierto valor de xf,)
obteniéndose el valor de la funcién objetivo 6, y las variables duales
correspondientes 7,. Por claridad a partir de ahora se suprime el superindice [
en las variables duales que forman parte de una restriccién.

min C4Tx4
Az, =b, — B, (6.5)
z, >0

El problema maestro restringido de la etapa 3 resulta ser:

: T
minc; z, + 0,

T3 764

Az, = b, — B, LT (6.6)
0, + 7T4TB:5$3 > 7T4Tb4 273
z, >0

siendo la funcién objetivo del problema dual max 7, (b3 — Bﬁé) + <7T4Tb4)
35713

Si en lugar de resolver este maestro se hubiera resuelto el problema de las
dos tdltimas etapas tendriamos:
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7 OTRAS TECNICAS DE DESCOMPOSICION

. T T
minc; r, + ¢, x,

Az, =b, — By, :m,
By, + Ay =0, :

(6.7)

T3,z > 0

siendo la funcién objetivo del dual max ;" <b3 — BQ:L“é) + pg b,

T3,H3

El problema maestro restringido de la etapa 3 es una cota inferior de la
funcién objetivo del problema de las dos dtltimas etapas. Luego los 6ptimos
correspondientes a los problemas duales verifican la misma relacién, esto es:

™ (b3 - Bﬂé) + g by >y <b3 - Bzxé) + 1y <7T4Tb4> (6.8)
siendo esta relacién vélida para cualquier valor de z,
7T?/)T (b3 - B2$2) + N;;szx > 7T3T (b3 - B2$2> + 773T <7rfb4> (6.9)

El corte que se introduciria en la etapa anterior si el problema se hubiera
considerado bietapa (las dos primeras por una parte y las dos tltimas por otra)
seria

0, > " (b, — Byay) + pyby > my (b, — Byw,) + 1y <7T4Tb4> (6.10)

Esta ecuacioén indica que el corte pasado a la etapa anterior es vdlido aunque
desde la etapa actual hasta la iltima no se haya resuelto el problema hasta
optimalidad [Morton:93]. Ahora la expresién del corte de Benders queda

0, + 75 By, > myby + 1 <7T4Tb4) (6.11)
El problema maestro restringido de la etapa 2 resulta ser:

: T
minc, z, + 0,

29,05
Az, =b, — lei - T (6.12)
0, + 7T3TBQ"E2 > 7T3Tb3 + 773T (7T4Tb4) P
z, >0
siendo la funcién objetivo del problema dual

max T, (62 - lef) +n, [773Tb3 +n; <7rfb4 >]

T

Si en lugar de resolver este maestro se hubiera resuelto el problema de las
tres ultimas etapas tendriamos:
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min e T, +cmy + e,
Az, =b,— Bzl 7
Byx, + Axy, =0, i, (6.13)
Byx, + Az, =0, :p,
Ty, Ty, T, > 0
siendo la funcién objetivo del dual max 7" <bQ - BIIE1> + py by + p3 b,

Ty s Mg Vg

El corte a introducir en la etapa 1 sera:
0, >m,' (b2 - le1> + py by + pig by >, (b2 - Bl%) + 1, [W:in3 + 15 (Wfb4 )] (6.14)
0, + 7, Bz, > m b, + 1, [W?)Tbg + (7r4Tb4)J (6.15)

Viendo simultdneamente los cortes para las diferentes etapas se puede
deducir la expresién general del corte en cualquier etapa:

0, + 7, Bz, >, b,
0; + 7T3TB2332 2 W§b3 + 77;w (Wfb4) (6.16)
0, + 71—2TB1331 > 71—2Tb2 + 772T [W:?ba + 773T (7T4Tb4 )]

0 +1 + 7Tp+lB Z, 2 7, = 7Tp+1bp+l + 775+1qp+1 (6’17)

p

Si en lugar de estos cortes se utilizan los de la linealizacién alrededor de un
punto se tiene:

0, + . By, > f + 7, By,

(6.18)
0, > f4 + 7T4 ( — )
0; = m, (b3 - BQ%) + 15 <7T4Tb4) =
=T ( — Bz, + Bzx; - Bﬁé) + 773T <7T4Tb4) =
l , (6.19)
=3 <b _B2x2)+7T3B2< x2)+773 <7T4b>
= f3 + 7T3 < :E2>
y la expresién genérica para cualquier etapa es:
nZhatmab (s, —a) (6.20)

0p+1 + 7Tp+prxp > f;?+l + 7Tp+1B ','E

La formulacién del problema a resolver para cualquier etapa p, p=1,...,P
es la siguiente:
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Subproblema descomposicién anidada

. T
min ¢, z, + 0p+1

20,41
Apxp = bp - Bpflx;fl - T
ﬂ-ﬁprxp T0p1 29, = W;ilbpﬂ + n;ﬁlqml tn, 1=1...,7
z, >0
P (6.21)
0ps =0
B, =0
71';,“ =0
77§?+1 =0
o bien con la otra formulacién de los cortes:
.7
meé?l c,z, +0,,
_ l .
Az, =b,—B, 1, i,
IT B 9 > f T Bl . =1 .
7Tp+1 pLEp + p+1 —fp+1 +7Tp+l pxp 77p - 7"‘7]
z. >0
P (6.22)
0pn =0
B, =0
7TfD+1 =0
771]f3+1 =0

donde el superindice [ de los vectores significa que son valores de variables
conocidos en alguna iteracién previay 6, , € R.

En términos generales, el algoritmo consiste en resolver cierta etapa p y
entonces o bien proceder con la siguiente etapa p 4+ 1 modificando las cotas o
proceder con la etapa previa p —1 formando un corte. Existen varias estrategias
para recorrer las etapas del problema que se explican maéas adelante. El
procedimiento iterativo finaliza cuando se produce la convergencia en la primera
etapa.

1.7.3 Caso ejemplo

Volvamos a resolver el mismo problema que en el método de descomposicién
de DW
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min— 4z —y — 62
3r + 2y + 4z =17
1< <2
1<y<2
1<2<2
Para ello lo primero es poner las ecuaciones de manera que sean diagonal por
bloques introduciendo una variable auxiliar v = 2y + 4z
min—4x —y — 62
3z +ov=17
v—2y—42=0
1< <2
1<y<?2
1<2<2
Empezamos resolviendo el problema maestro
min— 4z
1< <2
que da lugar a = = 2. Esa solucién se le pasa al siguiente subproblema
min— y
v=17-3-2
1<y<?2

que da lugar a y =2 y v = 11. Esa solucion se le pasa al siguiente subproblema

min— 6z
4z =—-11+2-2
1<2<2

que da lugar a z =1.75, funcién objetivo —10.5 y la variable dual asociada a la
primera ecuacién es 1.5. Esa solucién se le pasa al subproblema anterior para

formar un corte
min—y + 6,
v=17-3-2
0, +10.5>1.5(11—-2-2 — v +2y)
1<y<?2
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que da lugar a y =1, funcién objetivo —14.5 y la variable dual asociada a la
primera ecuacién es —1.5. Esa solucién se le pasa al subproblema anterior para
formar un corte

min— 4z + 6,

0, +14.5 > —1.5(2 — x)

1< <2
que da lugar a = =2, funcién objetivo z = —22.5, que es una cota inferior del
problema. La cota superior serd z = —20.5. Como hay diferencia entre cotas se

debe proseguir con las iteraciones.

1.7.4 Modelo hidrotérmico

A continuacién se presenta un caso ejemplo escrito en GAMS de operacién
de un sistema hidrotérmico resuelto por descomposicion anidada. Las
restricciones que acoplan las etapas corresponden a las de gestiéon del nivel de
reserva de cada embalse. Es interesante observar en la programacién las
siguientes caracteristicas:

¢ El modelo se ha formulado de manera que tanto el problema completo como
cada subproblema sean resueltos con exactamente las mismas ecuaciones.
Por una parte, las ecuaciones se definen sobre un conjunto dindmico en
etapas. Por otra, hay un escalar que controla las diferencias entre una y otra
formulacién.

* La ecuacién de gestién hidraulica interetapa es tnica, incluyendo las
condiciones iniciales y finales de situacién de los embalses que son prefijadas
y la formulacién simultdanea para el problema completo y descompuesto.

* FEl algoritmo de descomposicién recorre las etapas en sentido descendente de
2 hasta P (excepto en la primera etapa donde también se resuelve en
sentido descendente la etapa 1) y en sentido ascendente desde P —1 a 1.

$title Modelo de planificacién de Ta expansion y explotacién de generacidén y red

* Andrés Ramos

* Departamento de Organizacion Industrial
* Escuela Técnica Superior de Ingenieria
* Universidad pontificia Comillas

* Junio 2000

* especificacion de Ja division temporal del modelo
* dimensionamiento del sistema generacion red
* atributos del sistema

sets
T anos / ann-1 /
K(t) subconjunto de afos / ann-1 /
P periodos / per-1 * per-3 /
QQ(p) subconjunto de periodos
B bloques / blg-1 * blg-3 /
ND nudos / nudo-1 * nudo-9 /
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TR generadores térmicos / gent-1 * gent-7 /

HD grupos hidraulicos / hidr-1 * hidr-4 /

GD gestidén de demanda / gstd-1 * gstd-2 /

ATG atributos de los generadores o acciones de gestion de demanda
/ pmx, pmn, cvr, efor, gql, cfj, tcf, rmx, rmn, rvai, rvaf /

ATL atributos de las lineas / r, x, flmx /

NDTR(nd,tr) Tlocalizacidén de generadores térmicos en nudos

nudo-1 . gent-4
nudo-1 . gent-5
nudo-2 . gent-3
nudo-2 . gent-6
nudo-4 . gent-2
nudo-7 . gent-1
nudo-9 . gent-7

/
NDHD(nd,hd) Tocalizacién de generadores hidraulicos en nudos
nudo-1 . hidr-3
nudo-5 . hidr-4
nudo-7 . hidr-1
nudo-9 . hidr-2
/
LE(nd,nd) conjunto de lineas existentes
L iteraciones de Benders /1*5/
J(1) iteracioén actual
SNT sentido en la pasada de la descomposicién / lap, Pal /
ALIAS (nd,ni,nf), (p,pp)

* pardmetros generales

scalar
SBASE potencia base (GW) / 0.1/
MR margen de reserva (p.u.) / 0.1/
CENS coste ENS (€ por kwh) / 300 /
PNNR penalizacién por energia (€ por kwh) / 1le3 /
PNPT  penalizacién por potencia (€ por kw) / 1le3 /
CSL coeficiente seguridad lineas / 0.7 /
OPCPRD opciodn de pérdidas no lineales / 0/
OPCDA opcidn de descomposicion anidada / 0/
TMSB  tiempo de ejecucidén del subproblema / 0 /
ZINF cota inferior / -inf /
ZSUP  cota superior / inf /
TOL tolerancia en la descomposicion / le-9 /
CSTT coste completo / 0/
parameters
THETA_L(1,t,p) funcidén de recursos de cada periodo e iteracion
RVA_L(1,t,p,hd) reserva de cada hidraulica en cada periodo e iteracion
PIRVA_L(1,t,p,hd) variable dual de 1la reserva hidraulica
ORDEN (p) orden de cada periodo
DSP(p) desplazamiento del 1indice
INCDEM(t) incremento acumulado de Ta demanda (p.u.)
INC(t) incremento anual de la demanda (p.u.) / ann-1  0.00 /
PCTND(nd) reparto de la demanda total por nudos (p.u.)
/ nudo-1 0.10
nudo-2 0.10
nudo-3 0.10
nudo-4 0.05
nudo-5 0.20
nudo-6 0.05
nudo-7 0.05
nudo-8 0.20
nudo-9 0.15 / ;
ORDEN(p) = ord(p) ;
INCDEM(t) = PROD(k $Cord(k) <= ord(t)), 1+INC(k)) ;

table DTGT(tr,atg) datos generadores térmicos
pmx pmn cvr efor ql cfj tcf

Mw Mw € p.u. p.u. € p.u.

kwh w
gent-1 800 800 1.0 0.00 0.00 300 0.10
gent-2 800 800 1.0 0.00 0.00 300 0.10
gent-3 250 100 3.0 0.05 0.05 180 0.12
gent-4 400 250 3.5 0.05 0.05 192 0.12
gent-5 300 100 4.0 0.05 0.05 146  0.13
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gent-6 300 100 4.0 0.05 0.05 146 0.13
gent-7 300 100 4.0 0.05 0.05 146 0.13
table DTHD(hd,atg) datos generadores hidraulicos
pmx rmx rmn  rvai rvaf cfj tcf
mw  Gwh  Gwh Gwh  Gwh € p.u.
w
hidr-1 600 2500 100 1250 1250 240 0.12
hidr-2 600 2500 200 1250 1250 230 0.12
hidr-3 500 2500 300 1250 1250 240 0.12
hidr-4 500 2500 400 1250 1250 220 0.12
table DTGD(gd,atg) datos acciones de gestion de demanda
cvr  cfj tcf
€ € p-u.
kwh w
gstd-1 5.0 100 0.13
gstd-2 3.5 150 0.14
table APORT(hd,p) aportaciones en grupos hidraulicos (Gwh)
per-1 per-2 per-3
hidr-1 525.0 700.0 175.0
hidr-2 450.0 600.0 150.0
hidr-3 412.5 550.0 137.5
hidr-4 412.5 550.0 137.5
table DEM(b,p) demanda del bloque b en el periodo p (Mw)
per-1 per-2 per-3
bTlg-1 5000 3500 3000
b1g-2 4000 2800 2400
b1g-3 2400 1680 1440
table DUR(b,p) duracién del bloque b en el periodo p (h)
per-1  per-2 per-3
b1g-1 166.66 333.33 166.66
b1g-2 500.00 1000.0 500.00
b1qg-3 333.33 666.66 333.33
table DTLE(ni,nf,at1) datos lineas existentes
r X flmx
p.u. p.u. Mw
nudo-1 . nudo-6 0.002 0.02 800
nudo-2 . nudo-3 0.004 0.03 800
nudo-2 . nudo-6 0.006 0.04 800
nudo-3 . nudo-4 0.008 0.05 800
nudo-3 . nudo-6 0.007 0.06 800
nudo-4 . nudo-5 0.005 0.07 800
nudo-4 . nudo-6 0.003 0.08 800
nudo-4 . nudo-9 0.001 0.07 800
nudo-6 . nudo-7 0.003 0.06 800
nudo-6 . nudo-8 0.005 0.05 800
nudo-7 . nudo-8 0.007 0.04 800
nudo-8 . nudo-9 0.006 0.03 800 ;

LE(ni,nf) $DTLE(ni,nf,'x"') = yes ;

* Escalacion de los datos de generadores y Ilineas de Mw a GW y Gwh a Twh

APORT (hd, p)
DTHD(Chd, 'rmn")
DTHDChd, "rmx ')
DTHD(Chd, 'rvai')
DTHD(Chd, 'rvaf')
DTGT(tr, "pmx")
DTGT(tr, "pmn')
DTHDChd, "pmx ')
DEM(b, p)
DTLE(ni,nf,"'fImx")

APORT (hd, p) / le3 ;
DTHDChd, "'rmn") / le3 ;
DTHD Chd, "rmx") / le3 ;
DTHD(Chd, "rvai') / le3 ;
DTHDChd, 'rvaf') / le3 ;
DTGT(tr, "pmx"') / le3 ;
DTGT(tr, "pmn") / le3 ;
DTHD(Chd, "pmx ') / le3 ;
DEM(b, p) / le3 ;
DTLE(ni,nf, ' fimx') / 1le3 ;

variables
ACP(t,p,b,tr) decisién de acoplamiento de Tos grupos térmicos (0 o 1)
PTP(t,p,b,tr) potencia térmica producida Gw)
PHP(t,p,b,hd) potencia hidraulica producida Gw)
RVA(t,p,hd) reserva hidraulica (Gwh)
MOVHD (p, hd) movimiento del embalse (Gwh)
poM(t,p,b,nd,gd) potencia de gestidén de demanda Gw)
PNS(t,p,b,nd) potencia no suministrada Gw)
EXC(t,p,b,nd) exceso de potencia Gw)
DRR(t,p) defecto de reserva rodante aw)
ERR(t,p) exceso de reserva rodante Gw)
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TT(t,p,b,nd) angulo del nudo (rad)
FLE(t,p,b,ni,nf) flujo en Tineas existentes Gw)

PTI(t,tr) potencia térmica instalada Gw)

PHI(t,hd) potencia hidraulica instalada Gw)
PDI(t,nd,gd) potenc1a de gestion demanda instalada (Gw)
PRDAS(t,p,b,nd) pérdidas en el nudo Gw)

CSTTL coste total inversidén (gen y red) y explotacidon (G€)
THETA(t,p) funcidén de recursos ;

positive variables ACP, PTP, PHP, RVA, PDM, PNS, EXC, DRR, ERR, PTI, PHI, PDI

equations

FO Costes totales de inversion y explotaciodn

KR1(t,p,b,nd) Primera ley de Kirchhoff para cada nudo

EPRDAS(t,p,b,nd) pPérdidas en cada nudo

FLJE(t,p,b,n1,nf) Flujo Tineas existentes

ACOPLA(t,p,b,tr) Acoplamiento de Tos grupos térmicos

PRDTRM(t,p,b,tr) Potencia térmica producida inferior a 1la acoplada

PTPMIN(t,p,tr) Potencia térmica producida minima

PRDHID(t,p,b,hd) Potencia hidraulica producida inferior a Ta instalada
RSRVAS(t,p,hd) Reservas hidraulicas

MOVEMHD(t, p, hd) Movimiento de embalses hidraulicos

PRDDMN(t,p,b,nd,gd) Gestidén de demanda utilizada inferior a la instalada

MARGEN (t, p) Margen de reserva

CORTES(1,t,p) Cortes de Benders ;

FO .. CSTTL =E= sum((t,qq), THETA(t,qq)) $(OPCDA = 1) +
sum((t,tr), PTI(t,tr) * DTGT(tr,'cfj‘)*DTGT(tr,'tcf') * (card(t)-ord(t)+1))

+ sum((t,hd), PHI(t,hd) * DTHD(Chd, 'cf3')*DTHD(hd, "tcf') * (card(t)-ord(t)+1))
+ sum((t,nd,gd), PDI(t,nd,gd) * DTGD(gd,'cfj')* DTGD(gd "tcf') * (card(t)-ord(t)+1))
+ sum((t,qq,b,tr), DTGT(tr,'cvr') * PTP(t qq,b,tr) * DUR(b qq))/1le3

+ sum((t,qq,b,nd,gd), DTGD(gd, 'Ccvr') * PDM(t,qq,b,nd,gd) * DUR(b,qq))/leS

+ CENS * sum((t,qq,b,nd), PNS(t,qq,b,nd) * DUR(b,qq))/le3

+ PNNR * sum((t,qq,b,nd), EXCc(t,qq,b,nd) * DUR(b,qq))/le3

+ PNPT * sum((t,qq), DRR(t,qq) + ERR(t,qq))/le3 ;

KR1(t,qq,b,nd) ..

sum(NDTR(nd, tr), PTP(t,qq,b,tr)) + sum(NDHD(nd,hd), PHP(t,qq,b,hd))
sum(gd, PDM(t,qq,b,nd,gd))

sum(LE(ni,nd), FLE(t,qq,b,ni,nd)) - sum(LE(nd,nf), FLE(t,qq,b,nd,nf))
PNS(t,qq,b,nd) - EXC(t,qq,b,n

=E= PCTND(nd) * DEM(b,qq) * INCDEM(t) + PRDAS(t,qq,b,nd) $OPCPRD ;

+ + +

EPRDAS(t,qq,b,nd) .. PRDAS(t,qq,b,nd) =E=

+ SBASE * sum(LE(ni nd), (1- cos(TT(t qq b,ni) - TT(t qq b nd)))
* DTLE(ni,nd,'r') / (DTLE(n1 nd,'r')* 2+DTLE(n1 nd, 2))

+ SBASE * sum(LE(nd nf), (1- cos(TT(t qq b,nf) - TT(t qaq, b nf)))
* DTLE(nd,nf,'r') / (DTLE(nd,nf,'r')* 2+DTLE(nd nf, 'x")**2))

FLJE(t,qq,b,LE(ni,nf)) ..
FLE(t,qq,b,ni,nf)/SBASE =E= (TT(t,qq,b,ni)-TT(t,qq,b,nf))/DTLE(ni,nf, 'x") ;

PRDTRM(t,qq,b,tr) ..
PTP(t,qq,b,tr) =L= (DTGT(tr, 'pmx') +
sumCk $Cord(k) <= ord(t)), PTI.L(k, tr))) ¢ (1-DTGT(tr, 'efor')) * ACP(t,qq,b,tr) ;

ACOPLA(t,qq,b+1,tr) .. ACP(t,qq,b+1,tr) =L= ACP(t,qq,b,tr) ;

PTPMIN(t,qq,tr) ..
PTP(t,qq, 'b1g-3',tr) =G= DTGT(tr, 'pmn')*(1 - DTGT(tr,'ql'))*ACP(t,qq, 'b1g-3',tr) ;

PRDHID(t,qq,b,hd) ..
PHP(t,qq,b,hd) =L= DTHD(hd, 'pmx') + sum(k $Cord(k) <= ord(t)), PHI.L(k,hd)) ;

* restriccion para la descomposicion

RSRVAS(t,qq,hd) ..

sum(pp $SAMEAS(pp+1,qq), RVA(t,pp,hd))  $(OPCDA
+ sum(pp $SAMEAS(pp+1,qq), RVA.L(t,pp,hd)) $(oPCDA
+ DTHD(hd, 'rvai') $(ORDEN(qq) = 1) + MOVHD(qq,hd) =E=

RVA(t,qq,hd) $(ORDEN(qq) <> card(p)) + DTHD(hd,'rvaf') $(ORDEN(qq) = card(p)) ;

0)

MOVEMHD (t,qq,hd) .
MOVHD(qq hd) —E= APORT(hd,qq) - sum(b, PHP(t,qq,b,hd) * DUR(b,qq)) / 1le3 ;

PRDDMN(t,qq,b,nd,gd) .. pPbM(t,qq,b,nd,gd) =L= sum(k $Cord(k) <= ord(t)), pPDI(k,nd,gd)) ;
MARGEN (t, qq)

sum(tr (DfGT(tr "pmx') + sum(k $Cord(k) <= ord(t)), PTI.L(k,tr)))
* (1—DTGT(tr 'efor')) * ACP(t,qq, 'blg-1',tr))
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+ sum(Chd, DTHD(hd, ' Em + sum(k $Cord(k) <= ord(t)), PHI(k,hd)))
+ sum((nd gd), sum( $Cord(k) <= ord(t)), pPDI(k,nd,gd)))

+ DRR(t, qq) - ERR(t, q)

== DEM('big-1",qq) * (14MR) * INCDEM(t) ;

CORTES(j,t,qq) $(OPCDA = 1) ..
THETA(Ct,qq) - THETA_L(j,t,qq) =G=
sumChd, PIRVA_L(j,t,qq,hd) * (RVA(t,qq,hd) - RVA_L(j,t,qq,hd))) ;

* Se anula Ta expansion de Ja generacion para que el modelo sea Tineal

PTI.FX(t,tr) =0 ;
PHI.FX(t,hd) =0 ;
PDI.FX(t,nd,gd) = 0 ;

* cotas a las variables

RVA.LO(t,p,hd)
RVA.UP(t,p,hd)
ACP.UP(t,p,b,tr)

DTHDChd, 'rmn') ;
DIHD(hd,'rmx‘) ;

TT.FX(t,p,b, "'nudo-1")
FLE.LO(t,p,b,ni,nf)
FLE.UP(t,p,b,ni,nf)

0 )
- DTLE(ni,nf,'flmx') * CSL ;
DTLE(ni,nf, ' flmx') * CSL ;

PTP.UP(t,p,b,tr) = DEM(b, p) * INCDEM(t) ;
PHP.UP(t,p,b,hd) = DEM(b, p) * INCDEM(t) ;
PDM.UP(t,p,b,nd,gd) = PCTND(nd) * DEM(b,p) * INCDEM(t) ;
PNS.UP(t,p,b,nd) = PCTND(nd) * DEM(b,p) * INCDEM(t) ;
EXC.UP(t,p,b,nd) = PCTND(nd) * DEM(b,p) * INCDEM(t) ;
DRR.UP(t,p) = (1+MR) * DEM('blg-1',p) * INCDEM(t) ;
ERR.UP(t,p) = (1+MR) * DEM('b1g-1',p) * INCDEM(t) ;
PTI.UP(t,tr) = smax((b,p), DEM(b,p)) * INCDEM(t) ;
PHI.UP(t,hd) = smax((b,p) DEM(b,p)) * INCDEM(t)
PDI.UP(t,nd,gd) = PCTND(nd) * smax((b,p), DEM(b,p)) * INCDEM(t) H
TT.LO(Ct,p,b,nd) =-1;

TT.UP(t,p,b,nd) = 1;

model PLGNRD / FO, KR1l, FLJE, ACOPLA, PRDTRM, PTPMIN, PRDHID, RSRVAS, PRDDMN, MARGEN,
CORTES / ;

model PLGNRDNL / FO, KR1, FLJE, ACOPLA, PRDTRM, PTPMIN, PRDHID, RSRVAS, PRDDMN, MARGEN,
CORTES, EPRDAS / ;

file sAL / sal.txt /
put SAL ;

J(1) = NO ;

THETA_L(1,t,p)
RVA_L(1,t,p,hd
PIRVA_L(1,t,p,

L
(ool

)
hd)
* proceso iterativo de descomposicion anidada de Benders

1
NO ;

OPCDA
QQ(p)

Toop (1 $(ABS(1-ZINF/ZSUP) > TOL and ZINF < ZSUP),

iteraciones hacia adelante snt=1 y hacia atrds snt=2
loop (snt,

if (ord(snt) =
DSP(p) =
else
DSP(p) = card(p) - 2*ord(p) + 1 ;

Toop (p,
QQ(p+DSP(p)) = yes ;

solucion del problema en 2 a P y P-1 a 1

if (Cord(1) = 1 and ord(snt) = 1) or (ord(snt)=1 and ord(p)+DSP(p) > 1) or
(ord(snt)=2 and ord(p)+DSP(p) < card(p)),

if (ord(snt) = 1 and ord(p) = card(p),
THETA.FX(t,qq) =

elseif ord(1) =1 and ord(snt) =1,
THETA.LO(t,qq) = ;

else
THETA.LO(t,qq) = -inf ;

o
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)

solve PLGNRD USING LP MINIMIZING CSTTL ;

put 'Suproblema (M€)'
sum(qq, ORDEN(gqg)):3:0 CSTTL.L:12:6 ' tiempo (s)' PLGNRD.resusd:7:1
PLGNRD.numequ:7:0 PLGNRD.numvar:7:0 PLGNRD.numnz:7:0 PLGNRD.iterusd:7:0/;

TMSB = TMSB + PLGNRD.resusd ;
abort $(PLGNRD.modelstat > 2) 'Terminacidén anormal' ;

DI

incremento de iteraciones al Tlegar al ultimo hacia adelante
3(1) $Cord(snt) = 1 and ord(p) = card(p)) = yes ;

se guardan las variables interperiodo

if (ord(snt) = 1 and ord(p)+DSP(p) < card(p),
RVA_L(1,t,qq,hd) = RVA.L(t,qq,hd) ;

las variables duales se guardan en sentido ascendente

if (Cord(snt) = 1 and ord(p)+DsP(p) = card(p)) or
(ord(snt) 2 and ord(p)+DsSP(p) < card(p)),
PIRVA_L(1,t,qq,hd) = - RSRVAS.M(t,qq,hd) ;
THETA_L(1,t,pp) $SAMEAS(pp+1,p+DSP(p)) = CSTTL.L ;

cdlculo de Tos costes totales

if (ord(snt) = 1 or (ord(snt) = 2 and ord(p)+DSP(p) = 1),
CSTT = CSTT + CSTTL.L - sum((t,qq), THETA.L(t,qq)) ;

QQ(p+DSP(p)) = NO ;

)
calculo de las cotas inferior y superior
zsuP $(Cord(snt) = 1) = MIN(ZSUP,CSTT) H
ZINF $(Cord(snt) = 2) = MAX(ZINF,CSTTL.L) ;
put $(ord(snt) = 1) /
put $(ord(snt) = 2) L.TL 'Cota Inf' ZINF:12:6 ' Cota Sup' ZSup:12:6
! converg' ABS(1-zZINF/zSup):10:6 ' tiempo (s)' TMSB:7:1 // ;
; CSTT $(Cord(snt) = 2) =0 ;
)
* modelo completo
OPCDA = 0 ;
J(1) = NO ;
Qa(p) = yes ;

solve PLGNRD USING LP MINIMIZING CSTTL ;

put 'Completo (M€) ' CSTTL.L:12:6 ' tiempo (s)' PLGNRD.resusd:7:1
PLGNRD.numequ:7:0 PLGNRD.numvar:7:0 PLGNRD.numnz:7:0 PLGNRD.iterusd:7:0 // ;
abort $(PLGNRD.modelstat > 2) 'Terminacion anormal' ;
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I OPTIMIZACION ESTOCASTICA

I.8 Optimizacion lineal estocastica bietapa y
multietapa

1.8.1 Bietapa

El problema lineal estocdstico bietapa PLE-2, donde se considera
aleatoriedad en la segunda etapa, se formula matemé&dticamente como:

: T w wT _w
minc, r, + E pc T,
Ty5Ty

we
Ax, =0, (7.1)
Biz, +A4x =0b
T, Ty >0

donde la funcién objetivo corresponde a las decisiones de la primera etapa més
el valor esperado correspondiente a las decisiones de la segunda etapa y donde
w € Q toma un conjunto finito |, cardinal de €, de valores cada uno con
probabilidad p“. En un modelo general la estocasticidad puede aparecer en
cualquier término del problema lineal. En la practica s6lo un nimero reducido
de coeficientes suele ser estocdstico. Si A, es independiente de w este problema
se denomina con recurso fijo. La estructura de la matriz de restricciones de un
problema PLE-2 para tres escenarios en la segunda etapa se representa en la
siguiente figura.

B A
B 4]

Figura 8.1 Estructura de la matriz de coeficientes de las restricciones en PLE-2.

El problema de minimizacién del méximo arrepentimiento tiene una
estructura similar al anterior y se formula como:

16 ] superindice w indica la dependencia de las matrices y vectores con respecto al valor del
escenario w.
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8 OPTIMIZACION LINEAL ESTOCASTICA

min «
Q,T,Ty
T Wl | w w
a —cx —c¢ T, >—f° Ywe
Az, =0 (7.2)
Bz, +Ax;  =b
T, T, >0

siendo f“ el valor de la funcién objetivo con informacién perfecta para cada
escenario w (i.e., la funcién objetivo para la decisiéon 6ptima sabiendo que va a
ocurrir un determinado escenario w ).

Otro problema diferente pero similar a éste en estructura serfa minimizar el
maximo coste, que puede tener sentido si no se confia en las probabilidades
asociadas a los escenarios.

min a
Q5T 5Ty

a —cz, —c"zy >0 VYwe

Az, =0, (7.3)
Biz, 44z =0
T, T, >0

Si se supone que w puede tomar tres posibles valores Q:{wl,wQ,wB},
entonces el problema determinista equivalente [Dantzig:55] del (7.1), donde se
enumeran los valores de w, es:

: T wy wT ,w wy woT'  wy wy w3l ws
mn ¢ T +pic T, +pUeT T, + P’ T,

— .
Ty, Ty % T

Az, =0
Bz, +AMx) = b (7.4)
Bz, A = b |
Bz, +A T =0

z,, x,", Ty, z,?, >0

La enumeracion es posible siempre que el conjunto de posibles estados de w ,
||, sea suficientemente pequefio. El tamafio del bloque de la segunda etapa
depende linealmente del nimero de escenarios. Por otra parte, si el nimero de
pardmetros fuera 25 cada uno con 2 posibles estados, el nimero total de estados
serfa de 2% a~ 3.3 10". El espacio de estados crece exponencialmente con el
nimero de pardmetros aleatorios. En este caso, es necesario recurrir a técnicas
de simulacién para obtener muestras de los mismos. En la seccién siguiente a la
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I OPTIMIZACION ESTOCASTICA

planificaciéon estocdstica multietapa se explica el uso de la simulacién en el
contexto de optimizacién estocdstica.

El uso de técnicas de descomposicién se justifica por la estructura especial
que presenta la matriz de restricciones del problema completo. Los
subproblemas son separables para cada escenario y tienen la misma estructura
en las restricciones. Por primera vez este problema equivalente se resolvid
aplicando el método de descomposicion DW a su problema dual [Dantzig:61]
donde son las restricciones las que complican su resolucién. Posteriormente se
utilizé la descomposicién de Bd [VanSlyke] al problema primal original, donde
son las variables las que complican. Este tltimo método tiene ventaja sobre el
anterior ya que el primal tiene mds variables que restricciones (o dicho de otra
forma, el dual generalmente tiene mds filas que el primal) y, por lo tanto,
requiere mas calculo por iteracién [Birge:88].

Para su resolucién utilizando la descomposicién de Bd se considera

Wy LW wy wy ! !

DG By 4 b, Ly

Ws Ws W Ws w Ws

c, =|pPce?|, B =|B"|, 4 = A by =107y oz, = |,
pws C;’s B 1“'3 A‘ng b ;'3 x;'b

Claramente, el subproblema es separable en tantos subproblemas como
estados de w, siendo cada uno de ellos:

. wT w
mln 02 x2
5
Avzd = b — Br' i (7.5)
2 2 11 © 02 ¢
z, >0

La formulaciéon del problema maestro restringido se puede hacer con una
Unica variable 6, € R para todos los subproblemas, denominado método
monocorte:

. T
minc, x, + 6,

21,0,
Ax, = b
. , o ) 7.6
prW;lTBl“xl +0, > Ep“W;lTb; l=1,...7] (7.6)
wesN wesN
T, > 0

o multiples variables 6, € R, una para cada subproblema, denominado método
multicorte:
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8 OPTIMIZACION LINEAL ESTOCASTICA

mln c1 T, + Z p 0y

wesN
Alxl = bl (7 7)
W;ZTBlwxl—i—sz > ngszw w € l=1...,7
T, > 0

Este 1ltimo se basa en la idea intuitiva de que utilizando explicitamente
todos los cortes se envia méds informacién sobre los subproblemas que con uno vy,
por lo tanto, se necesitardn menos iteraciones del algoritmo de descomposicion.
Pero, por otra parte, el problema maestro del método multicorte se incrementa
en (| —1) variables y en cada iteracién en (|2 — 1) restricciones con respecto al
monocorte. El método multicorte serd especialmente eficiente cuando m, sea
grande y [Q no sea significativamente mayor que n, [Birge:88]. Cuando [ es
mucho mayor que n, es conveniente utilizar un método hibrido consistente en
agrupar subconjuntos de cortes hasta obtener un nimero reducido de éstos. No
obstante, la ventaja de un método sobre otro depende del problema y debe
obtenerse experimentalmente.

En el caso de que sé6lo las cotas de las restricciones sean pardmetros
estocdsticos cualquier corte obtenido en cualquier nodo de un cierto periodo es
un corte valido para cualquier otro nodo del mismo periodo. La razén estd en
que, para este caso, la region factible del problema dual de todos los nodos de
un mismo periodo es la misma y, por consiguiente, las variables duales obtenidas
en cualquier nodo no son mas que diferentes’” vértices de un mismo politopo.
Todos los cortes de los nodos de un periodo dado son aproximaciones lineales
exteriores de una misma funcién de recursos.

1.8.2 Multietapa

El problema lineal estocdstico multietapa PLE-P se puede formular como:

min E E “r c“”Tx"J”
T “p pp

i p=1 w,€R,

B a4+ A% = b p=1,..,P (7.8)
:1;?;” >0

B =0

17 El cambio en la funcién objetivo del dual (por cambio en la cota de las restricciones del
primal) es lo que hace que se obtenga un vértice diferente aun en el caso de nodos con un mismo
ascendiente.
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I OPTIMIZACION ESTOCASTICA

donde (), representa el conjunto de los posibles valores de w, en la etapa p
cada uno con probabilidad de ocurrencia p;:f’. Estas probabilidades son, en
general, dependientes de los valores tomados en la etapa anterior. Cuando se
van a tomar las decisiones al comienzo de la etapa p los valores de c:”, B:ﬁl,
A:”, b:f’ son conocidos y se conocen las distribuciones condicionadas de los
vectores para las etapas futuras p—+1,...,P. Los diferentes valores de los
pardmetros en las sucesivas etapas forman una estructura en arbol.

Si ‘Qp‘ representa el cardinal de €2 , el problema lineal completo tiene

p?

P . P . . .

g m ‘Q ‘ restricciones y g n ‘Q ‘ variables, siendo A" una matriz
p=1 P p=1 P|°"p P

m, X n, . La matriz de restricciones de un problema PLE-3 con dos escenarios en

la segunda etapa y cuatro en la tercera se representa en la siguiente figura.

Al
B | 4
B A
B, A,
B; A
B, A

B, A

Figura 4.16 Estructura de la matriz de coeficientes de las restricciones en problemas lineales multietapa.

El método de resoluciéon es descomposicién anidada estocdstica de Benders
(también denominado en la literatura programacion dindmica dual estocdstica
[Pereira]) teniendo presente que los subproblemas para cada etapa son
separables. La forma intuitiva de resolver este arbol de problemas lineales sera:
resolver el maestro de la primera etapa, pasar las cotas a las restricciones de la
segunda etapa, resolver los |Qz| subproblemas. Pasar estos valores como cotas de
la tercera etapa, resolver estos subproblemas, etc. llegando hasta la tdltima etapa
y luego ir retrocediendo hasta la primera etapa formando los cortes
correspondientes. El método converge cuando converge el subproblema de la
primera, etapa.

La formulacién del subproblema a resolver para la etapa p es la siguiente
por el método del monocorte:
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8 OPTIMIZACION LINEAL ESTOCASTICA

mlncf’x + 6

RN m
r P I’ r p . wl’
Az =0, Bplpl i 79)
KT pk, @, . KT 1.k KT & L w '
Z p WPHB x epil >qpp Z p ( p+lbp+1 +np+lqp+l) 'npp
ked(w ked(w
wp
z, 2 0
donde 67 € R, a(w,) indica el ascendiente del subproblema y d(w,) indica sus
descendientes.
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I OPTIMIZACION ESTOCASTICA

1.9 Mejoras en las técnicas de descomposicion

Los algoritmos explicados hasta el momento son los algoritmos matematicos
bésicos. Pero en los métodos de descomposicién es importante el uso de técnicas
que permitan reducciones significativas de tiempo de cdlculo. De hecho las
mismas técnicas de descomposiciéon estan orientadas a resolver més eficazmente
problemas de muy gran tamano. Estas mejoras se pueden agrupar en cuatro
tipos:

1. Método de optimizacion de subproblemas

Como los subproblemas se resuelven numerosas veces es conveniente utilizar
el método de optimizacién (y el optimizador) mas adecuado. En principio,
para el método de descomposicion anidada estocdstica de Benders el método
simplex dual parece el mds indicado puesto que en cada iteracién como
maestro se hace infactible al anadir un corte mientras que como subproblema
cambia la cota de las restricciones. Sin embargo, siempre que sea posible es
necesario no solo comprobar otros métodos alternativos como el simplex
primal o punto interior sino diferenciar su uso para la primera iteracién o
para las sucesivas.

También se deben utilizar como punto de partida las bases de soluciones
previas de los subproblemas (estrategia denominada trickling o bunching). El
uso de un método u otro dependerd de la interfaz con el optimizador que a
su vez puede estar condicionada por el lenguaje utilizado en su codificacion.
Por ejemplo, en el caso del lenguaje GAMS se deben tener en cuenta los
tiempos de creacién y de interfaz ademds del tiempo propio de optimizacion.
Antes de resolver el problema estocdstico descompuesto es conveniente la
resolucion del problema determinista con el valor esperado de w u otro valor
determinista cualquiera. Esto permite disponer de una informacién doble:
una solucién inicial para cada etapa y valores iniciales para las todas las
variables.

2. Protocolos de barrido
El protocolo de barrido de los subproblemas define el orden en que éstos son
resueltos. Se han desarrollado diversas estrategias [Abrahamson, Birge:80,
Gassmann:90, Morton:93, Jacobs, Morton:96, Scott, Wittrock] que se definen
a continuaciéon aunque los mejores resultados se han obtenido generalmente
con la estrategia denominada pasada rapida (fast-pass) [Morton:93|, que es
por consiguiente la generalmente utilizada. Este proceso acaba cuando se
consigue convergencia en la primera etapa, que las cotas inferior y superior

D PO
NIVERSIDA Q:?%z} NTikicy,

01/02/2016 IcAl &9 ICADE s

CoMmiLLA
[M A D R 1T D]

ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIERIA
DEPARTAMENTO DE ORGANIZACION INDUSTRIAL




9 MEJORAS EN LAS TECNICAS DE DESCOMPOSICION

de dicha etapa difieren menos de una cierta tolerancia, independientemente

del protocolo de barrido.

Para definir las estrategias se definen previamente estas operaciones:

Avanzar (u,v)

Se entiende por avanzar entre w y v a formar las cotas de las
restricciones para los problemas de la etapa w, resolverlos, formar las
cotas para los problemas de la etapa u +1, resolverlos, etc. Asi hasta
alcanzar la etapa v y resolver todos los problemas.

Retroceder (u,v)

Se entiende por retroceder obtener los cortes para la etapa v, solucionar
los problemas de esta etapa, pasar los cortes a la etapa anterior,
solucionar los problemas, etc. Asi hasta alcanzar la etapa u y formar sus
cortes sin solucionar los problemas de esta etapa.

Las estrategias de barrido se definen conceptualmente como:

116

pasada rdpida

Avanzar desde 1 hasta P, retroceder desde P —1 hasta 1. Iterar entre
ambos procesos hasta convergencia.

remolona

Empieza avanzando desde 1 hasta P . Luego selecciona la etapa p con
mayor error entre cota superior e inferior y para ésta resuelve todos los
problemas de las etapas p +1,..., P antes de pasar los cortes a la etapa
p —1. Cuando la etapa con mayor error es la primera comienza otra vez
a iterar. Esta estrategia resuelve mas problemas en las tltimas etapas.
cautelosa

Esta empieza con una iteracién de la estrategia pasada rapida para
obtener cotas superior e inferior. Para una etapa dada p nunca avanza a
menos que el error en convergencia en la etapa p —1 sea suficientemente
pequeno. Como resultado esta estrategia resuelve mdas problemas en las
primeras etapas.

Estrategias de formulacion y agregacion de cortes

Cuando existe mds de un subproblema descendiente de uno dado (PLE-2 o
PLE-P) los cortes de Benders se pueden formular mediante el método mono
o multicorte. El primero tiene menor nimero de variables y restricciones
pero probablemente la convergencia serd mds lenta ya que la informacién
dual correspondiente a los diferentes subproblemas descendientes es agregada
dentro de un tnico corte.
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I OPTIMIZACION ESTOCASTICA

La formulacién habitual del corte de Benders es la denominada linealizacion
alrededor de un punto ya que sélo requiere el uso y almacenamiento de las
variables duales correspondientes a las restricciones donde aparecen las
variables de la etapa anterior.

4. FEstrategias de agregacion de subproblemas (multicoordinacion)

Los nodos del drbol de probabilidad que representa la incertidumbre se
pueden agregar arbitrariamente formando subédrboles conexos. Las ventajas
de resolver un drbol en subdrboles pueden ser de diverso tipo. La principal es
que subdividiendo el drbol en el menor nimero de subédrboles posible® se
disminuye el nimero de iteraciones del algoritmo de descomposicién. En el
caso de uso de GAMS se disminuyen tiempos accesorios como son el de
creacion e interfaz con el optimizador y no se penaliza demasiado el tiempo
de optimizacién cuando se utiliza un método de punto interior. En el caso de
haber utilizado procesamiento distribuido [Consigli, Dempster, Meyer| se
disminuye el tiempo de paso de informacién entre procesadores.

Mediante un procedimiento automético se agregan los nodos del arbol en
subdrboles hasta alcanzar un determinado tamano, por ejemplo, de
restricciones.

Se han estudiado y probado diversas estrategias de agregacion de nodos de
un arbol de probabilidad para formar subdrboles de un tamano mé&ximo
preespecificado tanto en sentido ascendente (de las hojas a la raiz) como
descendente (de la raiz a las hojas) [Cerisola]. La estrategia que consume
menor tiempo total es la de agregacién ascendente de nodos de uno en uno
sin necesidad de agregar todos los nodos de una etapa pertenecientes a un
mismo padre.

En un problema de optimizaciéon estocdstica resuelto por el método de
descomposicién anidada estocdstica de Benders el tiempo dependerad del tamano
del arbol de escenarios. Si se supone que se desea resolver el problema en 1 hora
y se necesitan aproximadamente 6 iteraciones y cada subproblema tarda por
término medio 3 segundos en ser resuelto (en el caso de un problema LP de
20000 x 25000 x 80000 en un ordenador personal con procesador a 1 GHz), el
tamano del &drbol resoluble serd de 200 nodos. El problema determinista
equivalente tendria 4000000 x 5000000 x 16000000.

8 Este niimero minimo estard asociado a la memoria principal disponible para la resolucién
del subdrbol de tamano méaximo.
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I OPTIMIZACION ESTOCASTICA

I.10 Simulacién en optimizacion lineal estocastica
bietapa
Cuando el espacio de estados de w es muy elevado es necesario recurrir a
simulacién o bien al formar los cortes en el método monocorte

. T
minc, z, + 0,

21,0,
Alxl = b1
w pwl w__wlT pw l . (9]‘)
HQ_pr? =z ZP T, B (7 — ;) l=1..,]
we) we
x > 0
o bien para calcular la funcién de recursos en el método multicorte.
min @ + > p 0y
we
Az = b
o 1 (9.2)
0 — £ > mUB(el —z) weQ I=1..j
x > 0

Estas ecuaciones se puede interpretar, ademds de como una enumeracién del
conjunto de estados w € 2, como una integral o sumatorio en el hiperespacio
definido por los pardmetros aleatorios del sistema.

La determinacién de los valores z, para cada w es computacionalmente
muy costosa, implica la solucién de un problema de programacién lineal. Por
consiguiente, se deseard muestrear pocos estados. Cada estado corresponde a
una combinacién de valores de los pardmetros aleatorios® del sistema.

zy = C;T:L“; = f(e,...,€5) (9.3)

siendo E el nimero de pardametros del sistema y f° es una variable aleatoria
que se distribuye segiin la funcién de cuantia conjunta p“.

Si estos pardmetros son independientes entre si la funcién de cuantia
conjunta se puede expresar como producto de las funciones de cuantia de los
pardametros. Entonces,

p° =ple)pyley) (9.4)

siendo p,(e,) = prob(pardmetro 1 =¢,).

Y Por ejemplo, en el caso de sistemas de energfa eléctrica éstos pueden ser los elementos de
generacion y red, los escenarios de hidraulicidad y los niveles de demanda.
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10 SIMULACION EN OPTIMIZACION LINEAL ESTOCASTICA BIETAPA

El muestreo se puede realizar de dos formas diferentes:

*  Muestreo externo
Se toman las muestras para reducir el tamano del problema y luego se aplica
el método de optimizaciéon correspondiente para resolverlo.

*  Muestreo interno
Se toman las muestras al mismo tiempo que se aplica el método de
optimizacion que lo resuelve.

Como primera aproximaciéon a la esperanza de la funcién objetivo para el
conjunto de estados se puede realizar un muestreo de Monte Carlo tomando una
muestra de n valores, obtenidos de acuerdo a la funcién de cuantia conjunta
p“. La media muestral es un estimador centrado de la esperanza del conjunto
de estados y su varianza es igual a la varianza muestral dividida por el niimero
de muestras. El intervalo de confianza de la media es funcién de estos valores
[Law].

El nimero de muestras a realizar serd el necesario para conseguir un
intervalo de confianza de la media de la funcién objetivo de la segunda etapa
suficientemente pequeno:

_ 1 n " " 1 n "
Z, :—ECQT% :—ZfZ (9.5)
n .= n ua

Una vez alcanzado este nimero de muestras, se forman los cortes muestrales.
En el caso de utilizar el método monocorte o hibrido (convenientes cuando el
nimero de muestras es elevado), éstos dejan de ser exactos y se convierten en
aproximaciones de los cortes reales:

LS By 10, > 23w (9.6)
n w=1 n w=1
o bien
9 _l . wl>l . ;ulTBuJ l_ 97
2 anZ _HZWZ (7 — ) (9.7)
w=1 w=1

Los cortes calculados por simulacién dejan de ser necesariamente planos
soporte de la funcién objetivo convexa, pueden intersecar la funcién de recursos
de los subproblemas de la segunda etapa. En [Infanger| se hacen los siguientes
supuestos para su obtencion:

* El error en los cortes reside tnicamente en las cotas, no en los gradientes, y
su varianza es la misma que la de la funcién objetivo.
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I OPTIMIZACION ESTOCASTICA

e Se conserva la misma base en el problema maestro para todas las soluciones
independientemente de los valores de las cotas de los cortes.

* Los cortes generados en diferentes iteraciones son independientes y son
obtenidos a partir de diferentes muestras.

La utilizacién de simulacién dentro del proceso de descomposicién afecta
tanto al nimero de muestras requeridas como al criterio de convergencia del
algoritmo. Ahora tanto la cota superior como inferior son variables aleatorias
obtenidas por muestreo.

Como primera aproximacién se realiza la optimizacién con un nimero de
muestras fijado de antemano. Si se utiliza la descomposicién de Bd, se denomina
menor cota superior a la cota superior con menor media en todas las iteraciones.
La mayor cota inferior serd la cota inferior de la iltima iteracién. La varianza
de cada cota se obtiene a partir de la varianza de la funcién objetivo de los
subproblemas. Desde un punto de vista préactico se utiliza el siguiente criterio de
detencién [Infanger, Law]: el intervalo de confianza de la diferencia entre las
cotas superior e inferior ha de contener al cero. Una vez detenido el algoritmo
de descomposicion, el intervalo de confianza de la solucién 6ptima se calcula a
partir del limite inferior del intervalo de confianza de la cota inferior y del limite
superior del intervalo de confianza de la cota superior. A su vez este intervalo
ha de ser inferior a un valor especificado. En caso contrario es necesario
aumentar el ntimero inicial de muestras y resolver de nuevo el problema. En
[Infanger:94, Morton:93, Morton:94b] se encuentran reglas de detencién que
permiten derivar el nimero de muestras necesarias en cada iteracién para
garantizar que la probabilidad de detencién incorrecta sea inferior a un umbral.

La simulacién tiene la ventaja de ser basicamente independiente del niimero
de pardametros que intervienen pero la relacion de convergencia
aproximadamente es 1/ ~n . Esto es, se necesita multiplicar por cuatro el nimero

de muestras para dividir por dos el tamano del intervalo de confianza. Cuando
los sucesos con poca probabilidad de ocurrencia son los que ocasionan los valores
de la funcién de recursos mds elevados la varianza de la media serd grande y
utilizando simulacién de Monte Carlo serdn necesarias muchas muestras.
Entonces, es necesario recurrir a técnicas de reducciéon de varianza.

1.10.1 Técnicas de reduccion de varianza

Las técnicas de reduccién de varianza (variance reduction techniques VRT)
permiten reducir el tamano del intervalo de confianza de una media de una
variable que interesa estimar sin perturbar el valor de ésta para un mismo
nimero de muestras (mejorar la precisién de la estimacién) o, alternativamente,
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conseguir la precisiéon deseada con menor esfuerzo de muestreo. Los libros de
referencia para estudiar estas técnicas son [Bratley, Law, Morgan, Rubinstein].

Para utilizar las VRT es conveniente tener presente los siguientes criterios
generales:

e Habitualmente, es imposible conocer de antemano cudl va a ser la reduccién
de varianza conseguida o incluso si ésta se va a producir. Las VRT deben
experimentarse considerando el sistema real a analizar.

¢ Para hacer un uso adecuado de las VRT se debe conocer en detalle el modelo
que reproduce el comportamiento del sistema.

e Como se verd mds adelante, la utilizacion de VRT se puede entender como
una forma de aprovechar informacién sobre el sistema en cuestion.

e El uso de VRT para conseguir reduccién de la varianza implica un
sobrecoste computacional para realizar ciertos muestreos preliminares o
cdlculos complementarios al proceso mismo de simulacién.

Entre las més utilizadas cabe mencionar:

e Niumeros aleatorios comunes o muestreo correlacionado o simulacién
comparativa o cadenas (parejas) sincronizadas
Se realizan muestreos para configuraciones diferentes del sistema con el
mismo conjunto de numeros aleatorios siendo utilizado cada nimero
aleatorio para la misma funcién en los diferentes muestreos.

e Variables antitéticas
Se basa en la idea de introducir correlacién negativa entre dos muestras
consecutivas. Consiste en la utilizacion de numeros aleatorios
complementarios en dos muestras sucesivas.

*  Variable de control
La idea bédsica es utilizar los resultados de un modelo ma&s sencillo para
predecir o explicar parte de la varianza del valor a estimar. Se necesita un
cdlculo previo del valor esperado de la variable de control. Este cdlculo debe
ser muy rapido frente al de la variable a estimar.

e Muestreo por importancia
Se reemplaza la variable aleatoria a estimar por otra con la misma media
pero menor varianza. Se modifica la funcién de densidad utilizada en el
muestreo de manera que esté centrada en la zona de interés. Se evita el
muestrear sucesos probables pero no interesantes.
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e Muestreo estratificado
La idea intuitiva de esta técnica es similar a la anterior pero en versién
discreta. Consiste en tomar mds muestras de la variable aleatoria en las
zonas de mayor interés. La varianza se reduce al concentrar el esfuerzo de
simulacién en los estratos més relevantes.

A continuacién se describe cada una de ellas en méds detalle y se dan los
fundamentos matemaéticos que las sustentan.

1.10.1.1 Niimeros aleatorios comunes

La idea béasica de esta técnica es la comparacién de alternativas bajo las
mismas condiciones experimentales y, por consiguiente, las diferencias en los
atributos del sistema se deben a las diversas configuraciones y no a las
condiciones experimentales. Es la tnica técnica que se emplea para comparar
dos o més configuraciones de un sistema (por ejemplo, instalacién de nuevas
lineas en la red de transporte de energia eléctrica).

Se consideran dos configuraciones alternativas. Sean X, y X,; las muestras
independientes j para las dos configuraciones. Se desea estimar
§=pw —m =E(X;)—E(X,;). Se efectian n muestras y se calcula
Z;, =X, — X,,;, entonces E(Z;) =¢ y la media muestral Z(n) es un estimador
centrado de &.

Z(n) == " (9.8)

La varianza muestral se calcula como

- var(Z;)  var(X,;) + var(X,,) —2cov(X,;, X,,)

var(Z(n)) = (9.9)

n n

Si las muestras para las dos configuraciones se hicieran independientemente
(es decir, con niimeros aleatorios diferentes) X, y X, serfan independientes y
la covarianza serfa 0. Por el contrario, si las muestras estdn positivamente
correlacionadas la covarianza serd positiva y la varianza de la media muestral
serd menor. Esta técnica trata de inducir una correlacién positiva entre los
muestreos hechos para las dos configuraciones utilizando los mismos nimeros
aleatorios. Esto es posible por la caracteristica de reproducibilidad de las
cadenas de niimeros pseudoaleatorios. Dicho de otra forma, el uso de una cadena
cuya semilla inicial es incontrolablemente aleatoria, en general, impide el uso de
esta técnica.
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No existe garantia de que esta técnica producird una reduccién de la
varianza de la media del atributo a estimar. Incluso si asfi lo hiciera no se puede
conocer de antemano la magnitud de la reduccién. Su eficacia depende
completamente de los sistemas a comparar. Si fuera posible serfa conveniente la
realizacion de un estudio piloto para probar su eficacia, de la siguiente manera.
Se efectian n muestras para cada configuracién utilizando los mismos nimeros
aleatorios. Se calculan las varianzas muestrales del atributo Si(n) y Si(n), se
calcula la varianza muestral de las diferencias S} (n). Si el uso de esta técnica es
fructifero se observard que S (n) < S’(n)+ Si(n) y la diferencia entre ambos
lados es una estimacién de la reduccién de la varianza que se puede esperar.

La implantacién correcta de esta técnica requiere la sincronizacién de los
nimeros aleatorios para las diferentes configuraciones. Es decir, un ntimero
aleatorio utilizado con un fin en una configuracion deberd ser utilizado
exactamente para el mismo fin en otras configuraciones. No es suficiente el
comenzar ambos muestreos con la misma semilla. Una posibilidad puede ser
desperdiciar ntimeros aleatorios en ciertos puntos. Otra posibilidad es utilizar
una cadena de numeros aleatorios para cada pardmetro aleatorio teniendo
especial cuidado en evitar los solapes entre cadenas de niimeros. Si la dificultad
para efectuar la sincronizacién es elevada se puede pensar en sincronizar para
las diferentes configuraciones inicamente un subconjunto de los pardmetros
aleatorios y generar independientemente las muestras para los otros.

1.10.1.2 Variables antitéticas

Como la técnica anterior trata de inducir correlacién entre muestreos
separados, pero en este caso negativa. La idea bdsica es realizar muestreos por
parejas de manera que una observacién inferior a la media tienda a ser corregida
por otra superior a la media en la siguiente observaciéon. Si se toma la media de
las dos observaciones como una muestra, se tenderd a estar m&s cercano a la
media que se quiere estimar que si se tomaran individualmente las dos
observaciones.

La implantacién de esta técnica se hace mediante el uso de nimeros
aleatorios complementarios. Es decir, si un nimero se utiliza para un fin en una
observacién se toma el complementario para el mismo fin en la siguiente
observacién, estan sincronizados.

Se supone que se efectian n parejas de muestras siendo X](.I) la muestra j
correspondiente a la primera observacién y X;?) la correspondiente a la segunda
observacién con niumero aleatorio complementario al anterior, en total 2n
observaciones. Ambas observaciones son vilidas y E(X](.U):E(X;Q)): . Se
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X4+ x® _
define Z, = % y la media muestral Z(n) como estimador centrado de

1. La varianza muestral se calcula como

= Z. xW XY 4+ 2cov(XWV, X2
var(Z(n)) = varyg 0 _ var(X;’) + var( ]4734- cov(X;’, X7) (9.10)

Si los muestreos dentro de cada pareja fueran hechos independientemente la
covarianza serfa (. Si se puede inducir correlacién negativa entre muestreos la
covarianza serd negativa y esto reducird la varianza muestral.

Igual que con la técnica anterior, no existe garantia de que se producird una
reducciéon de la varianza de la media. Incluso si asi lo hiciera no se puede
conocer de antemano la magnitud de la reduccién. Su eficacia depende del
sistema a simular. El requisito fundamental, aunque no suficiente, para que
pueda ser eficaz es que la respuesta del sistema sea mondétona frente a la
variacion del nimero aleatorio. Es decir, que si el niimero aleatorio crece el
atributo aumente (o disminuya) siempre. La combinacién de esta técnica con la
anterior no tiene por qué ser eficaz.

1.10.1.3 Variable de control

Sea una variable aleatoria X cuya media desea estimarse F(X) =y, es la
variable controlada. Se considera otra variable Y , correlacionada con X
positiva o negativamente, cuyo valor esperado F(Y)=v es conocido, es la
variable de control.

La idea bdsica es similar a la de las anteriores técnicas, aprovechar la
correlacién entre la variable de control y la controlada para obtener una
reduccion de la varianza. La variable de control explica cierta parte de la
varianza de la variable controlada. Implicitamente se supone que la evaluacién
de una muestra de la variable de control cuesta mucho menos tiempo que la
evaluacion de la variable controlada.

Se define la variable aleatoria Z = X —a(Y —v). Tanto Z como X tienen
la. misma media E(Z)= F(X)=u. Por consiguiente, Z es un estimador
centrado de p que es el valor a estimar. La constante a tiene el mismo signo
que la correlacién entre X e Y, se utiliza para amplificar la desviacién (Y —v)
para ajustar X . La varianza de Z se calcula como

var(Z) = var(X) + a* var(Y) — 2a cov(X,Y) (9.11)

De manera que si 2acov(X,Y) > a’var(Y) entonces la varianza de Z serd
menor que la varianza de X . Esta condicién depende del valor de a y de la
variable de control Y . El valor de a que minimiza la varianza de Z para una
variable Y dada se determina derivando con respecto a a e igualando a 0.
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dvar(Z)
da
«  cov(X,Y)

var(Y)
., . * * 2 z
correlacién entre X e Y es muy fuerte, covarianza elevada, a también tendra

= 2avar(Y)—2cov(X,Y)=0 (9.12)

Por lo tanto, a De esta expresion se deduce que si la

un valor alto. Por consiguiente, producird un ajuste fuerte a la desviacién de Y
sobre su valor medio v que nos da una indicacién de la desviacién de X sobre
su valor medio p. Por otra parte, si la varianza de Y es pequena también se
obtiene un valor elevado de @~ ya que se tiene una mayor precisién en el valor
observado de Y .

Para este valor 6ptimo a el valor de la varianza de Z es

_cov'(X,Y)

var(Z ) = var(X) ar(¥)

— (1= p3, ) var(X) (9.13)
donde p,, es el coeficiente de correlacién entre X e Y . En caso de correlacion
perfecta py, = *1 entre ambas variables la varianza de Z es nula.
Dado que es imposible obtener el valor exacto de a un método simple es
reemplazar a por su estimador obtenido de n muestras
_ COVyy(n)

i (n) = i) (9.14)

3% - Ky, - 7]

j=1

siendo cOv 4y, (n) =
n—1
Conviene mencionar que también se pueden utilizar varias variables de

control simultdneamente con correlacién no sélo con la variable controlada sino
incluso entre ellas.

A la vista de las ecuaciones anteriores se puede decir que una buena variable
de control debe estar fuertemente correlacionada con la variable controlada para
proporcionar mucha informacién sobre ésta y hacer un buen ajuste. Ademds es
deseable que la variable de control tenga poca varianza. Para encontrar una
variable de control se puede hacer un anélisis de la estructura del modelo o bien
recurrir a experimentacién. Las variables de control pueden clasificarse en:

* Internas
Son pardmetros del modelo o funciones de los mismos, como la media. Sus
valores medios son habitualmente conocidos. Estas variables de control
deben ser generadas en todo caso, luego no anaden esfuerzo de simulacién y
por esta razén es importante probar aunque no reduzcan significativamente
la varianza.
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* Externas

Son aquellas variables aleatorias de salida derivadas de introducir
simplificaciones en el modelo que lo hacen inadecuado como tal pero
permiten utilizarlas como variable de control. En este caso se necesita un
muestreo adicional con ntmeros aleatorios comunes para la variable de
control. La correlaciéon entre variable de control y controlada debera ser
ahora mayor para que merezca la pena el esfuerzo adicional de simulacién.
Un ejemplo de variables de control externas son las medidas de fiabilidad
s6lo de generacién o sélo de red para el cdlculo de medidas de fiabilidad
compuesta (debida a fallos de generacién y/o de red).

1.10.1.4 Muestreo por importancia

La idea intuitiva detrds del muestreo por importancia es aumentar la
frecuencia de apariciéon en el muestreo de los sucesos que tienen més peso en la
evaluacion de la funcién. El método consiste en obtener muestras de una nueva
funcién cuya funcién de cuantia es diferente y deformada con respecto a la
original [Bratley, Dantzig:90]. Ambas funciones tienen la misma media pero la
varianza de la segunda es muy inferior. Aplicindolo a la funcién objetivo de los
subproblemas se tiene:

5, =Ec ry =) p°f =) p¢ f = pq¢“g° (9.15)

weN weN weN

donde E indica la esperanza matemdtica con respecto a w y ¢ es una
variable aleatoria que se distribuye segin la funcién de cuantia conjunta p“q“.
La varianza poblacional de la funcién original es:

var(z,) Ep f‘” 2 ) (9.16)

weN

La varianza poblacional de la nueva funcién seré:

w2
~1\2 w f ~ \2
var(z) =Y p“q" —(zé) =>"p (—)—(zz) (9.17)
weN weN q
Veamos una aplicacién concreta de muestreo por importancia [Infanger|. Se

define un punto base y se calcula el incremento del valor de la funcién en la
coordenada i cuando el pardmetro i pasa del valor base ¢/ a e!.

Ae) = flel,....el,....en) — fle],....el... eq) (9.18)

Los incrementos en cada coordenada seran positivos si se toma como punto
base aquél que proporcione el menor valor de la funcién objetivo (siendo ésta,
por ejemplo, los costes variables de explotacién). En el caso de sistemas de
energfa eléctrica éste serfa aquél con todos los elementos de generacion
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disponibles, mayor valor de hidraulicidad y menor valor de demanda, siendo
éstos los pardmetros aleatorios.

Se llama A, al incremento medio del valor de la funcién objetivo en la
coordenada i al tomar el pardmetro ¢ sus diferentes valores.

= Y nleAfe) (9.19)

La esperanza de la funcién objetivo de los subproblemas es:

— S =

we

Y NS
S OV A o) CT (9.20)

we) 21 IA;‘U(ei) i=1
— S

we)
= f,+ Zg”Hpi(ei)ZAf(e)
we i=1 =1
w Af* . . o
donde ¢” = — serd una funcién igual a uno o superior si hay efectos

DA

de sinergia positiva con la variacion de los pardametros. El céalculo de la
esperanza de la funcién objetivo de los subproblemas es una integral
multidimensional en el hiperespacio de los pardmetros del sistema.

Manipulando y desarrollando la ecuaciéon anterior se obtiene:

= f + ZA > g Hpk e,) (9.21)

we) k=i

Ahora la esperanza se convierte en tantas integrales unidimensionales de sus
incrementos marginales como pardametros hay.

De acuerdo con esta ecuacién, la funcién de cuantia utilizada para el
muestreo de la funcién ¢“ en cada dimensién ¢ es la original p,(e,) para todos
los pardmetros excepto el 7 y para éste la funcion de cuantia de importancia

w
%. Esta se obtiene al ponderar la funcién de cuantia original por el
impactto relativo en la funcién objetivo que tiene la variacién del pardmetro ¢
hasta el valor e/ con respecto al caso base. Esta funcién de cuantfa conjunta es
también el producto de las funciones de cuantia de los pardmetros.

En resumen, se ha pasado de una integral multidimensional a un sumatorio
de integrales unidimensionales y ademads, se muestrea en funcién del impacto en
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la funcién objetivo con respecto al caso base, deformando la funcién de cuantia
original. La expresién anterior estd compuesta por un término constante f, y un
sumatorio de FE esperanzas matemdticas de la funciéon ¢“. Para su estimacién
se utiliza otra técnica de reduccién de varianza, el muestreo estratificado, que se
comenta en la siguiente seccién.

Con este muestreo por importancia se obtiene mayor reduccién en la
varianza cuantas m#s dimensiones (parametros aleatorios) tenga el espacio
muestral. No se necesita muestrear en las coordenadas cuyos incrementos
medios son nulos ya que no afectan la media. Este caso aparece cuando el
sistema estd sobredimensionado.

Por supuesto, se podria aplicar de nuevo el muestro por importancia a la
funcién ¢“ calculando de nuevo los incrementos en cada coordenada y demds.
Pero este paso no merece la pena si el nimero de coordenadas es elevado.

La varianza poblacional de la funcién objetivo de los subproblemas es:

var(z,) Zp f“ — 3

weN

=30 (h + A -2

weN

= [ 20 (5 —F)— 5+ > p°(AF)

weN

=—(&— )+ p° (A (9.22)

weN

(AF) & oL
— (- f)+ A*(e,
( ;p E zlAi (67)12—1: ©)

1)+ DY)

= _(22 - fo)2 + Ehwnpi(ei)ZAf(ez)

(Af)
> Ae)

Manipulando y desarrollando la ecuacién anterior se obtiene:

var(z,) = —(22 — f0)2 + EE: Zh“ 7: l_Ip,C e.) (9.23)

weN k=i

donde h” =

Esta ecuacion, que calcula la varianza de la distribucién original, tiene una
estructura similar a la del calculo de la media y, por consiguiente, permite su
implantacién simultdnea.

Se calcula ahora la varianza poblacional de la nueva funcién:
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E

var(z)) Z(Z ) Z ) Hpk e) gl) (9.24)

i= weN k=i

El cociente entre ambas nos da la reduccién conseguida mediante el
muestreo por importancia para el cdlculo de la media.

Para aclarar la obtencién de la funcién de cuantia de importancia veamos un
ejemplo. Se supone que se trata de evaluar los costes de explotacién de un
sistema eléctrico con tres generadores. Su potencia disponible es una variable
aleatoria con distribucién multinomial. Es nula con una probabilidad ¢, = 0.05,
igual a su minimo técnico con probabilidad ¢, = 0.05 e igual a su potencia
nominal con probabilidad p = 0.90. En la tabla se presenta el impacto marginal
en la funcién objetivo (costes de explotacién) con respecto al caso base del fallo
de cada generador y el valor de la probabilidad de importancia obtenida a partir
de estos valores y de las probabilidades originales. Se toma como caso base
aquél con todos los generadores totalmente disponibles.

Estado del grupo | Probabilidad original | Impacto marginal | Probabilidad importancia

D; (ei) en fungér(le?l)ajetlvo z D, ( iz ) A
2 1 A7
Generador 1
Funcionamiento 0.90 0 0.0
Fallo parcial 0.05 30 0.3
Fallo total 0.05 70 0.7
Generador 2
Funcionamiento 0.90 0 0.0
Fallo parcial 0.05 100 0.4
Fallo total 0.05 150 0.6
Generador 3
Funcionamiento 0.90 0 0.0
Fallo parcial 0.05 25 0.2
Fallo total 0.05 100 0.8

Tabla 4.1 Funciones de cuantia de las variables aleatorias.

Veamos ahora un caso completo de aplicaciéon del muestreo por importancia.
Se supone que se tiene un sistema compuesto de tres generadores, cada uno con
probabilidad de funcionamiento igual a 0.95 y de fallo 0.05. Para cada estado
del sistema se representa en la siguiente tabla su probabilidad, el valor de los
costes de generacion del sistema y los incrementos con respecto al caso base. Se
toma como case base aquél con todos los grupos disponibles. Los incrementos
medios en cada coordenada A, son respectivamente 1.25 [=0.05(225-200)], 5 y

2.5. Obsérvese que cuando la variable aleatoria tiene sélo dos estados, la funcién
de cuantia de importancia es 0 cuando funciona el generador y 1 cuando falla.
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Estado grupos | Probabilidad | Coste | Incremento
p” [ Af”

1 11 0.857375 200 0

1 10 0.045125 250 50
1 01 0.045125 300 100
1 00 0.002375 500 300
0 1 1 0.045125 225 25
01 0 0.002375 425 225
0 0 1 0.002375 350 150
0 0 0 0.000125 1075 875

Tabla 4.2 Estados del sistema.

Estado del grupo | Probabilidad original | Impacto marginal | Probabilidad importancia

pi(e) en funzér(le?‘)me“vo >_pie)Ae)
1 2
A,
Generador 1
Funcionamiento 0.95 0 0.0
Fallo total 0.05 25 1.0
Generador 2
Funcionamiento 0.95 0 0.0
Fallo total 0.05 100 1.0
Generador 3
Funcionamiento 0.95 0 0.0
Fallo total 0.05 50 1.0

Tabla 4.3 Funciones de cuantia de las variables aleatorias.

La aplicacién directa del método de Monte Carlo para un nimero
suficientemente elevado de muestras resultaria en la aparicién de cada estado
con una frecuencia proporcional a su probabilidad. La media de los costes sera:

z, = 0.857375-200 + 0.045125 - 250 + 0.045125 - 300
+0.002375 - 500 + 0.045125 - 225 4 0.002375 - 425
+0.002375 - 350 4+ 0.000125 - 1075

= 209.609375

Si ahora en lugar de Monte Carlo se utiliza el muestreo por importancia y de
nuevo tomando un numero suficientemente elevado de muestras la frecuencia de
aparicion de cada estado serd proporcional a su probabilidad. La media se
calcula como:
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2! =200
+1.25l0.9025§ 400475222 4 0.0475 20

25 25 4 50 25 + 100
+5[0.9025@ +0.0a75—0 4904750

100 100 + 50 25 4100
+2.5l0.9025@ 1+0.0475—20_ L 0.0475 2%
50 100 + 50

=200 +1.25-1.1145 4 5-1.067 4 2.5 -1.1525
= 209.609375

La varianza de la poblacién original se calcula como:
var(z,) = 0.857375-200° + 0.045125 - 250° + 0.045125 - 300
+0.002375- 500> + 0.045125-225" + 0.002375-425°
+0.002375- 350 + 0.000125-1075° - 209.609375

= 983.0505371

95 875 1
254100 + 50

95 875 }
25 4100 + 50
875 ]
254100 + 50

Si ahora se aplica la ecuacién (9.22) la varianza de la distribucién serd la

misma

var(z,) = —(209.609375 — 200)’

257 2252 1507
25 4+ 100
100? 300? 1507

+0.0475

+1.25(0.9025 — + 0.0475
25 25+ 50

+ 0.0475 —————+ 0.0475

+5(0.9025 .
100 100 + 50 25+1

2 2 2
50 300 0.0475 225

+2.5|0.9025— + 0.0475 —— +
50 100 + 50

= 983.0505371

La varianza de la nueva funcién serd:
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2 2
var(z)) = 1.25° 0.9025[§] +0.0475 [ﬂ]
25 25 + 50
2 2
+0.0475 [ﬂ] +0.0025 [L] —1.1145°
25 + 100 25 + 100 + 50
2 2
+5° 0.9025[@] +0.0475 [ﬂ]
100 100 + 50
2 2
+0.0475 [ﬂ] +0.0025 [L] —1.067?
25 + 100 25 + 100 + 50
2 2
+2.5% 0.9025[@] +0.0475 [ﬂ]
50 100 + 50
2 2
+0.0475[ 225 ] + 0.0025[L] —1.1525%
25 + 50 25 + 100 + 50
= 4.05365742

Esto es, con el muestreo por importancia se ha conseguido en este ejemplo
una reduccién de la varianza de dos 6rdenes de magnitud.

1.10.1.5 Muestreo estratificado

Los ejemplos cldsicos de estratificacion aparecen en el diseno de encuestas. Se
supone que se desea efectuar una encuesta a la poblacién de una ciudad y hacer
un anélisis estadistico sobre las respuestas. El método de Monte Carlo elegiria
una persona cualesquiera de forma inversamente proporcional al nimero de
habitantes. El método de estratificaciéon dividiria la poblacién en estratos, por
ejemplo segin poblacion de los distritos, y repartirfa el nimero total de
encuestas de forma proporcional al tamano de cada estrato. En este caso, dicho
tamano se puede obtener con precision a partir del censo. De esta manera se
reemplaza la variable aleatoria nimero de veces que dicho estrato se muestrea
por su valor esperado. Esto necesariamente reduce la varianza.

En la técnica de muestreo estratificado se divide el espacio muestral en
estratos disjuntos. La idea intuitiva de esta técnica es similar a la de muestreo
por importancia pero en versién discreta. Consiste en tomar méds muestras de la
variable aleatoria en los estratos de mayor interés. La varianza se reduce al
concentrar el esfuerzo de simulacién en los estratos més relevantes.

Por ejemplo, en el caso de un modelo de explotacién que divide el alcance
del estudio en periodos de diferente duracién. El tamano del estrato se toma
proporcional al valor de la funcién objetivo (habitualmente costes variables de
explotacién) en cada periodo. Una aproximacién es hacerlo proporcional a la
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duracién del periodo suponiendo implicitamente que el coste variable de
explotacién por unidad de tiempo serd similar en los diferentes periodos.

Para obtener la minima varianza en la estimacion se reparte el nimero total
de muestras a realizar en estratos proporcionales al producto de la funcién
objetivo por la desviacién tipica de la variable a estimar. Como ésta no es
conocida se efectiia un estudio piloto que determine la desviacién estandar de la
variable en cada estrato.

Incluso tomando un nimero de muestras en cada estrato proporcional a su
tamano se garantiza que la varianza obtenida por muestreo estratificado es
menor o igual que la que se obtendria por Monte Carlo.

Aplicando este muestreo al problema de optimizacién estocdstica, el nimero
de muestras para cada coordenada es proporcional a su impacto medio en la
funcién objetivor. Dado un nimero total de muestras a realizar n a cada
pardmetro ¢ se le dedica un nimero n,, aproximadamente proporcional a su
valor A, teniendo presente que n, >1 y Zil n,=n.

La media muestral de la funcién objetivo de los subproblemas si se aplica
muestreo por importancia y estratificado sera:

L &AL
L=hL+Y,—> 9" (9.25)
i=1

nz w=1

La varianza muestral de la funcién original

E N n
_ A N
var(z) = —(Z — ) + ﬁE N (9.26)
i=1 i tw=1

La varianza muestral de la nueva funcién

/ - (Ei )2 . w2 —\2
var(z) =Y ~——|> (¢°) —(3,) (9.27)
o — 1[0
Y la varianza de la media muestral de la nueva funcién
vy~ B ) S6°) - @) (9.28)
’ = n,(n, — 1) [T 1 .

El proceso completo de muestreo conjunto por importancia y estratificado
estd compuesto de dos fases.

% Esto presenta el inconveniente de atender unicamente a una funcién objetivo. Si hubiera
varias éstas podrian entrar en conflicto.
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e La primera es la de preparacion. En ella se resuelven [1"'2;(61‘ —1)}

subproblemas para obtener el valor de la funcién objetivo en el caso base
mas los incrementos A,(e;) en cada coordenada. Con estos datos se evalian
las funciones de cuantia de importancia.

¢ En la segunda fase se muestrea en combinacion:

" uestreo estratificado para cada coordenada (nimero de muestras
proporcional al incremento medio de la funcién objetivo en la
coordenada) y

*  uestreo por tmportancia de acuerdo a la funcién de cuantia conjunta

obtenida previamente (funcién de cuantia de importancia para esa
coordenada y funcién original para el resto).
Para cada muestra de los valores de los pardametros se resuelve un
subproblema y se evalia la funcién ¢“ (y h”) como cociente entre el
valor de la funcién objetivo del subproblema menos el valor en el caso
base (al cuadrado en el caso de h”) y la suma de los valores
incrementales calculados a partir de los datos de la fase preparatoria. A
partir de los valores obtenidos en las muestras se evalia la media y su
varianza de acuerdo con las ecuaciones anteriores y su intervalo de
confianza.

Como muestra de la efectividad en la reduccién de la varianza de este
muestreo combinado para un modelo de planificacion de la expansién de la
generacién y de la red con 107 escenarios posibles sélo fueron necesarias 100
muestras (ademds de las de la fase preparatoria) para conseguir un intervalo de
confianza de la funcién objetivo de tamano aproximado del 0.2 % con
aceptabilidad del 95 % [Infanger].
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I.12 Biblioteca de problemas

PROBLEMA 1
Resolver el siguiente problema donde todas las variables son positivas o
nulas y se supone una solucién inicial con todas las variables iguales a 0.

minag —b—3c+3d +20e+30f + 79+ h +1

a —c  +d <3
b —c —d <4

3a —b —3c +2d +e +2f —h 41 <1
e +f +g +h <1

2¢ +f —2g +i <2

PROBLEMA 2
Demostrar que los cortes de Benders son siempre diferentes.

PROBLEMA 3
El método de descomposicién de Benders aplicado a un problema es
precisamente el método de descomposiciéon de DW aplicado a su problema dual.

PROBLEMA 4

Resolver el siguiente problema de optimizacién por el método de DW y RL
partiendo del punto (0,0,0,0).
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PROBLEMA 5
Deducir matemaéticamente los cortes de acotamiento para el método de
descomposicién de RL cuando el maestro resulta no acotado.

PROBLEMA 6

Demostrar matemaéaticamente que si en lugar de resolver el problema PL-2 en
su forma primal se resuelve su dual, con el método de descomposiciéon Primal-
Dual resulta la siguiente simetria si ¢t = j: el problema maestro del dual es el
dual del subproblema del primal y el subproblema del dual es el dual del
maestro del primal.

PROBLEMA 7
Programar en Matlab el método de descomposicién Primal-Dual.

PROBLEMA 8

Formular un ejemplo de programacién lineal estocastica bietapa en
planificacién de sistemas de energia eléctrica.

La planificacién de la expansién de la generacién cuando se considera la
demanda como un parametro aleatorio. Las decisiones de inversién son las
decisiones de la primera etapa que han de tomarse a priori, sin conocer el
futuro. Las decisiones de la segunda etapa son las de operacion del sistema, que
se toman una vez conocido el valor del pardmetro aleatorio (la demanda de
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energia eléctrica). La funcién objetivo es la minimizacién de los costes totales,
costes de inversiéon y valor esperado de los costes de operacion.

PROBLEMA 9
Definir qué condicién deben cumplir los incrementos en cada coordenada con
respecto al caso base.

PROBLEMA 10
Comprobar el resultado eligiendo como caso base el estado con todos los
grupos indisponibles.

PROBLEMA 11
Partiendo de la informacién sobre el universo de estados de un sistema
implantar el método de Monte Carlo y las técnicas de reduccién de varianza.
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