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1 Introducciéon

La transferencia de masa es un componente esencial en la industria quimica y de procesos
en general. En particular, los conceptos de transferencia de masa se aplican a operaciones
clave, tales como separacion y purificacion.

Es posible ejemplificar los procesos de transferencia de masa a través de una capsula de
petri, a la que se le agrega una gota de tinta. Como resultado, se observara una mancha
que avanza lentamente, de manera radial, tinendo el agua. El proceso ocurre en ausencia
de la fuerza de gravedad, y el resultado es por un mecanismo fisico llamado difusion. Es
posible relacionar el color observado (en escala de grises) con la concentracion de la tinta
en el agua. Por otro lado, si si se empleara una espatula para mezclar la tinta en el agua,
este mecanismo serfa mucho mas eficiente. En este caso de habla de difusion forzada. Otro
mecanismo de difusion similar a éste es el difusion de calor, revisado en el capitulo anterior.

2 Bibliografia

Bird, secci6n 17.1, 18.1 y 18.2

3 Primera ley de Fick

3.1 Definicién

Cuando la concentracion de la especie que difunde es muy baja o la mezcla es equi-molar,
en analogia con la ley de Fourier, la primera ley de Fick, que describe la difusién de masa
de la especie A en B, a través del flujo masico molecular por unidad de area, j4, como:

ja=—pDapV Ay, (3.1)



masa de la especie A
masa total

en que A4 es la concentracién maésica de la especie A (: >, Dyp es el

coeficiente de difusion de la especie A en B (en el sistema SI, [Dap] = m?/s y [ja] = kg/m?s)
y p la densidad de la mezcla. En general, A4 es una funcién del espacio y del tiempo.
En el caso particular de una dimension (difusion en la direccion y), se tiene:

. dAg
= —pDsp—— 3.2
JAy PLAB dy (3.2)

3.2 Convencién de signo

Recordando que el vector gradiente de concentraciéon representa la direccién de maximo
crecimiento del campo de concentracién en el punto de interés, el signo menos da cuenta de
que el flujo de masa, por convencion, es positivo cuando la concentracién decrece. En otras
palabras, el flujo de la especie A es positivo cuando ésta sale del volumen de control.

3.3 Algunos ejemplos del coeficiente de difusion

En la tabla [I] hay una serie de 6rdenes de magnitud de coeficientes de difusion.

Tabla 1: Rangos de 6rdenes de magnitud de difusividad

Sistema Difusividad (m?/s)
gas-gas 107°a 1076
liquido-liquido 1072 a 10711
liquido-solido 107 a 10711
gas-solido 107" a 10714
solido-solido 10719 a 10734

Ejercicio 3.1: Compare los valores de las difusividades mostradas en la tabla[1] con la
viscosidad dindmica del agua, la difusividad térmica del aire y del agua.

Por otro lado, se sabe que el coeficiente de difusion es una funcién de la temperatura.
Para el caso de solidos, su dependencia estd normalmente descrita como (ecuacion de
Arrhenius):

Ex
D(T) = Dye -, 3.3
(1) = Doesp (-2 (33
donde E4 (kJ/mol) es la energia de activacion, R = 8.314 J/mol K es la constante de los
gases y T' (K) es la temperatura absoluta de la mezcla. En la tabla [2| se muestra una serie
de valores para algunos metales s6lidos. En la tabla |3 se presentan algunos valores de la
difusividad D 4p para pares de gases.



Tabla 2: Valores de Dy y E 4 para algunos metales sé6lidos

Dy E4 D D
Metal em?/s  kJ/mol cm?/sa20°C cm?/s a 500°C
Al 0.047 123 5.5 x 10724 2.3 x 10710
Co 0.83 284 1.9 x 10751 5.3 x 10720
Cr 970 435 2.7 %107 3.9 x 10727
a-Fe 2.0 239 4.9 x 10743 1.4 x 10716
v-Fe  0.49 284 1.1 x 107%1 3.2 x 10720
Pt 0.33 285 5.1 x 10752 1.8 x 10720
Si 20 424 5.5 x 1077 4.5 x 10728

Tabla 3: Valores experimentales para la difusividad de algunos pares de gases.

T Dug
Gas °C  cm?/s
CO2-N2O 0 0.096
CO.-CO 0 0.139
CO32-Ny 0 0.144
Ar-Oq 20 0.2
HyO-N; 25 0.259
Hy-CHs 25 0.726

3.4 Estimacion de coeficientes de difusion

Para liquidos y solidos, el coeficiente de difusion depende fuertemente de la concentracion vy,
generalmente, se incrementa con la temperatura (tabla . Para mezclas binarias de gases a
baja presion, D 4p es inversamente proporcional a la presién, aumenta con la temperatura y
es casi independiente de la concentraciéon para un par dado. Para gases a baja presion, Dap
depende de la temperatura del par dado segin los modelos empiricos como los mostrados en
las secciones siguientes:



3.4.1 Slattery & Bird]]

b
pDap T
1/2:a<TT> ; (3.4)

(Peapen)V/3(ToaT.p)5/12 (ﬁ*ﬁ) calen

con Dyp en cm?/s, p en atm y T en K. Los valores de a y b son 2.745 x 10™% y 1.823,
respectivamente, para gases no polares (excluyendo Hy y He) y 3.64 x 10~* y 2.334, respec-
tivamente, para mezclas entre HoO y gases no polares. Los valores de pea, peB, Tea vy Ten
se encuentran en la tabla E.1 del libro de Bird y dependen de los componentes involucrados.

3.4.2 Chapman-Enskog

Este modelo esté basado en teoria cinética de difusion.

1 1 1
Dap =1.8583 x 1073, /T3 ( + > , 3.5
b \/ My Mp ) po? 5Qp.aB (3:5)

con Dyp en Cm2/s, penatmy T en Ky oap en A. Qp, ap es la integral de colisiéon. Es
funcion de la temperatura adimensional kT /e 4. Algunos valores estan en la tabla E.2
del libro de Bird. Por otro lado cap y €4p se expresan en funcién de los parametros
Lenard-Jones o y e:

1
OAB zi(aA—i—aB) (3.6)

EAB = \/EAERB. (3.7)

También es posible encontrar en la tabla E.2 del libro de Bird valores para éstos.

3.4.3 Wilke-Chang

Esta es una relacion empirica para soluciones diluidas de A en B

VepMpT

Dap=74%x10"% s
B ,MVX'G

(3.8)

con Dap en cm?/s, T en K y p en cP. V4 es el volumen molar, en cm?®/mol y pp es un
parametro de asociacion y depende del solvente (2.6 para el agua).

LAIChE J. 4, 137-142 (1958)



4 Ecuacioén de transporte para la especie A

Como en el caso de transferencia de calor, es posible tener transferencia de masa en un
fluido en movimiento. Por otro lado, la masa de las especies A y B en un volumen de control
arbitrario de masa M = pV se puede escribir como:

dM g4 = AadM = pAadV (4.1)
dMp = ApdM = pApdV
dM =dM 4 +dMgp,

donde p es la densidad de la mezcla y V el volumen de control. Se define la velocidad maésica
promedio de mezcla para un sistema binario como:

V =Aav4+ ABVpg, (4.4)

en que vy es la velocidad de la especie A y v es la velocidad de la especie B, ambas
respecto de un sistema de coordenadas fijo. Visto de esta forma, v corresponde a un
promedio ponderado de ambas velocidades, en un elemento de control infinitesimal.

Ejercicio 4.1: Muestre que si las especies A y B se desplazan aproximadamente con la
misma velocidad, entonces la velocidad promedio es aproximadamente la velocidad de la
especie A. Ind.: defina la velocidad relativa v = v4 — vp y obtenga lo pedido.

Empleando el teorema de transporte de Reynolds sobre un volumen de control, se
obtienen las siguientes expresiones de la derivada material de la masa total de las especies

Ay B}

D 0
= p)\AdV:/ pAAdVJr/p)\Av-ﬁdS (4.5)
Dt Jyc ve ot S

En este caso, v es la velocidad promedio de la mezcla en el borde del volumen de control.
Aplicando el teorema de la divergencia al segundo término de (4.5)), se llega a:

R :/ [am‘ +V. (p)\Av)} av. (4.6)
Dt Jve ve | Ot

Hasta ahora lo tinico que se ha hecho es desarrollar el teorema de transporte de Reynolds
aplicado a la variable intensiva pA4. Tal como ocurre tanto en mecénica de fluidos como en
transferencia de calor, se requiere informacién adicional para expresar la derivada material
en en términos de la fenomenologia que gobierna el problema. En este caso, la masa
de la especie A varia, para un observador siguiendo el volumen de control (esto es, en
descripcion lagrangiana), de acuerdo dos posibilidades:

Flujo de masa difusivo a través de las caras: Este proceso ocurre por el mecanismo
molecular descrito a través de la primera ley de Fick (3.1)).

2Para el caso de la especie B la derivacién es analoga al caso A.



Presencia de una reacciéon quimica: El efecto de una reaccién quimica es convertir
masa de la especie A en la especie B, en el volumen de control. Segin el principio de
conservacion de masa, la masa total se conserva.

Ambos casos se pueden escribir como:

D
— p)\AdV:/jA-fldS+/ prapdV. (4.7)
Dt Jyc S Ve

El signo menos en el primer término del lado derecho es consistente con la convenciéon
de signo adoptada en (3.1) (flujo de masa positivo hacia fuera del volumen de control).
Aplicando el teorema de la divergencia al primer término del lado derecho de (4.7)), se

obtiene: D
— pApdV = — V'jAdV—i—/ prapdV. (4.8)
Dt Jyc Ve \(e

Reemplazando esta expresion por el lado izquierdo de , notando que V - (pAgv) =
pAAV v +v-V(pAg) =v-V(pAa) (mezcla incompresible), suponiendo que la densidad
total y la difusividad de masa se mantienen constantes, se obtiene, usando , la siguiente
ecuacién para el transporte de la especie A en la especie B:

)
8—:+V-VAA:DABVQAA+MB. (4.9)

Ejercicio 4.2: Rehaga los pasos anteriores para deducir la expresion (4.9)).
Esta ecuacion se llama comtnmente de adveccidn-difusion, puesto que las concentraciéon
local de la especie A se ve alterada por la dinamica del flujo (segundo término del lado

izquierdo) y, simultdneamente, por un proceso de difusion molecular, dado por el primer
término del lado derecho.

Ejercicio 4.3: Expanda la expresion (4.9)) en coordenadas cartesianas, cilindricas y esféricas.

5 Segunda ley de Fick

De (4.9)), se encuentra que cuando v = 0 (el fluido se encuentra en reposo) y en ausencia de
reacciones quimicas, entonces el problema se transforma en uno puramente difusivo:

M )

La ecuacion (5.1]) se llama cominmente sequnda ley de Fick. En el caso particular de difusion
molecular de masa en una dimension (en la direccion x), se tiene:
AW _ Py
ot~ AP o

Ejercicio 5.1: ;Cémo es el perfil de concentracién en régimen permanente y cuando v = 07

(5.2)



6 El concepto de velocidad de mezcla y flujo combinado

6.1 Velocidades de mezcla

A partir de la definicion de velocidad mésica promedio (4.4), el flujo unitario de masa puede
ser definido de manera general como:

ja=—pra(va—v) (6.1)
iB=—pAp(ve — V)
Ejercicio 6.1: Muestre que, con las definiciones anteriores,
jatip=0 (6.3)
Para un sistema multicomponente se adoptan las siguientes definiciones:
v: Velocidad de una especie A respecto de un sistema de coordenadas fijo
v = Zf\i 1 @;iv;: velocidad maésica promedio
v = Zf\i 1 Z;v;: velocidad molar promedio (z; es la fraccién molar de la especie 7)
v — v: velocidad de difusiéon de la especie A respecto de la velocidad maésica promedio

v — v*: velocidad de difusion de la especie A respecto de la velocidad molar promedio.

6.2 D,yp = Dpy en mezclas binarias

Se cumple que en una mezcla binaria el coeficiente de difusion de la fase A en la B es igual
que el coeficiente de difusion de la fase B en la A.

Ejercicio 6.2: Demostrarlo. Siga los siguientes pasos:
1. Notando que Ag + Ap = 1, muestre que jp = pDpaV 4.
2. Use el resultado (6.3)) y concluya.

6.3 Transporte masico y molar convectivo

Ademaés del transporte de masa difusivo, por movimiento molecular, se define un transporte
de masa combinado (molecular mas convectivo). Si la velocidad méasica promedio del fluido
es v, el vector flujo convectivo mdsico es pav y el vector de flujo convectivo molar es Aqv™.
Con esto, el vector flujo combinado mdsico esta dado por:

ng =ja+pav (6.4)
nA:)\A(nA+nB)—PDABV)\A- (6.5)



Por otro lado, el vector de flujo combinado molar estd dado por:

Nao=J)+cav'=—cDapVry+cav* (6.6)
NAZQSA(NA—I-NB)—CDABVJUA. (6.7)

En las expresiones anteriores hemos adoptado las siguientes convenciones:

. . L . k
ja: flujo mésico [m—i}, corresponde a (3.1)).

J’%: flujo molar [g—gﬂ En este caso,

J*=—-DypVecas = —cDypVuzy4. (6.8)

A4: concentracion maésica [lﬁ—g}

ca: concentracion molar de A en la especie A pura (mol/m3),

c: concentraciéon molar promedio [Tn—?] ¢ = p/M, con p la densidad total y M la masa

molar total (kg/mol)
x4: fraccién molar ()

En las tablas [ y [5] se resumen las relaciones de concentracion.

Tabla 4: Resumen de notacién y relaciones de concentraciéon

masa molar
Concentraciéon de especie A PA cA
. ., N N
Densidad de solucion P=D i Pi C= i 4C
Fracciéon de A g = '%A Ty =4

Ejercicio 6.3: Deduzca la ecuacién (4.9) a partir de (6.4). Para ello, use el teorema de
transporte de Reynolds en el caso particular de un volumen de control de dimensiones
(dz,dy,dz), fijo en el espacio. Para cada componente del flujo de masa, ny, escriba el
balance:

tasa de _ flujo de entrada flujo de salida n reacciones (6.9)
acumulacién de A en A de A quimicas '
Note que la propiedad intensiva es p 4, la que debera expresar en términos de la concentracién

A4 y la densidad de la mezcla (p). Escriba ng(x + dx) y na(z) y haga una expansion de



Tabla 5: Relaciones integrales para concentraciones

ca =4~ M=2t
Siw=1 ST =1
Y mMi=M YN, F =
Aa/My x A M
A= Ziiﬂ 1% A= Zﬁfl CE?Mi

Taylor truncando a primer orden, segin el procedimiento habitual. Note que, a diferencia
de la deduccién conducente a , en este caso el flujo molecular ha sido incorporado en
el término de integral de superficie del teorema de transporte de Reynolds (lado derecho
del teorema). En la primera deduccién, la ley de Fick, junto con el término de reaccién
quimica, ha sido reemplazada por la derivada material, D[ [, padQ]/Dt como ley constitutiva
(informacion fisica incorporada al problema).

6.4 Condiciones de borde
6.4.1 Concentracioén constante

La condiciéon de borde mas simple es la de concentracion impuesta (condicién de Dirichlet).
Para un plano definido en y = yg, se tendra:

Aa(y = vo) = Ao (6.10)

Ejercicio 6.4: Dos superficies de una placa de acero de 2 mm de espesor se exponen a dos
gases diferentes. En una superficie el contenido de carbén de la placa de acero es de 0.4%
vy en la otra, de 2%. Se pide calcular, en estado estacionario, el flujo molar de carbén a
través de la plana, que es mantenida a 750°C. El coeficiente de difusién de carbén en acero
es 1.1 x 10712 m? /s y su densidad es de 7730 kg/m>. Para ello, siga los siguientes pasos:

1. Determine las concentraciones molares de carbono en ambas superficies a partir de los

datos del problema empleando .

2. Escriba la segunda ley de Fick ([5.1)) para régimen permanente. ;Cémo es el perfil de
concentracién resultante?

3. Obtenga el flujo molar pedido

Resp.: 5.7 x 1075 mol/m? s.

10



6.4.2 Flujo constante

En caso que el flujo masico es conocido (condicion de Neumann), se tiene:

dX
—p Dyp—2

= J40. 11
dy JAo (6.11)

Y=Yo

Si el flujo de una especie a través de una interfase es cero se tendré una condicién de
borde adiabdtica o simétrica:

dA
—p Dap—2

= 0. 12
o 0 (6.12)

Y=Yo

Esta condicion de borde se aplica si la frontera es impermeable a la especie. En aquellas
configuraciones simétricas también se tiene flujo nulo en el eje de simetria.

6.4.3 Materiales en contacto

Si dos materiales en contacto alcanzan equilibrio termodinamico, es posible definir una
condiciéon de borde relacionada con el contacto de ambas fases. La concentracion a cada
lado del borde esta definida por la constante de equilibrio

aal

K, =21 6.13
©= aas (6.13)

donde a4 1 y aa2 son las actividades de A en el material 1y 2, respectivamente:
AA1 = VYAITAL- (6.14)

La actividad de A depende del coeficiente de actividad 74,1 y de la fracciéon molar z4. La
expresion anterior es valida para la definicion del estado estandar el compuesto puro.
Para soluciones ideales, la actividad puede considerarse igual a la fraccion molar, de
donde es necesario obtener la fraccion en masa para poder emplear la ley de Fick. Dado que
no puede haber acumulacién de la especie A en la interfase entre dos materiales, la condicion
de borde que debe aplicarse es la de flujo constante, en términos de fracciéon mésica:
dAa

—p1D1 “du = —p2 Dy
Y

dAa 2
dy

Y=Yo Y=Yo

(6.15)

La concentracion de A en el material 1 en la interfaz y = 9o no es necesariamente la misma
que la concentracion de A en el material 2 en y = yg.

11



6.4.4 Condicion de borde convectiva

Cuando existe la posibilidad de transferir masa entre dos fluidos (al menos uno de ellos en
movimiento) cuya interfaz se encuentra en y = yg, una posible condicién de borde es:

dA
=pD1r 2| = h((A4) — Aay=po). (6.16)

T=x0

en que (A4) es la concentracion promedio en el fluido y h, llamado coeficiente de conveccion,
es un parametro de que depende, posiblemente, de las condiciones de flujo y la relacién
entre las difusividades de masa, momentum y calor.

6.4.5 Difusiéon de gases en metales

En este caso se trata de dos materiales en contacto, pero la forma molecular en que la especie
A esté presente en cada material puede cambiar. Por ejemplo, para gases di-atomicos (Ng,
Og, Ho, etc.) la reaccion de disolucion puede escribirse como:

Y2(g) g 2Yr(s,l) metal* (617)

La concentracion de gas A en su forma elemental en el metal esta dada por la Ley de Sievert

T A metal = K\ /pAg(g)v (618)

en que p es la presion de vapor entre la fase gas y K es una constante que depende del
equilibrio termodindmico ente las dos fases.

Ejercicio 6.5: Calcular el flujo de hidrégeno elemental en estado estacionario que difunde
a través de una placa de niquel de 1 mm de espesor y un area seccional, S = 0.25 m? a
400° C. En un lado de la placa, la presién de Hy es de 50 kPa, mientras que en el otro lado es
de 25 kPa. A 400°C, la solubilidad de de H elemental en Ni esta relacionada con la presion
de acuerdo a:

T H(fraccién molar) = 7.9 % 1077\/pH2(Pa)‘ (619)

La densidad del Ni es 8770 kg/m? y el coeficiente de difusion de H en Ni es 4.9 x 1070 m? /s.
Para resolver el problema siga los siguientes pasos:

1. Encuentre la concentracién de hidrégeno elemental que difunde a través de la placa de
niquel. Note que cy =~ cniTg.

2. Calcule el flujo mésico molar suponiendo que es puramente difusivo.

Resp.: 9.5 x 1077 moly/m?s.

12



Ejercicio 6.6: Una ldmina compuesta por un metal A y un metal B, cada una de 0.1 mm
de espesor, es sometida a 1/2 atm de presién de hidrégeno puro sobre la cara A. Por otro
lado, la cara B esta bajo vacio.

A la temperatura de interés y 1 atm de presion, la solubilidad de hidrégeno elemental en
el metal A es 1074 g de H/cm® de A y en B es 3 x 107* g de H/cm?® de B. El coeficiente de
difusién de hidrégeno es 4 veces més alto en A que en B. Se pide determinar el perfil de
concentracién de hidrégeno a través de la lamina compuesta en estado estacionario. Para
ello, siga los siguientes pasos:

1. Utilice la ley de Sievert (6.18) para deducir la concentracién de hidrégeno en la
superficie del metal A.

2. Escriba la condicién de continuidad de flujo de masa (6.15)) en términos de las concen-
traciones y de los coeficientes de difusién de masa.

3. Dado que conoce la solubilidad en A y en B relaciénelos en la interseccién entre los
materiales.

4. Resuelva para las concentraciones y dibuje el esquema pedido.

Resp.: [Hla1 = 0.404 x 10~* g/cm?; [H[p1 = 1.21 x 107% g/cm?.

7 Ley de Henry

Para la transferencia de masa entre fases liquida y gas se emplea a menudo la ley de Henry:

HA — pi — yAptOt317 (7.1)
TA TA

donde H4 es una constante, p4 es la presion parcial de la especie A en la fase gas, x4 es la
fraccion molar de A en el liquido e y4 es la fraccion molar de A en la fase gas.

Debe tenerse en cuenta que la constante H4 en depende, generalmente, de la
temperatura y también, algunas veces, de la concentraciéon. Sin embargo, para un sistema y
condicién dados el valor de este parametro debe ser determinado.

Ejercicio 7.1: Para la disolucién de oxigeno en agua, la constante de la ley de Henry es
4.4 x 10* atm. ;Cual es la concentracién (en mol/m?®) de oxigeno en agua liquida en contacto
con aire a 1 atm?

Para la resolucién, siga los siguientes pasos:

1. Obtenga la fraccién molar de oxigeno usando ([7.1))
2. Determine la concentracion molar volumétrica de agua, [H2O)|.
3. Relacione la concentracién anterior con la concentracién molar volumétrica de oxigeno,

[O2] a través de la fraccién molar de oxigeno.

13



Resp.: [O2] = 0.265 mol/m?

Ejercicio 7.2: Se requiere disenar una prueba para reproducir, a escala de laboratorio,
la presencia de oxigeno en agua en una tuberia que opera a alta presién. Para relacionar
las condiciones de la instalacién industrial con la prueba de laboratorio se requiere que la
fraccién molar de oxigeno en el liquido en el sistema industrial sea igual a la del laboratorio:

T0y,lab = T0y,ind (7.2)

La tuberia industrial, que contiene aire (compuesto, en porcentaje molar, por un 21 % de Oy
v 79% de N3), opera a una presién absoluta de 9atm y el agua esta a una temperatura de
40°C. Por otro lado, las pruebas de laboratorio se realizardan a una presién absoluta igual a
1 atm.

A diferencia de la instalacion industrial, en la instalacién de laboratorio se empleard una
combinacién distinta de oxigeno y nitrégeno. Para ello, se sabe que el coeficiente de la ley
de Henry, H, varia con la temperatura de acuerdo con la siguiente relacion:

1 1
H(T)=H e 7.3
@) =Hoew a0 (1~ 7] (73
con Hy = 4.4 x 10*atm, ¢y = 1700K y Ty = 298.15K. En (7.3), se requiere que la
temperatura esté en Kelvin. Empleando la ley de Henry, determine la temperatura a la
que debe ser realizada la prueba de laboratorio si el gas que serd empleado en la prueba de
laboratorio es oxigeno. Resp.: T' = 354.55 K.

8 Difusién contracorriente en gases y liquidos

En una mezcla binaria, cuando la temperatura (7) y la presion total (p) son la misma en los
dos estanques (y se mantiene constante), no hay flujo neto de masa. En dicha configuracion,
el componente A difunde de 1 a 2 en la misma tasa que el componente B difunde de 2 a 1.
En consecuencia, es posible aplicar las ecuaciones de difusion desarrolladas para soluciones
diluidas.

Si la concentraciéon molar de A en el estanque 1 es c41 y la concentracion molar de A en
el estanque 2 es c49, entonces el flujo molar de A entre 1 y 2 estd dado por:

CA1 — CA2
Ja=Dpp————. (8.1)
L
Ejercicio 8.1: Muestre que para el caso de gases idea]esﬂ se tiene:
Dapp Dyp
A= prT (Ta1 — 2A2) RTL (a1 —paz), (8.2)
3p = # = cRT, donde p es la presiéon del gas, en Pa, V es el volumen del gas (m?), n es el nimero de

moles, R = 8.314 J/mol K es la constante de los gases y T' (K) es la temperatura del gas.
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donde p es la presién total, xaj y pa; son las fracciones molares y presiones parciales de A
en el estanque j, respectivamente. Note que, en el gas, ¢ es la concentracién molar de A en
la especie A pura, segiin se definié en .

Ejercicio 8.2: Una mezcla de gas de He y No se mantienen en un tubo de 15 cm de largo
a 25°C y 1 atm de presion total. En un extremo del tubo la presién parcial de He es de
20000 Pa mientras que en el otro extremo es de 5000 Pa. Calcular el flujo molar de He si el
coeficiente de difusién es Dp = 0.687 x 10~ m? /s. Suponga que puede describir el helio
como un gas ideal.

9 Difusion de masa en estado estacionario en 3 dimensiones

En términos de difusion de masa de la especie A en soluciones diluidas sin reaccién quimica

y coeficiente de difusiéon constante, la difusién en coordenadas rectangulares estéd dada por:
0%\ 4 n 0%\ 4 n 0%\ 4
Ox? Oy? 022

= 0. (9.1)

Para resolver esta ecuacion se necesitan 6 condiciones de borde.
En el sistema de coordenadas cilindricas, ecuaciéon de difusiéon esta dada por:

10 Oc 1 (0% 0%c N
S (A ) S (G ) et 2 =0 (9.2)
ror or T 0o 0z Dap
Ejercicio 9.1: Si ¢4 es la concentracién molar de A segtin se vio aqui, jcuéles son las
dimensiones de la tasa de incorporacién de masa por reacciéon quimica, na?

Ejercicio 9.2: Muestre que el flujo radial difusivo en un casquete cilindrico de largo L,
conocidas las concentraciones molares en los radios r1 y ra, [A]1 y [A]2, respectivamente,
esta dado por la expresién:

mol

Ja (S> —onLD A 4k

111(7‘2/7‘1) (9.3)

Note que:
0s 10s 0s
Vel =50 Veh=1ge Vil=g

Toor’
10 10F, OF,
VE=1o Y %0 s

Proceda de manera similar en el caso de un casquete esférico con un gradiente de direccién

Vs|

radial, para mostrar que

Ja (H;OI> :47TDABM (9.4)

1 _ 1
1 2
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En este caso, se tiene que:

ds 10s 1 0Os

VS‘T—E, VS‘@—;%, Vs‘d)—m%
10, 10, 1 OF,
V-F= r2 8r(r )+ rsin080(F081n0)+rsin9 19J0)

Ejercicio 9.3: Se almacena helio a 20°C en un estanque esférico de silice, el cual tiene un
radio interior de 10 cm y un radio exterior de 12 cm. El coeficiente de difusién del helio en
la silice fundida es 4 x 107'* m? /s y la solubilidad del helio en silice esta dada (en mol/m?)
por

[He] = 0.45pg. (bar). (9.5)

Las presiones interior y exterior del helio son 10 y 0 bar, respectivamente. ;Cuél es el flujo
instantaneo de helio a través de las paredes del estanque? Suponga que el flujo convectivo de
helio a través de la pared del estanque es muy bajo y que la presién se mantiene constante.
Con estas hipétesis:

1. Determine [He| empleando ()9.5))

2. Calcule Jg) para un flujo puramente radial.

10 Difusién con un componente convectivo

Ejercicio 10.1: Considere la evaporacién de un componente A desde una piscina liquida
de una substancia A pura, y su difusién a través de una pelicula de gas consistente de A y
B, donde la especie B se encuentra en reposo. En la interfase liquido-gas podemos suponer
que la presion de A es igual a la presion de saturacion (pa1) a la temperatura de interés. Si
la presion de A en el gas en el otro lado de la pelicula (pa2) es menor que la presion de
saturacion, la especie A difundiréd a través de la pelicula desde la interfaz liquido-gas.

(a) Muestre que si x4 es la fraccion molar de la especie A entonces el flujo molar de esta

especie esta dado por:
Dap d
coAB TTA (10.1)

Ni, = —
Az 1—x4 dz’

donde ¢ es la concentracion molar total y D ap es el coeficiente de difusién molecular
de A en B.

(b) Escriba el balance de masa en términos del vector de flujo combinado para el problema
unidimensional planteado y deduzca que

. dNAz
dz

~0. (10.2)
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(c) Resuelva la ecuacion diferencial resultante de (10.1]) y (10.2). Muestre que:

z—21

1—x4y :<1—xA2>Z2—21 (103)

1—xa1 1 —x4

(d) Encuentre la fracciéon de B promedio en la columna, Tp. Muestre que ésta es igual al

promedio logaritmico:
_ TB2 — TB1
rBp=———"—"F—<=(TB) 10.4
1H(3032/3331) ( ) n ( )

(e) Use el resultado anterior para expresar el flujo de A en la interfaz liquido-gas (z = z1),
mostrando que:
cDap(zA1 — TA2)
(22 = 21)(ZB)n

Na.(z=2z1) = (10.5)
Ejercicio 10.2: Un gas (A) se absorbe en una pelicula de liquido de largo infinito de
espesor § y velocidad méaxima v,y que fluye en régimen permanente por un plano vertical.
Se sabe que en z =0, c4 =0, en x = 0, c4 = cap (constante) y que en la superficie rigida,
x = 0, no hay penetracién de masa. Se requiere encontrar una ecuacién diferencial para la
concentracion, c4(x, z). Para ello, siga los siguientes pasos:

(a) Muestre que la velocidad vertical (en la direccién z) corresponde a:

T

05(%) = Umax [1 . (5)1 (10.6)

(b) Haga un balance de masa en un volumen control de empleando el vector de flujo

combinado. Muestre que:
ON Ay n ON 4,

ox 0z

=0. (10.7)

(c) Expanda los términos de flujo méasico molar Ny, y N4, en sus componentes difusiva
y convectiva simplificando cuando corresponda. En particular, note que a lo largo
de la direccién de flujo, el mecanismo de transporte de masa es predominantemente
convectivo mientras que en la direccion normal al plano de flujo el mecanismo de
transporte es molecular. Con esto, obtenga:

Na, = cpv,(z)

Ocy
Nay =~ _DABT'
x
Con esto, obtenga la ecuacién diferencial
Oca D%y
— = —. 10.8
vz 0z AB 552 ( )
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(d) Discuta una simplificacién adicional de (10.8)) suponiendo que los tiempos de contacto
son muy cortos, esto es, que solo una delgada zona cerca de x = 0, participa en el
proceso de intercambio de masa.

11 Transferencia de masa impermanente

Hasta ahora se ha considerado una serie de ejemplos correspondientes a procesos de trans-
ferencia de masa en régimen permanente. En muchos casos es relevante conocer ademés la
progresion temporal de concentracion (figura . Si la velocidad media de la mezcla, v = 0,

w,=0
Ancho de placa y <0
de material B
w,: fraccion
en masa de A
Y w,= W,y =0
Y >0
Y yT t>>(

Figura 1: Esquema de perfil de concentracién en régimen transiente.

entonces, en ausencia de reacciones quimicas, de (4.9)) se obtiene la segunda ley de Fick (/5.1)).
En una dimension (y):

R (11.1)

Esta es una ecuacion diferencial parabolica, de primer orden en el tiempo y de segundo
orden en el espacio, por dimension.

Ejercicio 11.1: ;Cuantas condiciones de borde e iniciales se requiere para resolver esta
ecuacion?
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Supongamos el caso de un sélido semi-infinito en la direccién z (infinito en y y z) con
una concentracion molar inicial c4(t < 0,y) = c¢4,0. Cuando ¢ > 0 se impone una salto de
concentracion en y = 0, de tal forma que c4(t > 0,y = 0) = ca,1. Dado que el solido es
semiinfinito, es razonable suponer que limy . ca(t,y) = ca,0 para todo t > 0. Para resolver
este problema resulta conveniente emplear transformadas de Laplace. Se define el operador
Transformada de Laplace de una funcion f(t) como:

P = £} = [ e, (11.2)

con s = iw (i> = —1), si es que esta integral existe.
Ejercicio 11.2: Demuestre las siguientes propiedades de la transformada de Laplace:

1. L es un operador lineal. Esto es, si a y b son constantes:

LA{af(t)+bg(t)} =al{f(t)} +bL{g(t)}. (11.3)
2. Si f(t) es n veces diferenciable, entonces, la transformada de Laplace de f"(t) =
d”f/dt™ es:
L{FOW } = "L} = (= 0) = 5" 2F(0) = - = £ (0) — £ (0).
(11.4)
En particular,
L)} =sL{f(t)} — £(0). (11.5)

3. L{-tf(t)} = F'(s), con F(s) = L{f(t)}.

4. L{e™ f(t)} = F(s — a). Esto implica que e® f(t) = L™{F(s — a)}.

5. L{1}=1

Por otro lado, se define la transformada inversa de Laplace, tal que L~ L {f(t)}} = f(?),
a la integral compleja

F(t) = —— lim /7+iTeStF(s)ds. (11.6)
Y

- % T—o0 —iT
Esta integral de contorno es, en general, laboriosa de calcular, pero se encuentra tabulada
para una variedad de funciones F'(s). En particular, en el libro de Abramowitz y Stegunlﬂ
aparece una lista completa de transformadas de Laplace.
En efecto, el problema enunciado se puede resolver empleando transformadas de
Laplace. Antes, es conveniente normalizar la concentracién molar como:

C* — cA(y7t) - 014,07 (11.7)

CA1 — CAD

4 Abramowitz, M. and Stegun, I. A., Handbook of Mathematical Functions, Dover, 1964.
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con y,t >0y ¢, €[0,1]. Con este cambio de variable, el problema a resolver es:

2
%(;* = AB%;;, (11.8a)
c(t<0,y>0)=0 (11.8b)
a(t>0,y=0)=1 (11.8¢)
ylLrgo c(t,y) =0 (11.8d)

Ejercicio 11.3: Integre la ecuacién (11.8) empleando transformadas de Laplace. Para ello:

1. Aplique el operador L a ambos lados de ) Si é(s,y) es la trasformada de Laplace
de la concentracion c(t,y), (por ahora desconocida), obtenga la ecuacién diferencial
ordinaria

d%e s
—_— — ¢c=0. 11.9
dy? Das' (11.9)

2. Aplique la transformada de Laplace a las condiciones de borde y obtenga:

1
é(s,y=0) = 5 (11.10a)
lim é(s,y) =0 (11.10b)
Yy—r

3. Resuelva (|11.9) suponiendo una combinacién lineal de funciones exponenciales del
tipo ¢ = aexp[py] + bexp|—py|. Encuentre a, b y p y obtenga:

N e V D:By
é(s,y) = ——— (11.11)

S

4. De una tabla de transformadas de Laplace, se sabe que si F(s) = e *V* /s, entonces

f(t) = erfc (2 \[> con erfc(zx) la funcién error complementario,

erfe(z) =1— / —dr (11.12)
=1—erf(x (11.13)

Concluya que
ca(y,t) —capo

Y
=erfec | ———— | . 11.14
CA1 — CAD (2\/DABt) ( )
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Figura 2: Valores de la funciéon error

En figura [2] se muestra la funcion error en términos de su argumento. Se encuentra que
erf(z £ 2) = 1 & erfe(z £ 2) = 0.

La solucién es valida para el caso de un solido semi-infinito. En el caso de difusion
de especies en solidos finitos, esta aproximacion es valida sélo para tiempos suficientemente
pequenos. Definiendo un espesor aproximado de avance del frente de la especie A, d4, se

tiene de (11.8h) que
54 ~ /Dagt. (11.15)

A partir de esta definicion se define el nimero de Fourier, Fo, que da cuenta del grado
relativo de penetracion del frente de masa en un sélido de espesor L. Asi

(5124 _ D gt

=25 ="5 (11.16)

Fo
De esta tltima relacion se concluye que la solucion (11.14)) es valida en un solido finito
solamente si Fo < 1. Para tiempos mas grandes, tales que Fo < 1, existen otros métodos
para resolver ([11.8)) y, por otro lado, la posibilidad de resolver el problema de difusion
numéricamente. En el extremo opuesto, es decir, Fo > 5, la solucién en régimen permanente
tiene una precision aceptable.

Ejercicio 11.4: Una placa de 10 cm de espesor de hierro puro a 1000 °C se pone en contacto
por uno de sus lados con carbén, de tal manera que la concentracién aumenta stibitamente
de 0 a 0.5% en peso. El coeficiente de difusién del carbén en hierro es 3 x 10~ m?/s.
Suponiendo que la concentracion de carbén en la superficie permanece constante a 0.5%. Se
pide determinar la concentracién a 1 mm de la superficie después de 1 hora.

Para resolver este problema, siga los siguientes pasos:
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1. Calcule el nimero de Fourier y estime el tiempo en que la aproximacién de sélido semi
infinito es vélida.

2. Grafique la concentraciéon segiin lo pedido.

Ejercicio 11.5: Resuelva ([10.8]), suponiendo v, & vpay, suponiendo que el film es semiin-
finito en x.

12 Transferencia de masa por convecciéon

En fluidos, el transporte de masa es provocado por difusién, convecciéon o una combinacién
de ellos. La conveccion involucra el transporte inercial de fluido (en el seno de éste). Por lo
tanto, mientras mayor es el niimero de Reynolds, mayor es la importancia de la conveccion
en el proceso. En contraste, la difusion involucra el movimiento molecular a una escala de
tiempo en general mayor.

Analogamente al caso de transferencia de momentum, en procesos de transferencia de
masa se generan capas limite (de masa y momentum), correspondientes a delgadas zonas de
alto gradiente de concentracion [3

Ue
Mixture v
dh+8 > G

Ae

Free stream

6:(3' )

Concentration
Y }- boundary
L I‘ layer

N\

T o

Figura 3: Esquema de capa limite de transferencia de masa

Para analizar el transporte de material entre un fluido y una superficie sélida o entre un
gas y un liquido, normalmente se emplea la condicién de borde convectiva ((6.16)):

dA g

—p1D1 T = h({Aa) = Aay=y);

T=x0

en que (A4) es la concentracion promedio en el fluido y h es el llamado coeficiente de
conveccion. La tasa de transferencia de masa esté gobernada por el espesor relativo de las
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capas limite de momentum y masa. El espesor relativo de las capas limite te momentum y
masa estd dado por el niimero adimensional de Schmidt:

Go — transporte de momentum _ v (12.1)

difusién de masa Dap

Para el caso de gases, Sc ~ 1, mientras que ara liquidos varie entre 500 y 1000. Asimismo,
se definen los nimeros de Prandtl y Lewis considerando la difusividad térmica como:

transporte de momentum v
Pr = = — 12.2
difusién de calor Q@ ( )

Te— d.ifus-i(”)n de calor __«a (12.3)
difusion de masa  Dyp

Empleando argumentos de analisis dimensional es posible probar que en el caso de flujos
turbulentos, donde se origina el transporte de masa, momentum y calor en delgadas capas
cerca de las superficies que las originan, y ademas los espesores relativos de las capas limites
viscosa/térmica, viscosa/de masa y térmica/de masa son aproximadamente proporcionales
a Prt/ 3 Scl/3 y Le'/ 3 respectivamente. Estos exponentes cambian de acuerdo con la
intensidad de la turbulencia, pero entregan una muy buena aproximacién para una variedad
de configuraciones de flujo.
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