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Auxiliar 5
Jerarquia Aritmetica

Decimos que una relación k-aria R ⊆ (Σ∗)
k
es decidible si el lenguaje

LR = {x1#x2#...#xk : (x1, ..., xk) ∈ R}

Es decidible, donde el símbolo # no es parte del alfabeto Σ.
De�nimos Σk, para k ≥ 0, como la clase de todos los lenguajes L para los cuales existe una relación (k+1)-aria

decidible R tal que

L = {x : ∃x1∀x2...Qkxk tal que (x1, ..., xk, x) ∈ R}

Con

Qk =

{
∃ k impar

∀ k par

De�nimos con esto Πk = coΣk. Se de�ne la Jerarquía Aritmética como
⋃

i∈N Σi

1. Muestre que para todo k ≥ 0, Πk es la clase de lenguajes L tales que existe una relación decidible tal que

L = {x : ∀x1∃x2...Qkxk tal que (x1, ..., xk, x) ∈ R}

2. Muestre que Σ0 = Π0 y corresponden a los lenguajes decidibles y Σ1 corresponde a los lenguajes recono-
cibles.

3. Muestre que para todo i ≥ 0, Σi+1 ⊇ Σi,Πi.

4. Muestre que Σ2 es la clase de todos los lenguajes que pueden ser aceptados (no necesariamente decididos)
por mT's que tienen la siguiente función especial: Dado un input w, en cualquier momento de la compu-
tación la máquina puede entrar a un estado especial q? y el siguiente estado será qsi o qno, dependiendo
si el contenido actual de la cinta es una codi�cación 〈M,x〉 tal que M es una máquina de Turing que se
detiene en la entrada x. Denote por MH a estas máquinas de Turing con este oráculo en particular.

Se puede extender la parte 4. y probar que para todo i ≥ 0, se cumple que los lenguajes en Σi son los
lenguajes que son aceptados por máquinas de Turing con un oraculo sobre el lenguaje HALTi, con

HALT
i =


∅ i = 0

HALT i = 1

{〈M,ω〉 : M es una mT con un oraculo en HALTi−1 que para en ω} i ≥ 2

5. Muestre que para todo i, Σi+1 6= Σi.

6. Muestre que el lenguaje ALL = {〈M〉 : L(M) = Σ∗} esta en Π2\Π1.

7. (Propuesto) Demuestre que INF = {〈M〉 : L(M) es in�nito} esta en Π2\Π1
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