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Auxiliar 3
Lema de bayes y probabilidades totales.

Profesor: Vicente Acuna
Auxiliares: Bruno Hernandez

Resumen

» Teorema: (Ley de probabilidades totales) Suponga que {Bj,--- , By} es una particién

P1.

P2.

de S, tal que P(B;) > 0, para i = 1,--- , k. Entonces para cualquier evento A:
P(A) =XF P(ANB)
= Y1 P(A|B)P(B;)

Teorema: (Lema de Bayes) Sean A y B dos eventos, tales que P(B) > 0, entonces:

P(B|A)P(A)

P(AIB) = =55,

Preguntas

Sea un evento B, tal que P(B) > 0. Para todo evento A, definimos la funcién P(A) = P(A|B).

1. Pruebe que P es una funcién de probabilidad.
2. Muestre que P(A) = 1 — P(A). Donde 4 es el complemento de A.

Un estudiante es mandado al frente de su curso de probabilidades y estadisticas, para resolver
un problema numérico. El sabe que la respuesta es alguno de los niimeros enteros entre 1 y
kE ({1,---,k}). Resolviendo el problema, el estudiante podria encontrar la forma correcta de
razonar o errar en el intento. El nivel de estudio del compaifiero es tal que puede encontrar
la forma correcta de resolver el problema con una probabilidad p. Por lo tanto, tomando el
complemento sabemos que la probabilidad de errar en este problema es 1 — p, en este caso
asumiremos que el estudiante podria dar cualquiera de los niimeros entre 1 y k como respues-
ta, con igual probabilidad (1/k).

Si al final, el alumno dice la respuesta, y esta es la correcta. ;Cudl es la probabilidad de
que realmente haya hecho bien el ejercicio y no lo haya tirado “al achunte”?

Auziliar 8 1



P3.

P4.

El “alcohotest”, utilizado por la policia para verificar si los conductores exceden el limite legar
del porcentaje de alcohol en la sangre al manejar, es conocido por satisfacer lo siguiente:

P(A[B) = P(A%|B%) = p

donde A es el evento “El alcohotest indica que se ha excedido el limite legal”, mientras que
B corresponde al evento “El porcentaje de alcohol en sangre excede al limite legal” (note que
existe una gran diferencia entre estos sucesos).

La noche del sdbado, el 5% de los conductores evaluados, son retenidos por exceder el test.

o Describe en palabras el significado de P(B¢|A).
o Determine P(B¢|A), si p = 0,95.
o (Qué tan grande tiene que ser p para que P(B|A) = 0,97
Sea n € N.
Sean 2n bolas, donde n bolas son blancas y n bolas son negras. Suponga que tiene 2 cajas y

realiza el siguiente experimento: se seleccionan n bolas al azar de las 2n y se colocan en una
de las cajas, dejando las n restantes en la otra caja. Usted se queda con la primera caja.

1. Sea k € {1,---,n} fijo. Calcule la probabilidad de que hayan exdctamente k bolas
blancas en la caja.
2. Justifique por qué la probabilidad de sacar una bola blanca de la caja es 1/2

3. Utilice los dos puntos anteriores y el teorema de probabilidades totales para concluir la

siguiente igualdad:
on k 2\ n



Soluciones.

P1.

a)

Para ver que P es una funcién de probabilidad, debe cumplir las siguientes 3 propiedades;
1.- para todo evento A, P(A) debe estar entre 0 y 1. Para esto notemos que:

P(A) =P(AlB)

Tanto P(A N B) como P(B) son positivos, por lo tanto P(A)

>
AN B C B, entonces P(AN B) < P(B), de esta forma I@’(A) = Pg@?g?)

0. Ademas, como
<1.

También es necesario que la probabilidad del espacio muestral S sea 1. Notamos que:

MgzmamzpwgBtzig:m

Por tltimo, para una familia de eventos disjuntos { A1, Ag, - - -} tenemos que

(UAJHB:LM&QBL

i>1 i>1

ademas la familia de los conjuntos A; N B sigue siendo disjunta. Por lo tanto

)zszU%P%)“B} P (Ujz1(4: N B))

P(B) P(B)

P(UAi

i>1

Ocupando que la funcién P es de probabilidad y separa las uniones disjuntas en forma
de suma, tenemos que

P Ui>1(AiﬂB) P(A;N B B
<Mm ):Z(M;):ZM&EZZMM'

i<1 i>1 i>1

Asi concluimos que la funcién P es de probabilidad.

Notamos que, para cualquier evento A tenemos:
S=AUA
intersectado a ambos lados con B:
SNB=(AU4)NB

= B=(ANB)U(ANB).

Como la unién de A y A inicialmente es dijunta, entonces también lo serd la unién de
(AN B) con (AN B). Asi, aplicando la funcién de probabilidad P y separando la unién
disjunta con la suma, tenemos:

P(B) =P(AN B)+P(AN B).



Basta con dividir a ambos lados por P(B) > 0 para notar que

_PANB) P(AN B)

55+ BB — P(A|B) + P(A|B)

=1=P4)+PA) = PA) =1-P(A4)

P2. Para el siguiente ejercicio haremos los siguientes supuestos: Sea el evento E definido como

P3.

E = “El estudiante sabia hacer el ejercicio”

Con lo que P(E) = p, en este caso el estudiante dird la respuesta correcta con probabilidad
1, ya que habia estudiado para saber hacer el ejercicio.

En el caso de E, es decir “El estudiante no sabia cudl era la respuesta correcta”, asumiremos
que tiré una das las posibles k respuestas al azar. Con esto, asumiendo E, el estudiante tiene
1/k probabilidad de acertar.

Podemos resumir lo explicado anteriormente de la siguiente forma: Sea

D = “El estudiante DICE la respuesta correcta”

Entonces:
P(D|E) =1

P(D|E) = 1/k.

Si el estudiante dice la respuesta correcta (contexto D), jcudl es la probabilidad de que
realmente haya sabido ahcer el ejercicio? Es decir, jcudnto es P(E|D)?. Ocupando el lema de
Bayes:
P(DIE)P(E) _ 1-p

P(D)  P(D)

Tan sélo bastaria con encontrar la probabilidad total de decir la respuesta correcta, P(D).
Gracias al lema de probabilidades totales:

P(E|D) =

P(D) = P(D|E)P(E) + P(D|E)P(E)

P(D) =p+(1— )1 -p)

Asi,
p
p+ (-1 -p)

a) Describe en palabras P(B¢|A): “Dado A, con qué probabilidad no ocurre B”. Es decir,
dado que el alcohotest idica que se ha excedido el limite legar, cudl es la probabilidad de
que realmente mi sangre no contenga el porcentaje de alcohol suficiente para sobrepasar
el limite legal. En conclusion, la probabilidad de que el test me inculpe injustamente.

b) Determinar P(B¢|A): Ocupando el lema de bayes,

P(E|D) =

P(A|B)P(B°)

PBIA) = =5



Notamos que
P(A|B°) =1-P(A°|B°)=1—p

P(A) := 4 =0,05, 5% enunciado

Basta calcular la probabilidad P(B¢), para esto ocuparemos el teorema de probabilidades
totales para el evento A asumiendo que P(B),P(B¢) > 0:

P(A) = P(A|B)P(B) + P(A|B°)P(B°)
Aplicando la ley del complemento podemos dejar todo en funciéon de B€:
P(A) = P(A[B)(1 - P(B°)) + (1 — P(A°|B°))P(B°)

B =p(1 -P(B%))+ (1 - p)P(B)
f—p

(1—2p)

Reemplazando todo en la probabilidad inicialmente pedida:

(1-p) B—p
3 1-2

= P(B°) =

P(B°|A) =

3

(reemplazar 8 = 0,05y p = 0,95
Finalmente basta notar que
P(B|A) =1—P(BA)

donde P(B€|A) corresponde a lo calculado en la parte anterior.

Considerando que cada bola tiene igual probabilidad de ser sacada, imponemos que el
espacio de probabilidades de este experimento es un espacio equiprobable. Asi calcula-
remos la probabilidad de que hayan exactamente k£ bolas calculado los casos favorables
v los casos totales.

Para imponer que hayan k bolas blancas, es necesario sacar tales k bolas blancas del total
de n bolas blancas que hay. Las formas de hacer esta eleccién es la siguiente combinatoria

# sacar k bolas blancas = <Z>

Como queremos que hayan exdctamente k bolas blancas (no mas ni menos), debemos
imponer que las n — k bolas restantes en la eleccion sean negras. Nuevamente las formas
de sacar n — k bolas negras de un total de n es otra combinatoria:

# sacar n — k bolas negras:< " )
n—~k

Asi, como estas elecciones (de bolas blancas y negras) son independientes una de la otra,
el principio de multiplicacién nos dice que

2
# tener exdctamente k bolas blancas en un total de n bolas = (Z) ( " k) = <Z>
7 —



Para la tltima igualdad ocupamos el hecho de que (Z) = (nz k) (PROPUESTO,).
Finalmente, ocupando que el total de formas en que se pueden sacar n bolas cualesquiera
de un total de 2n es

2
# formas totales de sacar n bolas del total de 2n = ( n)
n

Concluimos que

ny 2

(&)

2n

()

Para cada realizacién de este experimento existe un ntimero k entre 0 y n, que representa
el nimero de bolas blancas que hay en mi caja. Como las bolas restantes estd en la otra
caja, entonces la otra caja tiene n — k bolas blancas.

Dado que cada extraccion de bolas es equiprobable, entonces yo podria tener la caja con

k bolas blancas con probabilidad 1/2 o la caja con n — k bolas blancas con probabilidad
1/2. Sean los eventos:

P(tener exdctamente k bolas blancas) =

S = “sacar una bola blanca”
Ay = “Elegir la caja con k bolas blancas”
A, = “Elegir la caja con n — k bolas blancas”

Notamos que, Ay = A, v que P(A) = P(A,_x) = 1/2. Aplicando probabilidades
totales.
P(S) = P(S|Ak)p(Ax) + P(S[An—k)P(An—r)

71@1 n—kli n 1

P(S)

T2t Th 2T 2

En conclusion, por cada configuracién de k bolas blancas hecha, hay una con n — k bolas
blancas que posee la misma probabilidad de ser elegida, asi que ocupando probabilidades
totales tengo 1/2 probabilidad de sacar una bola blanca de este experimento.
Siguiendo la misma logica del paso anterior, ahora sin fijar el nimero de bolas blancas
en la caja, ocupo probabilidades totales para considerar todos los posibles k (cantidad
de bolas blancas) que puedan aparecer en la caja escogida. Definimos los eventos.

S = “sacar una bola blanca del experimento”

Ay = “La caja escogida tiene exdctamente k bolas blacas”

Notamos que la probabilidad P(Aj) fue el resultado obtenido en la parte a). Ademas
sabemos que si la caja tiene exdctamente k bolas blancas, tengo k/n probabilidades de
sacar una bola blanca al sacar una al azar, esto es, P(S|Ax) = k/n.

Ocupando probabilidades totales:

n

P(S) = > P(S|Ar)P(Ar)
k=1

2
(i)
2n

n

P(S) =)

=

3|



Recordando que P(S) = 1/2, concluimos que
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