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P1. (Ejercicio) Sean (Xi : i ≥ 1), (Yi : i ≥ 1) dos sucesiones de variables aleatorias indepen-
dientes (Xi también es independiente de Yj , para todo i, j ≥ 1) donde los elementos de cada
sucesión son idénticamente distribuídos con medias µX y µY y varianzas σ2

X y σ2
Y , respecti-

vamente. Asumiendo que, tanto Xi como Yi poseen momentos finitos, pruebe que existe una
constante c ∈ R tal que

ĺım
n→∞

1
n

n∑
i=1

(Xi + Yi)2 = c, c.s.

Identifique el valor de c.

P2. Sean X1, X2, X3, · · · una secuencia de variables aleatorias independientes en L2, con E(Xi) =
µi y V ar(Xi) = σi, para i ≥ 1. Suponga que exista un número M , tal que 0 ≤ σi ≤M , para
todo i. Sea a un valor positivo arbitrario.

(a) Aplique la desigualdad vista en clases para encontrar una cota que sólo dependa de n,
para

P
(∣∣∣∣∣X̄n −

1
n

n∑
i=1

µi

∣∣∣∣∣ > a

)
Concluya que

ĺım
n→∞

P
(∣∣∣∣∣X̄n −

1
n

n∑
i=1

µi

∣∣∣∣∣ > a

)
= 0, ∀ a > 0.

(b) Ahora suponga que n−1∑n
i=1 µi → µ ∈ R cuando n→∞. Muestre que

X̄n
P−→ µ

Explique de qué forma este resultado es un caso más general que la ley de los grandes números
vista en clases.

P3. Calcule el valor del siguiente límite

ĺım
n→∞

∫ 1

0
· · ·
∫ 1

0

∑n
i=1 x

2
i∑n

i=1 xi
dx1 · · · dxn
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