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P1. Encuentre la serie de Laurent y sus radios de convergencia para las siguientes funciones com-

plejas
1+ 222
f(z)= P50 0; (1a)
z .
f(z)= ma 20 =1 (1b)
f(z) =22 sin(2) 29 = oo. (1c)
Solucidén:

Como se debe cacular la serie de Laurent en torno al punto zg = 0, la serie solamente debe
contener términos 2", en dénde n € Z. En cuanto a la primera funcién es importante notar
que reagrupando los términos, se puede expresar como

=5 () s+ @)

14 22 232 1422

En el tltimo término se puede aplicar la serie geométrica con z — —z2, en dicho caso se
obtiene
1 oo
_ _1\n.2n
— =y 3)
n=0

en dénde ‘—22‘ < 1= |z| <1,y por lo tanto el radio de convergencia es R = 1, y la serie de
Laurent de f(z) se expresa como

f&) = o+ = S, ()
n=0

z

En el segundo caso se requiere la serie de Laurent centrada en el punto z = 4, por lo tanto esta
debe contener solamente términos del tipo (z — )", en dénde n € Z. Para la segunda funcién
f(2), se puede aplicar la técnica de fracciones parciales, por lo cual la funcién f(z) se expresa

o f(z):wiz_i):;[ziﬁzii] (5)

De alli es muy importante notar que
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Usando nuevamente la serie geométrica, esta vez con z — —(z — i)/2i, se obtiene
1 1 (—1)"
=5 (z—9)", (7)
z+1 2 =
en dénde |—(z —1)/2i| < 1 = |z —i| < 2, por lo tanto el radio de convergencia es R = 2.

Reemplazando en la Ec.(5), se deduce que la serie de Laurent de la funcién f(z) esta dada por
(8)
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n=0
o0, esta debera

En el tercer caso, como se requiere la serie de Laurent centrada en zg
contener solo términos del tipo 1/2", en dénde n € Z. Es muy util recordar que para todo

zZ—1

(9)

z € C, con zg = 0, se cumple
(e e}
. (—1)nz2ntl
sin(z) = 3 OV
|
= (2n+1)!
Entonces para la funciéon f(z) en la serie anterior se debe hacer el cambio z — 1/z, y por lo
tanto es valido que
oo oo
=" 1 =" 1
_ S 10
f(Z) Z (Qn + l)l 22n—1 % Z (Qn + 3)! 22n+1” ( )
n=0 n=0
cuyo radio de convergencia es R = c0.
P2. Encuentre la serie de Laurent en torno a zp = 0 para la funcién
1
=— 11
6= (1)

para las regiones
(a) A1:0<|Z’<1
(b) Ay : 1< |z] <
Solucion:
Para A; es importante notar la descomposicién de la funcién f(z), y luego aplicar directamente
la serie geométrica, de donde se obtiene
11 I, N a1
=_= = -1 12
D2 A=) (12)
n=0 n=0

f(z):_;'l—z_

Para Aj se nota una descomposicién distinta para luego usar la serie geométrica con z — 1/z,

(13)

y entonces es cierto que
11 le=1 1
I T IE

n=0 n=0

f(z):?'l_l
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P3. Calcule la integral

T2
x
d 14
[ (14)
0
Solucién:
Se considera la funcién compleja
2
z
h(z) = ————. 15
()= o (15)

Los polos de h(z) se encuentran cuando se resuelve la ecuaciéon z* 4+ 1 = 0, y se obtiene que
s 3T w37 .
el conjunto de los polos es z, = {e'4,e" 4 e "4,e” "4 }, cada uno de orden 1. Se utiliza el

contorno dado por la Fig. 1, y se observa que solo estan contenidos en el interior de I' los

T .3m
puntos {21, 20} = {e'4,e" 4 }. Sise descompone la curva senala en la Fig. 1 como I' = C1UCy,

I
Oy —_
T
22, LA
| > ¢y | R
-R ‘ ¢ +R

Figure 1: Contorno en el plano complejo para problema 3

se obtiene

j'{ h(z)dz = / h(z)dz + / h(z)dz. (16)

I C1 Co

La parte izquierda se calcula usando el teorema de los residuos, y entonces se obtiene

7{ h(2)dz = 2mi[Res(h, ¢™/1) + Res(h, ¢37/4)] (17)
I
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Considerando que

T 1—2
Res(h,e'1) = ——=; 18
es(h,e'1) Vi (18a)
BT -1
Res(h,e"4) = . (18b)

Se obtiene

j[h(z)dz = (19)

Para la curva C] la parametrizacion estd dada por z = x, entonces dz = dx y ademés z €
[—R, R], por lo tanto

+R
1,2
/ h(z)dz = / e (20)
Cq —R

Para la curva Cy la parametrizacién estd dada por z = Re', entonces dz = iRe"df), y ademas

6 € [0, 7], por lo tanto
[ iR3¢30dp
Cs 0

Se observa que la dltima integral tiende a 0 cuando R — 0. Aplicando limite a la Ec. (16), se

obtiene entonces
o0

2
T x
A = d 22
V2 / 1™ (22)
—00
Usando la paridad de la funcién h(z) se obtiene finalmente lo pedido, es decir
o0

.’132 T
—dr = ——. 23
/x4+1 v 2v/2 (23)

0



