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P1. Considere los campos vectoriales F, G : Q C R? — R3, cada uno de clase C?, y los campos
escalares 1), ¢ : R — R también de clase C2. Demuestre las siguientes identidades

(a) V- (WF)=yV . -F+(Vy)-F

(b) V2(vp) = pVip+ V2 +2Vy - Vo
() V- (FxG)=(VXF)-G—(VxG)F
) V

(d) V-(VXF)=0

Solucién:
Considerando la definicién de divergencia en notacién tensorial y luego expandiendo el pro-
ducto de derivadas se obtiene

w 0¥
i

(wF) (1)

V- (WF) = )

De este resultado se puede identificar que el primer miembro corresponde al producto punto
entre F'y V. Por otra parte, el segundo miembro del resultado es la multiplicacién del campo
Y por la divergencia del campo vectorial F, concluyendo asi la parte (a).

Considerando la definicién del Laplaciano en notacion tensorial, y expandiendo las derivadas,

se obtiene
o 9 ) dp . P\ D [Bp\ Oy o\ oY Do O
al’i 8.%1 (1/1(,0) N 83:1 <¢ 8$Z + 908331) a w@ﬂfz <6x2>+8x2 axz +Q0 8:El 8:61 +8l‘z axz ' (2)

Reordenando y reconociendo las estructuras de producto punto y Laplaciano en cada caso se
obtiene directamente el apartado (b).

Considerando el tensor de Levi-Civita para el producto curz de vectores, y expandiendo el el
término izquierdo de la identidad (c), se obtiene

. 0 0G; OF;

V. (F X G) =V. siijiGjek Eljka (FG ) €ijk <F’8x,z + ja:;:,:) . (3)
Teniendo en cuenta que €55 = —€gji ¥ €ijk = Ekij S€ pueden reconocer las estructuras de
producto cruz, y entonces se deduce

0G; OF;
— Ekji (895;:) Fi + ekij (895;1) Gj, (4)

desde dénde es posible obtener la identidad planteada en (c).



Universidad de Chile

. f,,
Ingenieria Matematica
Departamento de Ingenieria Matematica Yol rCfd quf ATEVATIONS
MA2002 - Célculo Avanzado y Aplicaciones

Al expandir el miembro izquierdo de la identidad mostrada en el apartado (e) se obtiene la

expresion

O2F;
V- (VXF)=¢ip—>. 5
( ) 1] 8.’L’ka$z ( )
. 02 F; 0% F; [ P
Considerando que oz.05 — omor Y ademds €;j;, = —¢cg;j; se cancelan términos de a pares y
1 7

por lo tanto el resultado es nulo, concluyendo asi la identidad (d).

P2. Las ecuaciones de Euler son muy importantes en ingenieria debido a que estas describen
muchos fenémenos relacionados a la mecanica de fluidos. Dichas ecuaciones relacionan el
campo vectorial de velocidades u : R* — R? con los campos escalares densidad de masa y
presion p,p : R* — R3, y se expresan tipicamente como

ou o

’ [at +(u- v>u] — Vo pgt, (62)
V-.u=0, (6b)
en dénde g es la aceleracién de gravedad. Considerando un flujo estacionario (d;u = 0), y
suponiendo un flujo irrotacional, demuestre que se cumple el principio de Bernoulli dado por

1 2
Plall” +pgz+p=C, (7)

con C' € R.
Solucién:

Considerando la identidad vista en la gufa 1, se sabe que para un campo vectorial u : R* — R3

se satisface .
ux(Vxu) = §VHuH2 +(u-V)u (8)

Considerando que el flujo es irrotacional, se tiene V X u = 0, y por lo tanto al reemplazar la
identidad (8) en la Ec. (6a) se obtiene

1 .
Py VIlul* + Vp+ pgz = 0. 9)
Notando que V¢ = pgz se cumple si y solo si ¢ = pgz + K1, K1 € R, se puede deducir
1
v §p||u|]2+p+pgz+K1 =0. (10)

Por 1ltimo, notando que 0 = VK», K9 € R, y fijando C = K9 — K7, se obtiene directamente
lo pedido.



