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Auxiliar 2: Conjuntos Abiertos, Cerrados y Compactos.

Sucesiones de Cauchy

Sea A C R™ un conjunto. Muestre que A es cerrado si y sélo si para toda sucesién {z,}n,e C A tal que
xn, — T € R™, se tiene que T € A.
obs: Una de las implicancias fue hecha en catedra.

Consideremos el espacio R™ junto con una sucesiéon numerable de abiertos Ay, Az, Az, ... C R™
a) Demuestre que R™ y () son abiertos.
b)

)
)

c
d) (Es cierto también que la interseccién numerable (infinita) de conjuntos abiertos es un conjunto abierto?
Encuentre un contraejemplo que muestre que la respuesta es negativa.

Pruebe que N;°; A; es un conjunto abierto.

Pruebe que U;enA; es un conjunto abierto.

e) Usando las leyes de De Morgan, obtenga las propiedades para conjuntos cerrados.

Encuentre en forma explicita interior, adherencia y frontera de los siguientes conjuntos; justificando brevemente
sus respuestas. Indique ademas si alguno de ellos se trata de un conjunto abierto o cerrado.

a) A={(z,y) €R*: Jy| < [z],2® +y* <1}
b) B={(x,y) e R?: 2 =y,z > 0}
¢) C={(z,y) eR*: 1 <a? +y* <4} U{(0,0)}
d) D={(z,y) eR?*:z € (-%,5),y > tan (x)}
e) E={(1,1):n,meN}
P4. Sean A, B C R" considerando la norma euclidiana || - ||. Muestre que
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a) Si A C B entonces int(A4) C int(B).

b) int(AN B) = int(A) N int(B).

) int(A) Uint(B) C int(A U B), y la igualdad no siempre cierta.

d) Si A C B entonces adh(A) C adh(B).

e) adh(AU B) = adh(A) Uadh(B).
)
)
)
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f) adh(AN B) C adh(A) Nnadh(B) y la igualdad no siempre cierta.
g) Fr(A4) = adh(A) nadh(A°)
h) adh(4) = ANFr(A)

int(A) = adh(A) \ Fr(4)

—-

Sea A C R™. Muestre que x € Fr(A) siy sélo si para todo r > 0, se tiene que B(z,r)NA # @y Bz, r)NA° # .
Sean F' C R” cerrado y C, K C R™ compactos.

a) Demuestre que el conjunto F' + K es cerrado, donde
F+K={f+k:feFkeK}

b) Demuestre que el conjunto C' + K es compacto.
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P7. Considere R™ con la norma euclidiana || - ||, pruebe que si A C R™ es un conjunto que es abierto y cerrado,
entonces necesariamente A =R" 0 A = @.

P8. [Propuesto] Considere el espacio vectorial de las matrices MY *N(R) de tamafio N x N

a) Pruebe que la funcién
I MY (R) — R

Ar— ||Al| ;== sup ||Az||2
reRN
[lz]l2=1

estd bien definida, es decir, el supremo es finito.
Hint: Puede ser 1til considerar que si ||z]l2 = 1, entonces |zi| < 1 para todo k=1, ..., N.
b) Pruebe que | - || es una norma en MY *N(R).
¢) Muestre que para A € MYV*N(R), se tiene que || A" < || A[|"™.
d) Sea A € MN*N(R), demuestre que
o An
A -
© T Z n!

n=0

existe en MYXN(R).
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Resumen y Cosas Utiles

[Unicidad del Limite]: Sea (zj); € R™ una su-
cesién y z,y € R™. Si (z)r converge a T e y,
entonces necesariamente r = y.

[Algebra de Limites]: Sean (xg)k, (yx)r € R"
dos sucesiones, y a,8 € R. Si (zp)r converge a
T e (yx)r converge a ¥), entonces (axy + Byi)k
converge a (aZ + fy).

[Conjuntos Abiertos]: Sea A C R™. Decimos
que A es un conjunto abierto (o es abierto) si:

Ve e A,Ir > 0,B(z,r) C A

[Conjuntos Cerrados]: Sea A C R”. Diremos
que A es conjunto cerrado (o cerrado) si:

R™ A = A€ es abierto

[Caracterizaciéon de Cerrados]: Sea A C R”
un conjunto. Entonces

Aes cerrado & V(zg)r CAaxy o>z =>2€ A

[Interior]: Sea A C R™ un conjunto. Definimos
su interior como:

Int(A) ={x € R": 3r > 0, B(z,r) C A}

[Adherencia]: Sea A C R™ un conjunto. Defini-
mos su adherencia como:

Adh(A) = {x € R" : I(xp)n € A,z — x}

[Frontera]: Sea A C R™ un conjunto. Definimos
su frontera como:

Fr(A) = Adh(A)\Int(A)

[Propiedades]: Sea A C R™. Entonces:
1.- Int(A) C A C Adh(A)
2.- A es abierto & A = Int(A)
3.- Aes cerrado & A = Adh(A)
4.- Int(A) es siempre un conjunto abierto.

5.- Adh(A) es siempre un conjunto cerrado.

[Punto de Acumulacién]: Sea A C R". Deci-
mos que T € R” es punto de acumulacién de A
si

k) C A Vk,z # Z, tal que zp, — T

[Conjunto Acotado]: Decimos que un conjunto
A C R" es acotado si existe R > 0 tal que:

A C B(0,R)

[Sucesién Acotadal]: Decimos que una sucesién
(zx)r € R™ es acotada si existe M > 0 tal que:

Vk €N, ||lzi|| < M

[Subsucesién]: Sea (zx)r; € R"™ una sucesién, y
¢ : N — N una funcién inyectiva y creciente. Deci-
mos entonces que (T, (k) )x corresponde a una sub-
sucesién de (zy)g. Ademds toda subsucesién de
una sucesién convergente converge al mismo pun-
to.

[Bolzano-Weierstrass|: Sea (x); una sucesién
acotada. Entonces existe una subsucesion de (z)
convergente.

[Conjunto Compacto]: Decimos que un conjun-
to A C R"™ es un conjunto compacto si es cerrado
y acotado.

[Teorema]: Sea A C R™. Son equivalentes:¢

1. A es compacto.

2. Toda sucesion (x)r € A posee una subsuce-
sién (x, 1))k convergente a Z € A.

[Sucesién de Cauchy]: Una sucesién (zy), C R™
se dice sucesion de Cauchy si:

Ve > 0,3k € N,Vk,l € N, ||zp — x| < €

[Propiedad]: Toda sucesién convergente en R™ es
de Cauchy.

[Teorema]: Toda sucesién de Cauchy en R™ con-
verge.




