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P1.

a) Sea € la relacién en C[z] definida por:

PQT <= 3Q € Clz],P(z) —T(z) = (> +1) - Q(z)

1) Demuestre que €2 es una relacién de equivalencia.
Solucién:

Para que 2 sea una relacién de equivalencia, esta tiene que ser refleja, simétrica y transitiva. Veamos cada
una por separado:
= ) refleja: Sea P € C[z] arbitrario.

PQP < 3Q e Clz],P(x) — P(z) = (2> + 1) - Q(x)
Vemos que P(x) — P(z) = 0. Asi,
0= (2 +1)Q(x) = Q(x) =0

Entonces, tomando Q(z) = 0 € C[z], se cumple P Q P

Q simétrica: Sean P,T € C[z] arbitrarios. Queremos demostrar que VP, T € Clx],
P QT = T Q P. Entonces, como hip6tesis tendremos que

3S € Clz], P(z) — T(z) = (23 +1) - S(x) /Multiplicando por —1
T(x) = P(z) = (2 +1) - (=S())

Asi, para que P Q T = T Q P, basta tomar Q = —S € C|z], donde S es tal que se cumple la
relacién de la hip6tesis. Como P, T € C[z] son arbitrarios, sigue que se cumple VP, T € Clz].

Q transitiva: Sean P, R, S € Clx] arbitrarios. Queremos demostrar que:
VP,R,S€Clz],PQRRARQS = PQS
Asi, como hipotesis tendremos:

PQR < 3Q" € Clz],P(z) — R(z) = (3 + 1) - Q*(x) (1)
RQS <= 3Q € Clz],R(z) — S(z) = (2® + 1) - Q(x) (2)

Sumando (1) y (2), tendremos:
P(z) = R(z) + R(z) = S(z) = («° + 1) - Q*(z) + (z° + 1) - Q(x)
Cancelando términos semejantes y factorizando por (z* + 1), tendremos que:
P(z) = S(z) = (2° + 1)(Q"(z) + Q(z))

Asi, tomando Q = Q* + Q € Clx], se cumple P  S. Como P, R, S son arbitrarios, sigue que ) es
transitiva.

Como (2 es refleja, simétrica y transitiva, sigue que €2 es una relacién de equivalencia.
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11) Encuentre R € [2° + 2] tal que gr(R) < gr(z® +1).
Solucién:

Por definicién de la clase de equivalencia, tenemos que x € [a]r <= zRa. Asi,
Re [z +a]g <= RQ(2°+2)
y por definicién de €,
RQ (2°+2) <= 3Q € Clz],R(z) — (2° +2) = (2* + 1) - Q(x)
< 3IQeClz],R(x)= (2> +1)-Q(z)+2° +x
Ordenando términos para reconocer el polinomio:
R(z) = 2° + 2% - Q(z) + 2 + Q(x)

Para que gr(R) < 3, los términos z° y 22 se tienen que ir. Ademas, gr(Q) < gr(x®+1) = 3 por el término
Q() que quedd. Asi, probando con Q(z) = —2? (conveniente para eliminar el término x° usando el término
23 y ademds cumple que gr(Q) < 3, se tiene que:

R(z) = 2° + 2 - (=2?) + 2 + (—2?)
= R(@x)=a2°—2° 42— 22
< R(r) =z — 2*
Notamos que gr(R) = 2 < 3, lo cual cumple la condicién pedida. Asi, con R = z — 22, se tiene que
R € [2° + 2]q (con Q € C[z], Q(x) = —2?) y gr(R) < gr(x® + 1), que es lo pedido.

n
b) Calcule Z (n) Z 27IF,
i—o \! F€[0..,2n]
j es par

Solucion:

n n
Z ( > Z 277t = Z ( > Z 2772 /2" constante en suma con indices j
=0 L j€[0..,2n] 1=0 L jF€[0..,2n]
j es par j es par
n
n . .
= .90 277
> ¥
i=0 jF€[0..,2n]
j es par

Para poder resolver la suma interior, debemos entender qué estamos sumando. Extendiendo la suma, vemos
que:

Z 2—] — 2—0 _|_ 2—2 + 2—4 + . _|_ 2—(2n—2) _|_ 2—2n

jF€[0..,2n]
J es par

Como todos los exponentes son miiltiplos de —2, podemos usar la propiedad de los exponentes de a’ = (a®)¢
y expresar la suma como

(2—2)0 + (2—2)1 + (2—2)2 R (2—2)n—1 + (2—2)n

La cual es, evidentemente, una suma geométrica que varia entre 0 y n. Asi:

n n 1\n+1 1 1\n
_; _ 1 I—( 1-3-(3)
>, =0 2>’“=Z<z>k= 1_41 - 14—14
jF€[0..,2n] k=0 k=0 4 4
j es par



Facultad de Ciencias Fisicas y Mateméticas Universidad de Chile

Multiplicando el numerador y denominador por 4, se simplifica un poco:

) _ 4=y

y asi, la suma original queda:

n - . n 4 — 1\n 4 — 1yn
Z Tl Lo Z 9—J — n L9t # /7&4) constante en suma con indices ¢
; ( , ; t 3 3
i=0 j€[0..,2n] 1=0
j es par
4—(Lyn 2 , .
— ;4) . ;:0 TZ) .9t /Multiplicando por 1 = 1""* conveniente
4 —(Hyn 2 . .
_ % . ;:0: (Z‘) L9t i /Binomio de Newton
4— (b — ("
= 2 1 "= 4 371
e
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P2.

a) Se sabe que R? con las operaciones + y - definidas por:

(a,b) + (c,d) = (a+c,b+d) Y(a,b), (c,d) € R?
(a7 b) ’ (C7 d) = ((ZC +bd, ad + bC) V(a, b)7 (87 d) € R?
es un anillo conmutativo.

Encuentre el neutro para (R?,-) y demuestre que Vo € R\ 0, (z, —x) es divisor de cero.
Solucién:

Buscamos el par ordenado (e, es) tal que:
(a,b) - (e1,e2) = (a,b) Y(a,b) € R?
No hay que revisar por ambos lados, pues - conmuta. Por definicién de la l.c.i - tenemos que:
(ae1 + bes,aes + bey) = (a, b)

Lo cual forma el sistema de ecuaciones:

aey + bea = a (1)
aey +bep =b (2)
Multiplicando (1) por a y (2) por b:
a’ey + abey = a* (3)
abey + b%e; = b (4)

Luego, restando (3)—(4), se cancelan los términos abes, y se llega a que

a’e; — ble; = a® — V2
— (a® = b*)(e1) = a® — b2
Como los elementos en (R \ {0},-) son cancelables, se tiene lo siguiente (si a® — b* = 0, la ecuacién se vuelve

0=0 <= 1V)
(a®> =b*)(e1) =a? -0 = e, =1

Luego, reemplazando e; = 1 en (1):

a+bey =a /+ (—a)
< bey =0 / :b#0.Sib=0, ecuacién trivial.
ey =0

Por lo tanto, el neutro para (R?,-) es el par (1,0).
Sea z € R arbitrario. En efecto, basta tomar el par (a,a) € R?\ {0} , para que:
(93, —,13) ' (a7 a) = (za + (—I)CL, (_I)a + .Z‘CL) = (07 O)

Como z, a arbitrarios, se cumple que Va,a € R? \ {0}, (x, —x) es divisor de cero.
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1) Sea f:C — C la funcién definida por f(x) = Zi,Vz € C. Demuestre que f es biyectiva.
Solucién:

Primera forma: Teorema de la inversa. Buscando la inversa de la funcién, se ve que:

w=7i /Multiplicando por —i
—wi=7% /Conjugando a ambos lados
—wi =z /Por propiedad Q: zw =7z - w

We—i=2 /—i=1
wi =z

Asi, si f es biyectiva, f es su propia inversa. Asi, verifiquemos que f o f = idc:

Por caracterizacién de la funcién inversa (Teorema de la inversa), sigue que f es biyectiva con inversa f.
Segunda forma: Epiyeccién e Inyeccién. f es epiyectiva si y sélo si:

VweC,3ze C,w= f(z) =7%i

Basta tomar z = wi. Asi,

Luego, como w es arbitrario, se cumple Yw € C. Asi, f es epiyectiva.
f inyectiva si y solo si:
Vz,weC, f(z) = flw) = z=w

En efecto,
f(z)=f(w) = zi=wi
> z=w
——zZ=w

Luego, como z,w € C arbitrarios, se tiene que f es inyectiva.
Finalmente, como f es epiyectiva e inyectiva, se concluye que f es biyectiva.
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11) Para m € N\ 0, denotemos f™ = fo fo---o f (m veces).
Demuestre usando induccién que ¥n > 1, f2" = idc.
Solucién:

Caso base: n = 1:

Hipétesis inductiva: para algin n € N, se cumple que f2" = idc. Para n + 1, tendremos que:

[t — 202 /Por definicién de f"
=f"ofo f /Hip6tesis inductiva
=iddco fof Jidcog=g
=fof /Caso base
= idc

Luego, por induccién, sigue que Vn > 1, 2" = idc.
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P3.

a)

Factorice el polinomio z3 4+ 1 en C[z] y en R[z].
Solucién:

Sabemos que la suma de cubos nos permite hacer la siguiente factorizacion:
P Hl=(+1)(2*—z+1)

De donde extraemos una raiz: x = —1, mientras que las otras dos se extraen de la resolucién de la cuadratica

22 —x +1 =0, la cual tiene como solucién:

S 1xVT—4 1£V3i 1 N V3.
T T T2 2Tt
3 1 3
Asi tenemos las otras dos raices: x = 5 + gz y = 5~ gz Luego, la factorizacién real estard dada por

P rl=(z+1)(2*—2+1)

Mientras que la factorizacién compleja estara dada por

B 41=(x+1) (x—;—\fz) (x—;—i-\égz)

Sea P € C[z]. Se sabe que el resto de dividir P(z) por (x — 2) es igual 1 y el resto de dividir
P(z) por (x — 3) es igual a —1. Encuentre el resto de dividir P(z) por (z — 2)(x — 3).
Solucién:

Por el teorema del resto, se sabe que el resto de dividir un polinomio por z — ¢ es igual a p(c). De lo anterior
concluimos que p(2) = 1 y p(3) = —1. Por el teorema de la divisién, sabemos que existe un polinomio ¢(z) y
un resto r(z) tales que:

p(z) = q(z) - (= 2)(z = 3) + r(x)

Y segtin el mismo teorema se cumple que gr(d) > gr(r). Es decir, si el divisor es un polinomio de grado 2, el
resto es, a lo mds, una recta (un polinomio de grado 1) de la forma ax 4 b. Por lo tanto, se cumple que:

p(z) =g(z) - (- 2)(z = 3) +az+b

Reemplazando:
p(2)=2a+b=1 pB)=3a+b=-1

Se resuelve asi el sistema:

2a+b=1
3a+b= -1
Resolvemos:
2a+b=1
—-3a+-b=1

—a=-2Ab=5

Finalmente el resto de dividir P(x) por (x — 2)(x — 3) es igual a —2z + 5.




