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Problemas

P1. Este o rema hacia el ŕıo Sena o rema hacia el Seno

Sea un triángulo ABC de lados a, b, c y ángulos α, β, γ, con α 6= β. Si este triángulo cumple (a2+b2)sin(α−β) =
(a2 − b2)sin(α+ β), demuestre que γ = π/2
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P2. Siga siga

Demuestre que ∀x ∈ [−1, 1] arccos(x) + arcsin(x) = π/2 y concluya que el dominio de la siguiente función

f(x) =

√
arccos(

√
x)− arcsin(

√
x)

corresponde a

[
0,

1

2

]
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Soluciones

P1. Partamos desarrollando la propiedad del triángulo:

(a2 + b2)sin(α− β) = (a2 − b2)sin(α+ β)

⇐⇒ (a2 + b2)(sin(α)cos(β)− sin(β)cos(α)) = (a2 − b2)(sin(α)cos(β) + sin(β)cos(α))

⇐⇒ sin(α)cos(β)(a2 + b2 − a2 + b2) = sin(β)cos(α)(a2 − b2 + a2 + b2)

⇐⇒ 2b2sin(α)cos(β) = 2a2sin(β)cos(α)

⇐⇒ b2

a2
=
sin(β)cos(α)

sin(α)cos(β)

De aqúı, notemos que además por teorema del seno, se cumple:

a

sen(α)
=

b

sen(β)

⇐⇒ sin(β)

sin(α)
=
b

a

Reemplazando esta información en la ecuación anterior:

sin2(β)

sin2(α)
=
sin(β)cos(α)

sin(α)cos(β)

⇐⇒ sin(β)

sin(α)
=
cos(α)

cos(β)

⇐⇒ sin(β)cos(β) = sin(α)cos(α)

⇐⇒ sin(2β)

2
=
sin(2α)

2
⇐⇒ sin(2β) = sin(2α)

Esta última ecuación, nos dice que tenemos 2 opciones:

• 2α = 2β =⇒ α = β, lo cuál es imposible por enunciado.

• 2α+ 2β = π =⇒ α+ β = π
2

Como además, estamos en un triangulo, sabemos que α + β + γ = π. Utilizando la última información del
segundo caso, concluimos inmediatamente que γ = π

2 .
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P2. Sea x ∈ [−1, 1], notemos:

x = sen(arcsen(x)) · 1

= sen(arcsen(x)) · sen(
π

2
) + 0

= sen(arcsen(x))sen(
π

2
) + cos(

π

2
)

= sen(arcsen(x))sen(
π

2
) + cos(

π

2
)cos(arcsen(x))

= cos
(π

2
− arcsen(x)

)

Hemos concluido entonces que ∀x : x = cos
(
π
2 − arcsen(x)

)
, aplicando arcocoseno a ambos lados de la

igualdad:

x = cos
(π

2
− arcsen(x)

) ∣∣arccos(·)
⇐⇒ arccos(x) =

π

2
− arcsen(x)

⇐⇒ arccos(x) + arcsen(x) =
π

2

Y aśı, hemos demostrado la propiedad que nos ped́ıan.
Ahora, utilicemos esta información para determinar el dominio de la función f(x) =

√
arccos(

√
x)− arcsin(

√
x).

• En primer lugar, notemos que dentro de f estamos evaluando
√
x, lo cual nos dice inmediatamente que

x ≥ 0 para que la ráız esté bien definida.

• Por otro lado, al ser f la ráız de una expresión, para que esté bien definida necesitamos que esa expresión
sea positiva, es decir:

arccos(
√
x)− arcsin(

√
x) ≥ 0

⇐⇒ arccos(
√
x) ≥ arcsin(

√
x)

⇐⇒ arccos(
√
x) + arcsin(

√
x) ≥ 2arcsin(

√
x)

⇐⇒ π

2
≥ 2arcsin(

√
x)

⇐⇒ π

4
≥ arcsin(

√
x)

∣∣sen(·)

⇐⇒ sen
(π

4

)
≥
√
x

⇐⇒
√

2

2
≥
√
x

⇐⇒ 1

2
≥ x

Y aśı, hemos mostrado que f está bien definido ssi 0 ≤ x ≤ 1
2 .
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