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Sean S7 y S3 dos conjuntos convexos, y o € R. Definimos la suma y ponderacién de conjuntos como sigue:

S1+ Sy = {.1‘1 +x9:11 € S1,20 € SQ}
aS; = {axy 21 € S1}

Demuestre que tanto S; + S3 como «.S7 son conjuntos convexos.

Solucion:

Veamos primero que S; + Sz es un conjunto convexo, para ello tomemos z,y € S; +S2 y A € (0,1), queremos
probar que Az + (1 — Ay € S; + S3, notamos que esto es equivalente a demostrar que 3s; € S1 y so € Sy tal
que Az + (1 — A\)y = $1 + s2. Primero notamos que tanto x,y € S1 + S2, luego Jx1,y1 € S1 y z2,y2 € So tal que
T =21+ 2o €y =y1 + Yo, con esto podemos notar que:

Az + (1 =Ny =Mz +x2)+ (1 — N (y1 +y2)
=Dz + (1= Nyi] + [Azg + (1 — Ny
Ahora como S; es convexo, entonces A(z1)+(1—A)y; € S7 y también S es convexo, entonces A(z2)+(1—N)ys € So,

luego si consideramos s; = A(z1) + (1 — A)y1 y s2 = A(z2) + (1 — N)y2 tenemos que Is; € S1 y s2 € Sy tal que
Az + (1 — Ny = s1 + s2 entonces Az + (1 — N)y € S; + S y por lo tanto S; + Sz es un conjunto convexo.

Ahora debemos mostrar que a.S7, para ello tomemos z,y € aS; y A € (0,1), queremos probar que Az + (1 — Ay €
@S7, notamos que esto es equivalente a demostrar que 3s; € Sy tal que Az + (1 — A)y = as;. Para ello notamos
que tanto x,y € a1, luego 1,y € S7 tal que x = axy y y = ayy , con esto tenemos que:

Az + (1= Ny = daz; + (1 — Nay
=a(Az1 + (1= Ny1)

Luego como S; es convexo tenemos que Azy + (1 — N)y; € Sp luego si consideramos s; = Az1 + (1 — A)y;, tenemos
que Js1 € Sp tal que Az + (1 — \)y = asy entonces Az + (1 — A)y € aSy y por lo tanto aSy es un conjunto convexo.

Muestre que la bola abierta B(x,r) = {y € R" : [[x — y|| < 7} centrada en z € R" y de radio r € R es un conjunto
convexo para cualquier norma en R”.

Solucion:

Veamos que la bola abierta es un conjunto convexo, para ello consideremos y1,y2 € B(x,r), queremos probar que
Ayr + (1 — Nya € B(z,r) esto es equivalente a mostrar que ||z — [Ay1 + (1 — A)yz]|| < r. Primero notemos que
x=z+ A x — Az = Az + (1 — \)z, con esto podemos trabajar la expresién:

[z = [Ay1 + (1= Nge]l| = [[o = Az + (1 = Nz — [Ayr + (1 = N)ge]|
=Mz —y1) + (1 = ) (@ —y2)||
< |IM(z=y)|| + (1= XN)(z = y2)]| (desigualdad triangular)
= A[(x —y)||+ (1 =N ||(z —y2)|l (propiedad de norma)
<Ar+(1-=XNr (y1,y2 € B(z,71))

=T

Con esto mostramos que Ay + (1 — N)y2 € B(z,7) y luego B(z, ) es un conjunto convexo.



P3. Sea C el conjunto definido por:

1
C={(z,y) eR?: 1< 2% 49 g2}u{(:c,y) eR?:y= x,x€{1,2,3,4,5}}

Encuentre el interior, adherencia y frontera de este conjunto. Diga ademas si este conjunto es abierto, cerrado.
Solucion:

» C = Interior(C'). Se debe especificar la expresién del conjunto (es decir, cuales son los puntos interiores) y los
radios para los cuales esos puntos pertenecen al interior del conjunto.Luego:

C={(z,y) eR?:1<a®>+y*> <2}
Sea T = (z,y) € C,luego basta tomar un radio:
r=min{ry,ra}
donde

T1 T2

I BN R e
-2 2

Veamos que este radio es el que funciona, para ello notamos que VZ = (Z,y) € B(&,r),por desigualdad
triangular tenemos que:
12l < 112 =2 + 2] <=+ (12|

Por otro lado, tenemos que:
12 <112 = 2| + |12l == 12l = 1217 = Z]| > [|&] —
Por lo tanto tenemos que:
2] = r < [IZ]] < [IZ] +r
Luego tenemos que:
2] = 7o < ||Z]] — 7 < [IZ]] < [|Z]| + 7 < [|Z]] +
Por lo tanto
2] = re < 12| < 2] + 1 <= [[Z]] = 2r2 < [|Z]] < [|Z]] + 211
Ahora reemplazando ry y ro:
1<zl <V2e=1<z*+7*<2
Por lo que 7 € C
» C= Adherencia(C). Se debe especificar solo la expresiéon del conjunto (es decir,los puntos que estdn en la
adherencia). Dicho eso haciendo el anélisis respectivo de vecindades se llega a que:
c=C
Es decir el conjunto C es igual a su adherencia. Por lo tanto C' es un conjunto cerrado.
= Fr(C)=Frontera(C). Recordamos que: o
Fr(C)=C\C

Luego, tenemos que:

Fr(C) ={(z,y) e R*: 2 + 32 = 1} U {(z,y) € R? : 2% 4+ 3 :2}U{(x,y) eR?:y= %xe {1,2,3,4,5}}

P4. Sean A, B subconjuntos de R?. Demuestre las siguientes propiedades:

(a) Int(A)UInt(B) C Int(AU B)
Solucion:
Sea z € Int(A) U Int(B), luego tenemos dos opciones, z € Int(A) o z € Int(B). Sin pérdida de generalidad
consideramos x € Int(A) (Otro caso es andlogo). Ya que x € Int(A) = 3r > 0: B(x,r) € A. Ya que tenemos
que Int(A) CACAUB = z€ AUBy B(z,r) € AU B, la cual es la definicién de que x € Int(AU B) y
por lo tanto Int(A) UInt(B) C Int(A U B)



(b)

(c)

(d)

(e)

Adh(AN B) C Adh(A) N Adh(B)

Solucion:

Vemos que ya que la adherencia de cualquier conjunto es un conjunto cerrado entonces Adh(A) N Adh(B)
es cerrado porque es interseccién de dos cerrados. Por otro lado tenemos que A C Adh(A4) y B C Adh(B)
luego tenemos que AN B C Adh(A) N Adh(B) por lo tanto tenemos que Adh(A) N Adh(B) es un cerrado que
contiene a AN By como Adh(A N B) es la interseccién de todos los cerrados que contienen a A N B tenemos
que Adh(AN B) C Adh(A) N Adh(B)

Int(AN B) = Int(A) NInt(B)
Solucion:
Probaremos la igualdad a través de doble inclusién:

(©) Sea z € Int(A N B), luego existe r > 0 tal que B(xz,r) € AN B. Pero como Int(ANB) CANBC Ay
Int(ANB)C ANBCB = z€ Ay B(x,r) C A, por lo tanto « € Int(A) y por otro x € By B(z,r) C
B, por lo tanto z € Int(B) con lo que se concluye que = € Int(A) N Int(B)

(D) Seaz € Int(A)NInt(B). Luego = € Int(A) y « € Int(B), entonces por definicién del interior existen r4 > 0
y rg > 0 tal que B(z,74) C Ay B(z,rp) C B. Por lo tanto, si consideramos r = min{r4,rp} entonces
B(z,r) C Ay B(z,r) C B = B(z,r) C AN B, como x € AN By por lo tanto x € Int(4A N B)

Adh(AU B) = Adh(A) U Adh(B)

Solucion:

Nuevamente veamos por doble inclusion

(C) Notemos que A C Adh(A) y B C Adh(B) lo que implica que A U B C Adh(A) U Adh(B). Veamos
primero que dado H,K C RY tal que H C K entonces Adh(H) C Adh(K). En efecto, notamos que
H C K C Adh(K), luego Adh(K) es un cerrado que contiene a H, como Adh(H) es la interseccién de todos
los cerrados que contienen a H obtenemos que Adh(H) C Adh(K). Con esta propiedad tenemos que como
AUB C Adh(A)UAdh(B) se obtiene Adh(AUB) C Adh(Adh(A)UAdh(B)), pero como Adh(A)UAdh(B)
es cerrado, por ser unién finita de cerrados, tenemos que Adh(Adh(A4) U Adh(B)) = Adh(A) UAdh(B) y
por lo tanto Adh(AU B) C Adh(A) U Adh(B)

(2) Yaque AC AUB Yy B C AU B, por la propiedad que mostramos anteriormente tenemos que Adh(A4) C
Adh(AU B) y Adh(B) C Adh(A U B), luego tenemos que Adh(A) U Adh(B) C Adh(A U B)

Int(A) = ¢, si A es numerable.

Solucion:

Demostremos por contradiccién, es decir supongamos que existe A C R tal que A es numerable pero Int(A) #
¢, es decir existe z € Ay r > 0 tal que B(x,r) C A. Luego por definicién B(z,r) es no numerable, lo cual es
una contradiccién.



