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P1. (a) Sean p,q y s proposiciones légicas. Pruebe que la siguiente proposicién es una tautologia:

(P = DA (s = q)] = (p = 3)

Solucion:

(b) Muestre que la proposicién:

Es verdadera para cada predicado p.
Solucion:
Veamos esto por casos,

= Supongamos que Jy : p(y) <= F, en ese caso tenemos que:
p(y) = (Vo)p(2)] <= [FF = (Vo)p(z)] <=V

Esto debido a que tanto [FF = F] <= V como [ = V] <=V, por lo tanto para cualquier valor de
verdad de p(z) es tautologia.

= El otro caso es que Ay : p(y) < F esto es equivalente a decir que Vz : p(x) <= V. Luego considerando
cualquier y tenemos que:

p(y) = (Vo)p(z)] = [V = (Va)V] <=V

P2. Sean A, By C tres conjuntos. Demuestre que:

(a) AAB=AAC = B=C
Solucion:
Recordemos que AAB = (AU B)\ (BN A).
Supongamos que B # C, sin perdida de generalidad 3x € B\ C = z € B,z ¢ C
s Siz€eA = r€ ANB = z & AAB esto ya que « € B. Por otro lado como x & C esto implica que
rgANCyre AUC = x € AAC = AAC # AAB
s Sie g A = 2€A%2eC® = 2€ A°NC° = z€(AUC) = ¢ (AUC) = z ¢ AAC.
Por otro lado tenemos que t ¢ A — x & ANBycomox € B — x € AU B, por lo tanto
x € AAB = AAB # AAC



(b) ANB=0<+= (AUB)\B=A
Solucion:
Primero notemos que (AUB)\ B=(AUB)NB*=(ANB°)U(BNB°)=(A\B)Ub=(A\B)
(=) A=(AN(BUB%))=(ANB)U(ANB)=0U(A\B)=AUB)\B
(<) Supongamos que 3x € ANB — A\BCA\{z} CA = (AUB)\B=A\B#A

P3. Sean A, B,C, D conjuntos no vacios tales que ANC =0y BND =0, ysean f : A— Byg:C — D dos funciones.
Se define h: AUC — BUD tal que Ve € AUC :

fl@) si zeA
h(z) =
glx) st xzel

(a) Demuestre que si f y g son inyectivas, entonces h también lo es.
Solucion:
Para que h sea inyectiva se tiene que cumplir que Vz,y € AU C,h(x) = h(y) = =z = y. Entonces sea
z,y € AUC, h(xz) = h(y). Luego tenemos 4 posibles casos:

s Size A,ye C = f(x) =9g(y) = f(z) € BN D lo cual es una contradiccién, por lo que no puede
pasar que x € A,y € C. El caso « € C,y € A es andlogo.
» Siz,y€e A = f(x) = f(y) y como sabemos que f es inyectiva entonces © =y
» Siz,y € C = g(z) = g(y) y como sabemos que ¢ es inyectiva entonces = y
Por lo tanto h es inyectiva.
(b) Demuestre que si f y g son epiyectivas, entonces h también lo es. Para que h sea epiyectiva se debe cumplir
que Vy € BUD,3z € AUC : y = h(x). Entonces sea y € AU D. Veamos los casos:
» Siy € B, como f es epiyectiva entonces Iz € A : y = f(z), luego y = h(x).
» Siy € D, como g es epiyectiva entonces Iz € C' : y = g(z), luego y = h(z).
(c) Demuestre que si f y g son biyectivas, entonces h también lo es y encuentre su inversa.
sol

Como f, g son biyectivas luego son inyectivas y por (a) tenemos que h es inyectiva. Por otro lado también son
epiyectivas luego por (b) h también lo es.

fly)~' si yeB

gly)™" si yeD

P4. (a) Determine, de existir, el valor de los siguientes limites de sucesiones:
’ n n
i) hmaniliﬂ;wu con0<a<b
Solucion:
Primero trabajamos la expresién, si multiplicamos arriba y abajo por —t, obtenemos:
J p ) p y JO POI' =57, .

(" +6")ptr (B3 +3
(ant1 +bn+1)bnl+l (

Como 0 < a < b, entonces ¢ < 1y entonces tenemos que si tomamos limite todo lo de la forma ()" se
va a 0, por lo que:

1,1
($)"g+5 1

lfm -2 b b
(F)"g+1 b

2
i) Hm >, (n%_k)
Solucion:

2
Primero notemos que (ﬁ) > 0,Vk =1,...,n. Ahora como k > 0 podemos acotar de la siguiente forma:

o< (k) < ()



y aplicando sumatoria a todo tenemos que:
n 2 n 2
1 1 1
0<> (—=) <D =) ==
k=1 (n+k> k=1 (n) n

Luego aplicando teorema del Sandwich, concluimos que el limite es 0.

(b) Demuestre,usando la definicién de limite de funciones, que:

Imvz+1=3
r—8

Solucion:
Recordemos lo que tenemos que mostrar es que :

Ve>0,30>0:Ve e A: |z -8/ <d = |[Va+1-3|<¢

Para ello sea ¢ > 0, estudiemos lo siguiente:

VETT-3 = (Vzx + 3)(\/x+1+3)‘ r—8 ’S x8‘§|$8|
vr+1+3 ve+1+3 3

Esto nos dice que si tomamos § = ¢ tenemos que

VeeA:|x—8|<d = |[Ve+1-3|<¢

P5. Derive las siguientes funciones de variable real a valores reales:

(a) J; (fﬂl) = 2°
fi(@) = (@) = () = (o) = (e*@)(In(w) + 1) = 2% (In(x) + 1)

(b) g(z) = —(v2x = T)a*"
Solucion:
9(@) =~ — (V2T = D (2In(2) +2)
T —
P6. (a) Considere las matrices cuadradas A, B € M,,,(K). Demuestre que :

i) A es invertible si y solo si AA® es invertible.
Solucion:

=) Ya que A es invertible 3B tal que AB = BA = I. Ahora si consideramos C' = B'B obtenemos:
(=) Yaq q

AA'C = AA'B'B
= A(BA)'B
= AIB
— AB
=1

Luego AA? es invertible.
(<) Ya que AA! es invertible 3B tal que AA'B = BAA' = I. Luego A(A'B) =1y A es invertible.
i) Si A2= Ay B=1— Aentonces B> = B. Si A es invertible, calcule las matrices A y B.
Solucion:



B*=(I—-A)I—-A)I-A)
= (I? —AI —TA - A*)(I — A)
=(I—-24— A)I - A)

= -A)[-A4)
=1 — AT —TA — A?
=I1?-24A-A
=I—A

=B

Si A es invertible y A = A? tenemos que

A=A2 — A tA=A4"144
= I=A
= B=I1I-1=0

(b) Sea A € M, (R). Muestre que N = {z € R"|Az =0} y F = {y € R"|3z € R", Az = y} son s.e.v. de R"
Solucion:
Claramente 0 € N por lo que N # (). Ahora sea A € R, z,y € N, queremos probar que x + Ay € N. En efecto:

Az + My) = Ae + Ay = Ax +X Ay =0
~~ R ,
0 0

Porloque x + Ay € N y N es un s.e.v de R"

Por otro lado, notemos que 0 € F, ya que 0 € R™ cumple que 0A = 0. Luego F' # (.. Ahora sea A € R,
y1,Y2 € F, queremos probar que y; + A\ys € F. En efecto, 3x1, x5 € R™ tal que Az, = y1, Axs = yo, luego:

Y1 + )\yg = AZL’l -+ )\A.’EQ =A (1’1 + )\CEQ)

——
€R»
Por lo que y1 + Ay2 € F y F es un s.e.v de R”
(c) Sea la siguiente matriz, para cierto b € R
b 0 0
B=[-2 -1 2
-1 -1 2
Muestre que A = 1 es valor propio de B sin importar el valor de b.
Solucion:
Para esto, comencemos estudiando el polinomio caracteristico:
b— A\ 0 0
-2 -1-x 2 :(b—A4<_£;A QEAN
-1 -1 2—A
=0b-N[(-1=-X(2-X)+2]
=(b=N[(-2=X+X)+72]
=(b=N(=A+2?)
b—=XMAXA-1)

Luego los valores propios de B son b,1 y 0.



