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* Breve resumen:

Conviene partir haciendo un recordatorio sobre la 1° ley de la termodindmica. Tal como se vio en clases,
algunos experimentos a lo largo de la historia mostraron que realizar trabajo sobre un fluido aislado
térmicamente aumentaba su temperatura, y en aquellos casos donde el fluido no se aislaba este emitia
energia en forma de calor. En ese sentido se pudo notar, respectivamente, que realizar trabajo en un
gas genera un cambio en su energia interna, pero que ademds esa no es la Unica forma de cambiar
esta energia, ya que también podia hacerse a través de intercambio de calor con el ambiente. En ese
sentido, matematicamente la 1° ley de la termodindmica nos dice que un cambio infinitesimal dU en la
energia interna de un gas puede producirse por un pequeno intercambio de calor §@Q), y/o por un trabajo
infinitesimal’ —dW, es decir:

dU = 6Q — W (1)

Es importante entender que 6Q) y 6W en general no son diferenciales exactos, eso es porque el aporte de
energia a través de calor y/o trabajo no dependen sélo del estado inicial y final, sino que también dependen
del proceso particular que estéa generando el aporte de energia, y en ese sentido, matematicamente no existe
una “funcién calor” o “funcién trabajo” para un caso general. Por otro lado dU si tiene la forma de un
diferencial, y eso es porque el cambio en la energia interna del gas s6lo depende del estado inicial y final,
independiente de como se cambié esta energia.

Ahora, en el caso de procesos reversibles (como los que hemos visto hasta ahora en clases) podemos
escribir W = PdV, con lo cual la expresién (1) nos dice que:

dU =46Q.,, — PdV (2)
La expresion (2) sera la herramienta clave para los problemas de esta clase auxiliar, y nos permitirad
relacionar el cambio en la energia interna de nuestros sistemas con un cambio en el volumen de estos,
reflejando ademaés las consecuencias de este cambio en la presién y temperatura.

'El cambio de energfa dU es positivo cuando se agrega energia desde el medio externo hacia el gas, y negativo cuando el gas le

entrega energia al medio externo. Como en las clases auxiliares pasadas dijimos que W es negativo si va desde el medio externo
hacia el gas, y positivo en caso contrario, entonces §W debe ser negativo si queremos representar un aporte a la energia interna del

gas.
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P1.- Expansion adiabatica del gas de van der Waals:

La energia interna de un gas es una funcién de estado que guarda informacion del estado del gas en funciéon
de las variables macroscépicas T, V' y P, es decir, en su forma general tenemos que U = U(T,V, P). En
el caso del modelo de van der Waals se tiene que U sélo depende explicitamente de T'y V' a través de la
siguiente expresion:

N2
U(T,V) = ;NkT - QT (3)

Como el proceso es adiabatico eso implica que no hay intercambio de energia en forma de calor, y
entonces @) = 0. Con esto la primera ley de la termodindmica (2) nos dice que:

dU = —PdV (4)

El lado derecho de la expresién anterior puede obtenerse reemplazando directamente la ecuacién de estado
P(T,V) para el modelo de van der Waals, por lo tanto debemos trabajar el lado izquierdo. Dado que
U=U(T,V), de calculo en varias variables sabemos que el diferencial dU se escribe como:

ou ou
dU = (E)T) dT" + (W) dv

Derivando la expresién (3) con respecto a 7'y V se obtiene:

oU 3 oU  aN?
2N . L2
oT 2 9V V2
Entonces:
= av = 3nkar + Y gy
2 V2

Reemplazando esto y P en la expresién (4) tendremos que:

3 aN? NkT aN? 3 T

= -NkdT+ —dV=—-——r—-dV+ —dV = -dl=———

2 * V2 V —Nb + V2 2 V —Nb

Este resultado es muy conveniente, ya que nos muestra como un pequeno cambio en el volumen genera un

pequeno cambio en la temperatura del sistema, todo a partir de la primera ley de la termodindmica. Si

reordenamos la expresion e integramos desde el estado (T, Vp) hacia el estado arbitrario (T, V'), tendremos
que:

dv

Tdr 2 [V dV m(T)_ 2 (V—Nb) T <V—Nb)—2/3

n T 3y, V_Nb T 3"\ Vo — Nb To ~ \Vo — Nb

Reordenando este resultado obtendremos la temperatura final del gas de van der Waals después de un
cambio adiabatico en su volumen:

V —Nb

‘/'0 o Nb>2/3

= T:To(
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Para poder interpretar este resultado graficamos la temperatura en funciéon del volumen, donde los ejes
estan normalizados con respecto a las condiciones iniciales Ty y Vy para facilitar la interpretacion:
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Figura 1: Temperatura al cambiar el volumen, con b = 5,32-1072° y N = 6,02 - 10%.
Este resultado nos dice que en el caso de expandir el gas (V' > V}) la temperatura disminuye con respecto

a la temperatura inicial, mientras que si lo comprimimos (V' < Vj) la temperatura aumenta, lo cual
concuerda con los resultados empiricos.
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P2.- Gas ideal con grados de libertad:

Podemos seguir un procedimiento andlogo al de la pregunta anterior para obtener 7' en funcién de V, ya
que si obtenemos esta cantidad podemos ocupar la ecuacion de estado de un gas ideal para obtener P en
funcién de V. En este caso la energia interna es:

_/f
2

Como en este caso U s6lo depende de T, el diferencial dU sera:

U NET

dU = gNk:dT (5)
Por otro lado, como estamos en un proceso adiabatico tenemos que §Q) = 0, y si asumimos que el proceso
es irreversible entonces podemos usar 6W = PdV. Con esto y partiendo desde la primera ley de la

termodinamica (1) tendremos lo siguiente:

dU = 6Q — 6W = dU = —PdV

Reemplazando P desde la ecuacién de estado de un gas ideal y reemplazando dU de lo encontrado en (5),
tendremos que:

f NkT dr 2 (dV)
= “NkdT = ——dV == — =—|—
2 Vv T f\v
Integrando entre el estado inicial (7p, V) y el estado final (Tp, V) tendremos que:
Tqr 2 (Vdv T 2 1% Vo\ 2/
a_ 2 :>ln(>:—ln<> :>T:T<> 6
n T [V o) f\W "\v ©
Ya que el gas es modelado por la ley de los gases ideales se debe cumplir que:
T — ﬂ . _ BV
“ Nk %7 Nk
Entonces reemplazando en (6) y desarrollando obtenemos la presion final en esta expansién/contraccion

adiabédtica:

PV BRVo (Vo L (Vo\ T
= W= () = r=n(y)

Esta expresién nos dice que la presién final va como una potencia de %, donde el exponente depende de

la cantidad de grados de libertad. Podemos notar que independiente de la cantidad de grados de libertad
que haya el exponente siempre serd mayor a 0, entonces teéricamente hablando, sea cual sea la cantidad
de grados de libertad, la presién aumentara en una compresiéon (V' < Vp) y disminuird en una expansion
(V' > W), lo cual concuerda con resultados experimentales.

Ahora, para seguir avanzando en la pregunta es necesario entender qué son los grados de libertad. Mecani-
camente hablando la cantidad de grados de libertad f de un gas hace referencia a la cantidad de movimien-
tos independientes que puede manifestar una de las moléculas que lo conforman, donde estos movimientos
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pueden ser de naturaleza traslacional, rotacional o wvibracional. A temperaturas suficientemente bajas
(menores a 1000 K) podemos ignorar los grados de libertad de origen vibracional, entonces veamos cémo
contar el resto.

Dado que estamos en un espacio tridimensional, el centro de masa de cualquier molécula de cualquier gas,
independiente de cuantos atomos tenga, tiene la libertad de moverse en tres direcciones independientes,
es decir, para cualquier gas tendremos 3 grados de libertad de origen traslacional (y este es el minimo
de grados de libertad para cualquier gas, siempre que estemos trabajando en un espacio tridimensional).
Para el caso de los grados de libertad rotacional contamos en cudntos ejes independientes la molécula
puede rotar, y en ese sentido dependerd de cudntos atomos conforman la molécula:

1) Molécula monoatémica: 0 grados de libertad rotacional.
11) Molécula diatémica o lineal: 2 grados de libertad rotacional.

111) Molécula con 3 o més dtomos: 3 grados de libertad rotacional.

En el primer caso no se cuenta la rotacién del atomo en torno a si mismo, mientras que en el segundo caso
no se cuenta la rotacién en torno al eje paralelo a la molécula, ya que en el caso de moléculas (cuerpos
rigidos cudnticos?) estos casos sélo aparecen para temperaturas muy altas (incluso mas que para los modos
vibracionales).

En ese sentido, para los gases que se nos presentan en el enunciado tenemos lo siguiente:

’ Gas ‘ N° de atomos ‘ f ‘

He Uno 3
Ny Dos 9
CHy Cinco 6

Tabla 1: Grados de libertad (f) para gases con distinta cantidad de dtomos.

Con esto, las expresiones para la presiéon de cada uno de los gases luego del cambio adiabatico de volumen
seran:

Vo 5/3 Vo 7/5 v 4/3
re=n(y) o Rmn(R) s Pa=n(y)

El gréfico de estas tres curvas en conjunto se encuentra en la Figura 2. Podemos notar que mientras menos
grados de libertad tenga el gas, més intenso serd su cambio en la presién para un cambio arbitrario del
volumen. En ese sentido, en el caso de una compresién (V' < Vp) la presién final para un mismo volumen
es mayor en el caso del helio, mientras que en el caso de una expansién (V' > V) el metano es el que
mantiene una presiéon mayor para un volumen final V. Esto tiene sentido si pensamos que parte de la
energia que se transfiere en la compresion/expansion se convierte en energia rotacional para los distintos
grados de libertad rotacionales, entonces la presion (que corresponde a transferencia de momentum lineal
entre las particulas del gas y el medio externo) tiene un cambio menos significativos en aquellas moléculas
que pueden rotar.

2La mecénica cudntica predice que la energfa necesaria para que las moléculas roten en los ejes mencionados es 10'° veces la
energia necesaria para que roten en cualquier otro eje, entonces es necesario anadir mucha energia para manifestar rotaciones de ese
estilo.
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Figura 2: Presién v/s volumen para el caso de gases con distintos grados de libertad.
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P3.- Compresor sobrecalentado:

Notamos que el fenémeno ocurrido tiene relaciéon con la compresién adiabatica de gases cuyas moléculas
tienen un nimero de atomos distinto, es decir, es parecido al problema estudiado en la pregunta anterior.
Como el dano ocurrié por un aumento inusual de temperatura en una compresion, nos conviene obtener
una expresién para el cambio en la temperatura de un gas dado un cambio en su volumen, lo cual se
obtuvo en la expresién (6) de la pregunta anterior para un proceso adiabético reversible:

2/f
r-n(%)

Donde se asume que el helio y el aire son gases ideales. Como el helio es un gas monoatdémico tiene sélo
3 grados de libertad, mientras que para el aire podemos aproximar su composicién a nitrégeno y oxigeno
molecular, es decir, un gas diatémico, por lo tanto tiene 5 grados de libertad. Con esto, la temperatura
final T" luego de un cambio hasta un volumen V para el helio y para el aire es, respectivamente:

Vi 2/3 Vi 2/5
THe = TO (‘/(')> 7 Taire = TO <‘/('J>

Para poder comparar de mejor manera graficamos la temperatura en funciéon del volumen, donde los ejes
se renormalizan con respecto a las condiciones iniciales Ty y Vp para facilitar la interpretacién:
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Figura 3: Temperatura al cambiar el volumen del compresor para He y aire.

Podemos notar que para un volumen de compresién arbitrario el aumento en la temperatura del gas es
mayor para el helio que para el aire, lo cual explica por qué el compresor se dané a causa de un aumento
inusual de temperatura (probablemente estaba disefiado para soportar las temperaturas de la curva azul).
Fisicamente este aumento de la temperatura ante una compresion se explica en que parte de la energia que
se entrega en forma de trabajo se convierte en energia rotacional para las particulas diatémicas, entonces
la temperatura, que se define a partir de la energia traslacional de las particulas del gas, es menor en
comparacién a los gases monoatémicos, donde todo el trabajo se convierte en energia traslacional.



