
Cap��tulo 1Cinem�atica del s�olido1.1 Introducci�onEn muchos casos es conveniente o incluso necesario describir un fen�omenof��sico desde un sistema de referencia acelerado (no inercial). Por ejem-plo, la tierra es un sistema de referencia acelerado debido a la rotaci�onalrededor de un eje que la atraviesa. As��, en estricto rigor, las medicio-nes que se realizan en sistemas de referencia solidarios a la tierra est�anhechas desde sistemas de referencia no inerciales.En esta secci�on obtendremos expresiones que permiten relacionarlas derivadas temporales de un vector cualquiera, evaluadas en distintossistemas de referencia. En particular, obtendremos expresiones para lavelocidad y la aceleraci�on de una part��cula.1.2 Sistemas de Referencia Acelerados.Consideremos un sistema de referencia S0 con origen en O0 y cuyosejes permanecen �jos en el espacio (sistema de referencia �jo). Seafê01; ê02; ê03g un triedro de vectores unitarios mutuamente ortogonales queapuntan en la direcci�on positiva de los ejes de coordenadas cartesianosdel sistema �jo. Llamemos S a un segundo sistema de referencia conel mismo origen O0, cuyos ejes apuntan en la direcci�on de los vectoresunitarios fê1; ê2; ê3g que de�nen un triedro ortonormal.Consideremos la situaci�on en que el sistema S rota con velocidad1



2 CAP�ITULO 1. CINEM�ATICA DEL S �OLIDOangular ~! con respecto a S0. Entonces. un vector cualquiera ~A se puedeexpresar alternativamente en funci�on de sus componentes cartesianasen los sistemas S0 o S: ~A = 3Xi=1A0i ê0i = 3Xi=1Ai êi (1.1)Calculemos la derivada temporal del vector ~A en el sistema S0. Noteque desde este sistema los vectores unitarios del sistema S est�an enmovimiento. Entonces,0@d ~Ad t1AS0 = 3Xi=1 d A0id t ê0i = 3Xi=1 d Aid t êi + 3Xi=1 Ai d êid t (1.2)Para evaluar la derivada dêi=dt utilizaremos un m�etodo gr�a�co. Con-sideremos un sistema de coordenadas que rota instant�aneamente convelocidad angular ~! en torno al eje ẑ. Sea ~r un vector solidario al siste-ma en movimiento. En el intervalo de tiempo dt, el �angulo de rotaci�on� incrementa en d � = ! dt y un observador en el sistema de referencia�jo ve que la punta del vector de posici�on ~r describe un arco dr en unc��rculo de radio r sen �, en torno al eje z (Figura 1.1). El vector d~r estangente al c��rculo y su magnitud esd r = r sen � d � (1.3)La direcci�on del vector d ~r es colineal con el vector producto cruz ~!^ ~r.Entonces, d~r = r d � sen � ~! ^ ~rj~! ^ ~rjd~r = d � ~! ^ ~rw (1.4)Dividiendo (1.4) por dt y tendiendo al l��mite cuando dt tiende a cero,se tiene que d ~rd t = ~! ^ ~r (1.5)donde hemos utilizado que ! = d�=dt .
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Figura 1.1: Rotaci�on de un s�olido r��gido en torno a un eje �jo



4 CAP�ITULO 1. CINEM�ATICA DEL S �OLIDOEste mismo tratamiento lo podemos utilizar para calcular la deri-vada d êi=d t. El resultado esd êid t = ~! ^ êi (1.6)Utilizando (1.6), la ecuaci�on (1.2) se puede reescribir como0@d ~Ad t1AS0 == 3Xi=1 d Aid t êi + 3Xi=1 Ai ~! ^ êi � 0@d ~Ad t1AS + ~! ^ ~A (1.7)El t�ermino (d ~A=d t)S corresponde a la tasa de cambio del vector ~Amedida por un observador solidario al sistema S; mientras que, el �ultimot�ermino es consecuencia de la rotaci�on del sistema S con respecto a S0.1.2.1 Rotaciones in�nitesimales.En esta secci�on se presenta una forma alternativa de calcular la derivadad êi=d t que permite introducir el concepto de rotaci�on in�nitesimaldesde un punto de vista algebr�aico.Consideremos una rotaci�on in�nitesimal del sistema de referencia Scon respecto a S0, donde el vector unitario êi (t) cambia a êi (t + dt).As��, desde el sistema de referencia S0 se tiene queêi(t+ dt) = êi (t) + d êi (1.8)En el sistema de referencia S, las componentes del vector d êi sond êi = 3Xj=1 d
ij êj (1.9)donde, los coe�cientes d
ij son in�nitesimales.El triedro de vectores ê1; ê2; ê3 son ortonormales: i.e., se cumple queêi � êj = �ij (1.10)Diferenciando (1.10) con i = j, se tiene qued êi � êi = 0 =) d 
ii = 0 (1.11)



1.2. SISTEMAS DE REFERENCIA ACELERADOS. 5Repitiendo el procedimiento con i 6= j se tiene quedêi � êj + êi � d êj = 0 (1.12)Reemplazando (1.9) en (1.12) se deduce qued 
ij = �d 
ji (1.13)Las relaciones (1.11) y (1.13) reducen de nueve a tres los coe�cien-tes d
ij que son independientes. Entonces, resulta �util introducir lasiguiente notaci�on: d 
12 � d 
3d 
23 � d 
1d 
31 � d 
2 (1.14)Utilizando (1.11), (1.13) y (1.14), se tiene que (1.9) se escribe como:d ê1 = d
12 ê2 + d
13 ê3 = d
3 ê2 � d
2 ê3d ê2 = d
21 ê1 + d
23 ê3 = �d
3 ê1 + d
1 ê3d ê3 = d
31 ê1 + d
32 ê2 = d
2 ê1 � d
1 ê2 (1.15)De�namos el vector in�nitesimal d ~
 comod ~
 = d 
1 ê1 + d 
2 ê2 + d 
3 ê3 (1.16)entonces, las relaciones (1.15) se pueden reescribir como:d êi = d ~
 ^ êi (1.17)De�niendo velocidad angular ~! como:~! � d ~
d t (1.18)de (1.17) se tiene que: d êidt = ~! ^ êi (1.19)



6 CAP�ITULO 1. CINEM�ATICA DEL S �OLIDOEntonces (1.2) se reescribe como0@d ~Ad t 1AS0 = 0@d ~Ad t1AS + ~! ^ ~A (1.20)Esta es exactamente la relaci�on (1.7) que obtuvimos anteriormente uti-lizando argumentos geom�etricos.NOTA. De esta forma se reconoce que el vector d ~
 corresponde ala suma vectorial de rotaciones in�nitesimales instant�aneas alrededor decada uno de los ejes de coordenada del sistema m�ovil (S). El sentidopositivo de una rotaci�on queda determinado por la regla de la manoderecha.Consideremos ahora dos rotaciones in�nitesimales sucesivas del sis-tema de referencia S, primero en d~
1 alrededor de un eje de rotaci�onn̂1 que pasa por el origen O0 y luego una segunda rotaci�on d~
2 alre-dedor de un segundo eje de rotaci�on n̂2 que tambi�en pasa por O0. Enla primera rotaci�on, un vector ~r solidario al sistema S pasar�a a ser elvector ~r1 = ~r + d ~
1 ^ ~r. En la segunda rotaci�on ~r1 pasar�a a ser elvector ~r2,~r2 = ~r1 + d ~
2 ^ ~r1= ~r + d ~
1 ^ ~r + d ~
2 ^ (~r + d ~
1 ^ ~r)� ~r + (d ~
1 + d ~
2) ^ ~r + t�erminos de 2� orden (1.21)Despreciando las correcciones de segundo orden se concluye que lasrotaciones in�nitesimales se suman vectorialmente y que dicha sumaes conmutativa al primer orden. Esta es una propiedad importante delas rotaciones in�nitesimales que no se cumple para rotaciones �nitas.Estas �ultimas no conmutan y no pueden ser representadas por vectores.1.2.2 APLICACIONES.Aceleraci�on Angular.Sea ~! la velocidad angular con que rota el sistema de referencia S conrespecto a S0. Entonces, utilizando (1.20), la aceleraci�on angular de S



1.2. SISTEMAS DE REFERENCIA ACELERADOS. 7es, ~�S0 �  d ~!d t !S0 =  d~!d t!S � ~�S (1.22)ya que ~! ^ ~! = 0. As�� , se concluye que aceleraci�on angular (~�) tieneel mismo valor para un observador en S0 que para un observador en S.Vector velocidad de una part��cula.Sea ~rk 0 el vector de posici�on de una part��cula en S0. Consideremos lasituaci�on en que el sistema de referencia S tiene origen com�un con S0y rota con velocidad angular ~! en torno a �este sin que haya translaci�on. Entonces, ~rk 0 = ~rk. Luego, de acuerdo a (1.20), la velocidad de lapart��cula medida en S0 es: d~rk 0d t !S0 =  d~rkd t !S + ~! ^ ~rk (1.23)Si ahora aceptamos que los or��genes de ambos sistemas se pueden trans-ladar, se cumple que (Figura 1.2.2):~rk 0 = ~R + ~rk (1.24)donde, ~R es el vector de posici�on del origen O del sistema S conrespecto al sistema S0. Entonces, d~rk 0d t !S0 = 0@d~Rd t1AS0 +  d~rk 0d t !S0= ~V0 +  d~rkd t!S + ~! ^ ~rk (1.25)donde, ~V0 es la velocidad de translaci�on del origen O con respecto alorigen O0.TAREA. Sean j y k dos part��culas cuyos vectores de posici�on en elsistema S son ~rj y ~rk respectivamente. El vector de posici�on del origendel sistema S con respecto al origen del sistema S0 es ~R. El sistema dereferencia S se translada con velocidad ~V0 y rota con velocidad angular~! con respecto a S0. Exprese la velocidad relativa de las part��culas en
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Figura 1.2: Relaci�on entre los vectores de posici�on de la part��cula k enlos sistemas de referencia S0 y S.



1.2. SISTEMAS DE REFERENCIA ACELERADOS. 9S en funci�on de la velocidad relativa que tienen en S0. Recuerde que Sno es inercial.Note que la relaci�on (1.20) puede ser escrita operacionalmente como dd t!S0 =  dd t!S + ~! ^ (1.26)Este procedimiento permite obtener r�apidamente las derivadas de ordensuperior. En efecto: d2dt2!S0 �  dd t!S0  dd t!S0 (1.27)=   dd t!S + ~! ^!  dd t!S + ~! ^ ! (1.28)=  dd t!S  dd t!S +  dd t!S ~! ^ (1.29)+ ~! ^  dd t!S + ~! ^ ~!^ (1.30)Note que:  dd t!S ~! ^ =  d ~!d t !S ^+~! ^  dd t!S (1.31)Reemplazando en (1.30) se tiene que: d2dt2!S0 =  d2dt2!S + 2 ~! ^  dd t!S + ~! ^ ~! ^+ ~� ^ (1.32)Aceleraci�on de una part��cula.Calculemos ahora la aceleraci�on de una part��cula k en los sistemas dereferencia S0 y S. De la Figura 1.2.2 vemos que ~rk 0 = ~R+~rk, entonces: d2 ~rk 0dt2 !S0 = 0@d2 ~Rdt2 1AS0 +  d2 ~rkdt2 !S0 (1.33)



10 CAP�ITULO 1. CINEM�ATICA DEL S �OLIDOUtilizando (1.32) en el segundo t�ermino del lado derecho de (1.33), setiene que~ak 0 = ~aO+ d2 ~rk 0dt2 !S+2 ~! ^  d ~rkd t !S+~! ^ ~! ^ ~rk+ ~� ^ ~rk (1.34)donde, ~a0 es la aceleraci�on del origen del sistema de referencia S conrespecto a S0, el segundo t�ermino corresponde a la aceleraci�on de lapart��cula en el sistema de referencia S, el tercer t�ermino es la aceleraci�onde Coriolis, el cuarto t�ermino es la aceleraci�on centr��peta y el �ultimot�ermino existe si la aceleraci�on angular es distinta de cero ( no tieneasociado un nombre espec���co).Composici�on de velocidades angulares.Consideremos tres sistemas de referencia S0, S1 y S2, tales que: S1se translada con velocidad ~v01 y rota con velocidad angular ~!1 conrespecto a S0 ; mientras que, S2 se translada con velocidad ~v021 y rotacon velocidad angular ~!21 con respecto a S1.Los vectores de posici�on de una part��cula k en los diferentes sistemasson: ~rk (0) , ~rk (1) y ~rk (2). Utilizando (1.25) podemos relacionar lavelocidad de la part��cula en los sistema S0 , S1 y S2 como sigue~vk (0) = ~vO1 + ~vk (1) + ~!1 ^ ~rk (1) pero, (1.35)~vk (1) = ~vO21 + ~vk (2) + ~!1 ^ ~rk (2) (1.36)Reemplazando (1.36) en (1.35) y utilizando la relaci�on ~rk (1) = ~rk (2) +~R12, se tiene que:~vk (0) = ~vO1 + ~vO21 + ~!1 ^ ~R12| {z }~vO2 +~vk (2) + (~!1 + ~!21)| {z }~!2 ^ ~rk (2) (1.37)Relacionando directamente la velocidad de k en S0 y S2, se tiene~vk (0) = ~vO2 + ~vk (2) + ~!2 ^ ~rk (2) (1.38)Comparando (1.37) y (1.38) se concluye que~!2 = ~!1 + ~!21 (1.39)



1.3. CINEM�ATICA DE UN S �OLIDO R�IGIDO. 11Composici�on de Aceleraciones Angulares. Derivando la relaci�on (1.39) con respecto al tiempo se obtiene laaceleraci�on del sistema de referencia S2 con respecto a S1 d !2d t !S0 =  d ~!1d t !S0| {z }(~�1)S + d ~!21d t !S0 (1.40)~�2 = (~�1)S +  d ~!21d t !S + ~!1 ^ ~!21 (1.41)~�2 = (~�1)S + (~�21)S + ~!1 ^ ~!21 (1.42)Note que a diferencia de (1.39), la aceleraci�on angular de S2, en generalno es igual a la suma de las aceleraciones angulares ~�1 y ~�21.1.3 Cinem�atica de un S�olido R��gido.Un s�olido r��gido es un sistema de part��culas ideal; tal que, la distanciaentre cualquier par de ellas permanece constante en el tiempo; i.e. jrl�rkj = constante.Sea S un sistema de referencia solidario al s�olido. En este sistematodas las part��culas del s�olido permanecen en reposo. Esto se expresaescribiendo: ~vk = 0 8 t ; luego, ~ak = 0 para todo k (1.43)Utilizando las expresiones (1.25) y (1.34) en conjunto con las condi-ciones (1.43) se obtienen la velocidad y la aceleraci�on de un puntocualquiera del s�olido en el sistema de referencia de laboratorio S0 :~vk (0) = ~v0 + ~! ^ ~rk (1.44)~ak (0) = ~a0 + ~! ^ ~! ^ ~rk + ~� ^ ~rk (1.45)donde las cantidades sin super��ndice est�an referidas al sistema S.Cuando el movimiento del s�olido es una translaci�on pura; i.e., cuan-do ~! = 0 y ~� = 0, entonces:~vk (0) = ~v0 ~ak (0) = ~a0 (1.46)



12 CAP�ITULO 1. CINEM�ATICA DEL S �OLIDOCuando el movimiento del s�olido es una rotaci�on pura; i.e., cuando~a0 = ~v0 = 0, las relaciones (1.44) y (1.45) se reducen a:~vk (0) = ~! ^ ~rk (1.47)~ak (0) = ~! ^ ~! ^ ~rk + ~� ^ ~rk (1.48)1.3.1 Caracter��sticas del movimiento de un s�olidor��gido.La velocidad angular con que rota un sistema de referencia solidario aun s�olido r��gido es independiente de la posici�on de su origen.Sean O y O0 los or��genes de dos sistemas de referencia solidarios als�olido. Utilizando (1.44) podemos escribir la velocidad de un punto kdel s�olido en ambos sistemas,~vk (0) = ~v0 + ~! ^ ~rk (1.49)~vk (0) = ~v0 0 + ~! 0 ^ ~rk 0 (1.50)Pero, ~rk = ~R+ ~rk 0 . Reemplazando este resultado en (1.49) se obtieneque: ~vk (0) = ~v0 + ~! ^ ~R + ~! ^ ~rk 0 (1.51)Aplicando (1.49) al punto O0 se tiene que~vO0 = vO + ~! ^ ~R (1.52)Utilizando (1.52) en (1.51) se obtiene que~vk (0) = ~vO0 + ~! ^ ~rk 0 (1.53)Comparando (1.53) con (1.50), se tiene que~! 0 = ~! (1.54)La componente de la velocidad de los puntos de un s�olido r�igido en ladirecci�on de la velocidad angular ~!, es la misma para todos ellos.Sea k un punto cualquiera del s�olido. Al multiplicar escalarme (1.49)por ~! se obtiene que ~vk � !̂ = ~v0 � !̂ (1.55)



1.3. CINEM�ATICA DE UN S �OLIDO R�IGIDO. 13

Figura 1.3: Sistemas de referencia solidarios a un mismo s�olido, perocon or��genes distintos, O y O0, separados una distancia R.



14 CAP�ITULO 1. CINEM�ATICA DEL S �OLIDOdonde !̂ es un vector unitario paralelo a ~!. Claramente, ~vk � !̂ esindependiente de k.Todos los puntos de un s�olido r��gido ubicados sobre cualquier recta pa-ralela a ~! tienen la misma velocidad.Sean j y k dos puntos del s�olido de una recta paralela a vomega. De(1.49) se tiene que: ~vj (0) = ~v0 + ~! ^ ~rj (1.56)~vk (0) = ~v0 + ~! ^ ~rk (1.57)(1.58)Restando (1.56) de (1.57) se tiene que~vk (0) � ~vj (0) = ~! ^ (~rk � ~rj) (1.59)Por hip�otesis, el vector (~rk � ~rj) es paralelo a ~!; entonces, de (1.59) sededuce que: ~vk (0) = ~vj (0) (1.60)Eje de Mozzi. La ecuaci�on (1.60) sugiere preguntar si existe al-guna recta tal que sus puntos tengan vector velocidad paralelo a ~!.Esa recta efectivamente existe y se la conoce por el nombre de Eje deMozzi.Sea k un punto sobre este eje, entonces vecvk = vk !̂. Reemplazandoeste valor en (1.49) se tiene:~vk (0) � vk (0) !̂ = ~v0 + ~! ^ ~rk (1.61)Multiplicando (1.61) vectorialmente desde la izquierda por ~!:0 = ~! ^ ~v0 + ~! ^ (~! ^ ~rk) (1.62)0 = ~! ^ ~v0 + (~! � ~rk) ~! � !2 ~rk (1.63)De donde se obtiene que~rk = ~! ^ ~v0!2 + (!̂ � ~rk) !̂ (1.64)
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Figura 1.4: M�etodo para constru��r el eje de Mozzi



16 CAP�ITULO 1. CINEM�ATICA DEL S �OLIDONote que el el primer t�ermino al lado derecho de (1.64) es perpendiculara ~! y el segundo es paralelo a ~!. La Figura 1.3.1 muestra un m�etodogr�a�co para constru��r el eje de Mozzi. Primero se dibuja el vector(~! ^ ~v0)=!2 a partir del origen del sistema de coordenadas solidario als�olido. En el extremo de este vector se copia paralelo a ~! un vector demagnitud �k � ~! � ~rk. Cada valor del par�ametro � = ~! � ~r, en elintervalo (�1;+1) de�ne un punto del eje de Mozzi. As��, la ecuaci�onpara ese eje se escribe como:~r = ~! ^ ~v0!2 + � !̂ (1.65)Note que, la velocidad de los puntos sobre el eje de Mozzi es ~v0 � !̂.Este valor es nulo en los siguientes casos:a) Cuando ~v0 = 0 ; i.e., cuando el movimiento del s�olido es unarotaci�on purab) Cuando ~v0 es perpendicular a ~!.Utilizando la ecuaci�on (1.55) vemos que la velocidad instant�anea detodos los puntos del s�olido es tambi�en perpendicular a ~!.Una caso particularmente importante ocurre la direcci�on de los vec-tores ~v0 y ~! se mantienen constantes en el tiempo. Entonces , lospuntos del s�olido describen trayectorias en planos mutuamente parale-los (movimiento plano). En ese caso, el eje de Mozzi recibe el nombrede Eje Instant�aneo de Rotaci�on. En este caso, basta con estudiar loque ocurre en un plano cualquiera para tener una descripci�on completadel movimiento del s�olido. El punto de intersecci�on del eje instant�aneode rotaci�on con el plano seleccionado se denomina Centro Instant�aneode Rotaci�onCualquier sistema de referencia solidario al s�olido y cuyo origen seencuentra sobre el eje instant�aneo de rotaci�on, ejecuta instant�aneamenteuna rotaci�on pura en torno a ese eje. Entonces, la velocidad de cual-quier punto del s�olido se escribe como:~vk (0) = ~! ^ ~rk (1.66)donde el vector de posici�on ~rk tiene su origen en el centro instant�aneode rotaci�on.



1.3. CINEM�ATICA DE UN S �OLIDO R�IGIDO. 17Un m�etodo gr�a�co para encontrar la posici�on del eje instant�aneode rotaci�on se muestra en la Figura 1.3.1 y consiste en trazar rectasperpendiculares a los vectores velocidad en dos puntos cualquiera dels�olido. El punto de intersecci�on de esas rectas indica la posici�on deleje instant�aneo de rotaci�on (Figura 1.3.1). La curva que describe latrayectoria del centro instant�aneo de rotaci�on en el sistema de referenciadel laboratorio (S0) recibe el nombre de riel; mientras que, la trayectoriaque describe el centro instant�aneo de rotaci�on en el sistema solidario,se le conoce con le nombre de rodante. Dado que la velocidad del puntode contacto (centro instant�aneo de rotaci�on) es �unica, decimos que larodante rueda sin resbalar sobre el riel.EJEMPLO. Una barra r��gida de largo L desliza con su extre-mo superior contacto con una pared vertical (punto B en la Figura1.3.1);mientras que el extremo inferior lo hace sobre una super�cie ho-rizontal (punto A). La magnitud de las velocidades de los puntos A yB son VA y VB respectivamente.a) Encuentre la posici�on del centro instant�aneo de rotaci�on.b) Calcule la velocidad angular con que rota la barra.c) Encuentre la ecuaci�on del riel y la rodante.a) El centro instant�aneo de rotaci�on (C.I.R.) se encuentra trazando lasperpendiculares a los vectores velocidad en los puntos A y B (Figura1.3.1). Las coordenadas del (C.I.R.) en el sistema de referencia conorigen O0 y �jo a las paredes son:XC = L cos � YC = L sen � (1.67)b) El movimiento instant�aneo de la barra es una rotaci�on pura en tornoal centro instant�aneo de rotaci�on con velocidad angular ~! ; luego:VB = ! L cos � VA = ! L sen � (1.68)De (1.68) se obtiene que tan � = VAVB (1.69)
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Figura 1.5: Eje instant�aneo de rotaci�on en un movimiento plano
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Figura 1.6: Barra de largo L que resbala en contacto con dos super�ciesmutuamente ortogonales.



20 CAP�ITULO 1. CINEM�ATICA DEL S �OLIDOUtilizando (1.69) y una identidad trigonom�etrica, se tiene que,sen � = tan �(1 + tan2 �)1=2 = VA(V 2A + V 2B)1=2 (1.70)De (1.70) y (1.68) se obtiene que! = (V 2A + V 2B)1=2L (1.71)c) La trayectoria que describe el (C.I.R.) en el sistema �jo (riel) seobtiene elevando al cuadrado las coordenadas cartesianas en (1.67):X2C + Y 2C = L2 (1.72)Claramente, el riel es un c��rculo de radio L centrado en O0.La trayectoria de la rodante se encuentra considerando un sistemade referencia solidario a la barra. Elijamos ese sistema con origen en Ay con sus ejes x0 e y0 perpendicular y paralelo a la barra ( Figura 1.3.1).En ese sistema las coordenadas del (C.I.R.) son:x0 = L sen � cos � = L2 sen 2� (1.73)y0 = L sen2 � = L2 (1 + cos 2�) (1.74)De donde se obtiene que,(x0)2 + �y0 � L2 �2 = �L2 �2 (1.75)La ecuaci�on (1.75) corresponde a un c��rculo de radio L=2, centrado enel punto medio de la barra.



1 Momentum Angular de un Sistema de Npart��culas.Consideremos un sistema de N part��culas de masas m1;m2; ::::mN y vectoresde posici�on ~r1; ~r2; :::::; ~rN, con respecto a un sistema de referencia con origenen el punto O.El momentum angular del sistema de N part��culas con respecto a un puntoarbitrario Q, de radio vector ~RQ se escribe como:~L = NXk=1mk(~rk � ~RQ) ^ (~vk � ~VQ) (1)donde vk es la velocidad de la part��cula de masamk en el sistema de referenciaS y VQ es la velocidad del punto Q en ese mismo sistema. Escribiendoseparadamente cada t�ermino en (1)~LQ = NXk=1~rk ^mk~vk �M ~Rcm ^ ~VQ � ~RQ ^ ~P +M ~RQ ^ ~VQ (2)El primer t�ermino al lado derecho corresponde al momentum angular delsistema con respecto al origen O (~LO), ~Rcm es la coordenada de posici�on delcentro de masa y ~P es el momentum lineal total del sistema de part��culas.Note que cuando el punto Q es el centro de masa del sistema, el segundot�ermino en (2) se cancela con el �ultimo y la expresi�on se reduce a~Lcm = ~LO � ~Rcm ^ ~P (3)Calculemos ahora la derivada temporal de la expresi�on (1):d~LQdt = NXk=1mk( _~rk � _~RQ) ^ (~vk � ~VQ)+ NXk=1mk(~rk � ~RQ) ^ ( _~vk � _~VQ) (4)Donde se ha introducido la notaci�on: vk � _~rk y ~VQ � _~RQ. Note que, el primert�ermino en (4) es id�enticamente nulo. Reescribiendo segundo t�ermino, (4) sereduce a: d~LQdt = NXk=1(~rk � ~RQ) ^ _~pk � NXk=1mk(~rk � ~RQ) ^ _~VQ (5)1



pero, _~pk = ~Fk, entonces,d~LQdt = ~NQ �M ~Rcm ^ _~VQ +M ~RQ ^ _~VQ (6)donde NQ es el torque total sobre el sistema de part��culas con respecto alpunto Q.Note que:I) Cuando el punto Q es el centro de masa del sistema, los dos �ultimost�erminos en (6) se cancelan mutuamente y la ecuaci�on (6) se reduce ad~Lcmdt = ~Ncm (7)Esta expresi�on es v�alida a�un cuando el centro de masa experimente acelera-ci�onII) Si Q es un punto cualquiera cuya aceleraci�on en S es nula , la expresi�on(6) se reduce a d~LQdt = ~NQ (8)Esta expresi�on es v�alida cuando el punto Q no experimenta aceleraci�on. Enese caso es necesario utilizar la expresi�on (4)El torque total NQ en la ecuaci�on (6) se puede descomponer en una contri-buci�on proveniente de las fuerzas externas al sistema y otra que se origina enla interacci�on entre las part��culas del sistema (fuerzas internas).NQ = NXk=1(~rk � ~RQ) ^ ~F (e)k + NXk=1(~rk � ~RQ) ^ ~F (i)k = N (e)Q +N (i)Q (9)La contribuci�on de las fuerzas internas al torque total se escribe comoN (i)Q = NXk=1 NXl6=k(~rk � ~RQ) ^ ~fkl (10)donde la ~fkl es la fuerza que ejerce la part��cula l sobre la part��cula k. Noteque los ��ndices k y l son mudos; consecuentemente, (10) se puede reescribircomo N (i)Q = 12 NXk=1 NXl6=k(~rk � ~RQ) ^ ~fkl + 12 NXk=1 NXl6=k(~rl � ~RQ) ^ ~flk (11)2



La ley de acci�on y reacci�on asegura que ~fkl = �~flk . Reemplazando esteresultado en (11), se obtiene que:N (i)Q = 12 NXk=1 NXl6=k(~rk � ~rl) ^ ~fkl (12)Esta expresi�on es nula cuando la ley de acci�on y reacci�on se cumple en suversi�on fuerte, i.e. cuando la fuerza entre dos part��culas act�ua a lo largo de lal��nea que las une; entonces, el torque (12) se anula y el torque total se reduceal torque producido por las fuerzas externas. As��, (7) y (8) se escriben como:d~Lcmdt = ~Ncm (e) (13)d~LQdt = ~NQ (e) (14)Teorema de Conservaci�on de Momentum Angular: Cuando el torque externoque act�ua sobre un sistema de part��culas es nulo, el momentum angular totaldel sistema, con respecto al CM (o a un punto Q no acelerado) permanececonstante.Conviene llamar la atenci�on sobre la naturaleza vectorial de este teoremade conservaci�on; por ejemplo, la componente Lz del momentum angular totalpermanecer�a constante en el tiempo si la componente N (e)z del torque total esnula, independientemente del valor que tengan las componentes N (e)x y N (e)y .Note que para demostrar la ley de conservaci�on del momentum lineal deun sistema de part��culas en la ausencia de fuerzas externas, s�olo se necesitasuponer que las fuerzas internas satisfacen la ley de acci�on y reacci�on en suforma d�ebil; en tanto que, la ley de conservaci�on de momentum angularen ausencia de torques externos, requiere que la ley de acci�on y reacci�on secumpla en su forma fuerte. Fuerzas tales como la fuerza de gravedad y lafuerza de Coulomb, satisfacen este requerimiento; pero existen casos en queesto no es as��. En efecto, en sistemas que involucran cargas en movimiento,se generan fuerzas magn�eticas que violan el principio de acci�on y reacci�on ensu versi�on fuerte. En este caso, la ecuaci�on (14) no es aplicable en la formaall�� estipulada. Este problema normalmente se subsana extendiendo el siste-ma original y rede�niendo el vector momentum angular. Por ejemplo, si seconsidera el momentum angular de los campos electromagn�eticos junto conel momentum angular del sistema de part��culas, se obtiene un vector momen-3



tum angular que nuevamente satisface la ley de conservaci�on de momentumangular. 1.2 Din�amica de un s�olido r��gido.De�nici�on. Un s�olido r��gido es un cuerpo ideal cuyos puntos permanecena distancias �jas unos de otros en el transcurso del tiempo; i.e. si k y l sondos puntos cualquiera del s�olido, entoncesj~rk � ~rlj = dkl = Constante (15)donde, dkl es la distancia entre los puntos k y l.Las ecuaciones de restricci�on (15) implican que la posici�on de todos lospuntos de un s�olido r��gido queda completamente determinada especi�cando6 coordenadas. En efecto, sea S0 un sistema de referencia con origen O0 y Aun punto arbitrario del s�olido. La posici�on de A en S0 queda determinadapor sus 3 coordenadas de posici�on. La posici�on de un segundo punto B dels�olido se encuentra especi�cando la distancia dAB y los �angulos �B y �B queel vector ~rAB forma con los ejes de coordenada del sistema S0. La posici�onde un tercer punto C est�a restringida por la condici�on que las distancias dACdAB y dBC est�an �jas. Los puntos A, B y C de�nen un plano donde ladistancia entre cualquier par de ellos est�a predeterminada; luego, la posici�onde C est�a perfectamente de�nida dentro del plano. Lo �unico que resta pordeterminar para �jar la posici�on de C en el espacio es el �angulo de rotaci�on� del plano ABC en torno al eje AB.As��, las tres coordenadas de posici�on del punto A, m�as los �angulos �B,�B y �, conforman un conjunto de 6 coordenadas que determinan la posici�onde todos los puntos de un s�olido en el espacio. La posici�on de cualquier otropunto k del s�olido queda determinada por las distancias dkA, dkB y dkC a lospuntos A;B y C (tres ecuaciones con tres inc�ognitas).2.1 Momentum Angular de un S�olido R��gido.Consideremos un sistema de referencia S solidario a un s�olido r��gido que rotacon velocidad angular ~! con respecto a un sistema de referencia �jo en ellaboratorio (S0). Supongamos que la velocidad relativa entre los or��genes de1H. Golstein,Classical Mechanics. p�ag. 7, Segunda Edici�on, Addison-Wesley (1980).4



ambos sistemas es nula (i.e., no hay movimiento de translaci�on); entonces, lavelocidad de un punto cualquiera del s�olido es ~vk = ! ^ ~rk y el momentumangular total del s�olido se escribe como:~L = NXk=1~rk ^mk~vk = NXk=1mk~rk ^ (~! ^ ~rk) (16)~L = NXk=1(mk~rk 2~! �mk~rk(~rk � ~!)) (17)~L = NXk=1mk(~rk 2 � ~rk ~rk)| {z }TensordeInercia � ~! (18)~L = I � ~! (19)donde I se de�ne como el Tensor de Inercia. Note que en general, los vectores~L y ~! no son colineales.Cuando el s�olido es una l�amina y ubicamos el origen del sistema de coor-denadas sobre la l�amina, los vectores ~rk y ~! son perpendiculares entre si y laecuaci�on (17) nos muestra que en este caso los vectores ~L y ~! son colinealesy el tensor se convierte en una magnitud escalar (Momento de Inercia)I = NXk=1mk~rk 2 (20)Una situaci�on similar ocurre cuando el eje de rotaci�on coincide con un ejede simetri�ia del s�olido. Antes de abordar el estudio del tensor de inercia yla din�amica de un s�olido r��gido en el caso general, presentaremos algunosejemplos simples.2.1.1 Ejemplos.EJEMPLO 1. Efecto gir�oscopoAs�� se denomina al efecto de precesi�on, inducido por un torque externo queact�ua sobre un s�olido r��gido que posee momentum angular ~L. Para ilustrarel fen�omeno estudiemos el efecto del torque gravitacional sobre un aro debicicleta que gira r�apidamente en un plano vertical en torno a su eje desimetr��a axial, con velocidad angular ~! (Figura 2.1.1 a). Al colocar unode los extremos del eje de rotaci�on sobre un pivote �jo O y dejar libre el5



Figura 1: Efecto giroscopio inducido por un torque gravitacionalsistema bajo la acci�on del torque gravitacional, se observa que el vector ~Ldescribe un c��rculo con velocidad angular de precesi�on !p Despreciando lacomponente del momentum angular generada por el propio movimiento deprecesi�on ( muy peque~na cuando la velocidad angular de rotaci�on del s�olidoen torno a su eje es grande), podemos escribir que el momemtum angulartotal es aproximadamente ~L = I~! y su variaci�on temporal est�a regida por laecuaci�on d~Ldt = I d~!dt = ~N = M g D�̂ (21)En el intervalo de tiempo �t, el cambio que experimenta el momentum an-gular es: �~L = ~N�t (22)pero, dado que el torque gravitacional es constante y perpendicular a la direc-ci�on instant�anea de ~L, necesariamente el vector momentum angular mantie-ne su magnitud constante mientras describe un c��rculo en el plano horizontal(Figura 2.1.1 b). En efecto, se puede ver que el arco de circunferencia est�a re-lacionado con la variaci�on del �angulo (��) a trav�es de la relaci�on geom�etrica�L = L ��. Reemplazando este resultado en (22) se obtiene que���t � !p = j ~N jL = M g DI ! (23)TAREA. Calcule la frecuencia de precesi�on de un aro de masaM = 1 Kg, yradio a = 0:3 m cuyo centro de masa est�a colocado a una distanciaD = 0:3mdel pivote O, cuando su velocidad angular de rotaci�on es ! = 2� rad=s.6



Figura 2: Autom�ovil dise~nado para alcanzar una gran aceleraci�onEJEMPLO 2. Prototipo de un auto de carrera dise~nado para al-canzar una gran aceleraci�on (Racer).Este veh��culo est�a dise~nado para alcanzar la m�axima velocidad en una pistahorizontal recta, de largo �jo (Figura 2.1.1). Supondremos que la tracci�onse realiza s�olo con las ruedas traseras. Entonces, en el momento en que elconductor presiona el pedal del acelerador, las ruedas traseras ejercen unafuerza sobre el asfalto. Por acci�on y reacci�on, el asfalto ejerce una fuerzade fricci�on f sobre el auto, provocando su aceleraci�on. El ideal es impartirla aceleraci�on m�axima permitida por el coe�ciente de roce est�atico, durantetoda la extensi�on de la carrera. La Figura (2.1.1) muestra los par�ametrosgeom�etricos que interesan en este tipo de veh��culo; tales como, distancia delCM a los ejes delantero y trasero (b1 y b2) y la altura del CM sobre el suelo(h).La situaci�on ideal se logra colocando el mayor peso posible en la rueda traserapara as�� aumentar el valor de la normal ~N2. La normal ~N1 disminuye a medidaque aumenta la aceleraci�on del auto y en el l��mite, justo antes de que la ruedadelantera pierda contacto con el suelo, se anula. En la pr�actica, se requiereque ~N1 sea peque~no pero distinto de cero, pues de otra forma el conductorno podr�ia maniobrar el autom�ovil. i) Aplicando la segunda ley de Newtonen la direcci�on horizontal MaCM = f (24)donde f es la fuerza que el asfalto ejerce sobre el auto.7



ii) Equilibrio de fuerzas en la direcci�on verticalN1 +N2 �M g = 0 (25)iii) Equilibrio rotacional alrededor de un eje que pasa por el CM. Esta con-dici�on evita que el veh��culo rote.Xj ~Nj = 0 (26)Note que el torque ha sido calculado con respecto al centro de masa, paraas�� poder utilizar la ecuaci�on (7):f h+N1 b1 +N2 b2 = 0 (27)En el l��mite cuando ~N1 es muy peque~no la (25) se reduce a:~N2 = M g (28)El valor m�aximo de la fuerza de fricci�on est�atica f esf = �s N2 = �sM g (29)Reemplazando este valor en (24) se obtiene queaCM = �s g (30)Dado que �s es del orden de magnitud de la unidad, se concluye que el valorm�aximo de aCM es cercano a g = 9:8 m=s2.Reemplazando (28) y (29) en (27), se obtiene la relaci�on que deben satisfacerlas distancias h y b2 para que (30) se cumpla,b2h = �s (31)EJEMPLO 3. P�endulo F��sico y Punto de Percusi�on.Un p�endulo f��sico es un sistema formado por un s�olido r��gido constre~nido arotar en torno a un eje �jo que pasa a trav�es de �el (O). Llamemos ê3 al vectorunitario que apunta en la direcci�on del eje de rotaci�on y que supondremosperpendicular al plano de la Figura (3). Sean ê1 y ê2 dos vectores unitariosen el plano de la �gura y solidarios al s�olido. El primero apunta a lo largo dela l��nea que une el punto O con el CM del s�olido ; mientras que el segundo8



Figura 3: P�endulo F��sicoes perpendicular a esa l��nea. El sentido de los vectores unitarios se elige demanera que se cumple que ê1 ^ ê2 = ê3 (32)Llamemos � al �angulo que forma el vector ê1 con la vertical. El torquegravitacional produce un cambio en el momentum angular del s�olido. Apli-cando la ecuaci�on (14) en el punto O, se tiene que la variaci�on temporal dela componente L3 del momentum angular es:dL3dt = �M g R sen�I d!dt � �M g R� (33)(34)donde M es la masa del p�endulo, R la distancia desde el eje de rotaci�on Oal CM e I el momento de inercia con respecto al eje que pasa por O.La ecuaci�on (34) es la de un oscilador arm�onico simple de frecuenciaangular 
, tal que 
2 = M g RI (35)donde I = ICM +M R2 (Teorema de Steiner).Radio de giro. Se de�nen los radios de giro k y �k a trav�es de las relacionesIO = ICM +M R2 �M k2ICM � M �k2 (36)9



En funci�on de estos radios de giro podemos reescribir la frecuencia 
 comosigue: 
2 = 6M g R6M(�k2 +R2) � gl1 (37)donde, l1 es la longitud de un p�endulo simple equivalente de igual frecuencia.Note que l1 > R.TAREA.Demuestre que si el eje de rotaci�on se desplaza a lo largo de la l��nea O�CMuna distancia l1 { hasta el centro de percusi�on{ el nuevo p�endulo oscilaexactamente con la misma frecuencia 
 que el p�endulo original. Dise~ne unprocedimiento experimental que le permita medir g utilizando este resultado.Este tipo de p�endulo, llamado p�endulo de Kater se utiliz�o frecuentementedurante el siglo XIX para determinar variaciones locales de la aceleraci�on degravedad g.Centro de Percusi�onEstudiemos la respuesta de un p�endulo f��sico a una fuerza transversal impulsi-va f. Por de�nici�on, una fuerza impulsiva es una fuerza que crece r�apidamentedesde cero hasta un valor muy grande y luego decae r�apidamente a cero nue-vamente. Durante el intervalo de tiempo �t en que la fuerza es distinta decero domina la din�amica del problema y la fuerza de gravedad (�nita) seconsidera despreciable en comparaci�on con ella. En general, la aplicaci�on dela fuerza f genera una fuerza de reacci�on percusiva en el eje de rotaci�on O.En la discusi�on que sigue s�olo estaremos interesados en la componente de lafuerza de reacci�on en la direcci�on ê2 (�fr).( En la direcci�on ê1 existe unafuerza que es responsable de mantener el CM en movimiento circular pero eneste momento no estamos interesados en ella). En la direcci�on ê2 podemosescribir que: Mdv�dt = M R�� = f � fr (38)donde, v� es la componente de la velocidad del centro de masa del p�enduloen la direcci�on del vector unitario hate2. Tambi�en, la variaci�on temporal delmomentum angular del p�endulo esI d _�dt = I �� = N3 = f l (39)donde l es la distancia del punto de aplicaci�on de la fuerza de percusi�on al10



Figura 4: (a) Boomerang cl�asico (b) Boomerang en forma de cruzeje de rotaci�on O. Combinando (38) y (39) se tiene quefrf = 1� M R lI = l1 � ll1 (40)donde, l1 es la longitud equivalente de�nida en (37). Claramente, si la dis-tancia l es igual a l1 (punto de percusi�on), la fuerza de reacci�on fr es nula.Este resultado se aplica en el dise~no de herramientas de trabajo o implemen-tos deportivos (hachas, raquetas de tenis,... etc.) para evitar las lesionesproducidas en los brazos del usuario como resultado de la fuerza de reacci�ongenerada durante el impacto.EJEMPLO 4. El Boomerang.Este dispositivo, tradicional en las tribus nativas de Australia, ha maravilladopor a~nos a grandes y chicos con la magia de la trayectoria que describe alser lanzado por un experto. Estudios arqueol�ogicos y antropol�ogicos sugierenque el boomerang fue utilizado como objeto de esparcimiento y tambi�en comoarma de caza. Los primeros, una vez lanzados apropiadamente, vuelven allugar de donde partieron; en tanto que, aquellos utilizados para la caza sonmucho m�as pesados y no tienen esa capacidad.La forma de los boomerang encontrados en Australia es diversa y pareceser que la t��pica forma angulada Figura 2.1.1 (a) no es esencial para suspropiedades. En efecto, se han encontrado boomerangs en forma de cruz talcomo se ilustra en la Figura 2.1.1 (b). Lo esencial en un buen boomerangde esparcimiento es la aerodin�amica de su hojas, ya que ello produce una11



Figura 5: La presi�on es menor en la parte inferior del ala de un avi�on mientrasse desplaza en el airediferencia de presi�on entre ambas caras del dispositivo mientras rota y surcael aire durante el vuelo. Este efecto es el mismo que explica la sustentaci�ondel ala de un avi�on (Figura 5). En el caso de un boomerang, la fuerzaaerodin�amica genera adem�as un torque con respecto a su centro de masa,que es responsable de la rotaci�on del plano en que instant�aneamente gira eldispositivo.Para simpli�car los c�alculos, analizaremos la din�amica de un boomerangsim�etrico en forma de cruz. Sea M la masa del dispositivo y l el largo decada aspa. Entonces, la densidad de masa por unidad de longitud resulta ser� = M4 l (41)El momento de inercia del boomerang con respecto a su centro de masa es:I = 4 112 M l2 = 13 M l2 (42)Fuerza Aerodin�amica.Sea SO una sistema de referencia �jo en la tierra y S un sistema solidarioal boomerang, con origen en su centro de masa. Claramente, la velocidadde translaci�on de S con respecto a SO es la velocidad ~V del centro de masa.Elijamos los ejes de coordenada z e y del sistema solidario a lo largo de lasaspas del boomerang; entonces, la velocidad en SO del elemento de masa dmubicado a una distancia r del centro de masa es ~v(r) (Figura 2.1.1)~v(r) = ~V + !x̂ ^ ~r (43)donde ! es la velocidad angular con que rota el boomerang en torno a un ejeque pasa por el centro de masa y es perpendicular al plano de las aspas. La12



Figura 6: Componentes de la velocidad de una secci�on de un aspa del boo-merang
Figura 7: Fuerza aerodin�amica y torque sobre un elemento de aspafuerza aerodin�amica d~F que act�ua en la posici�on del elemento de masa dmdepende de la componente de ~v(r) contenida en el plano yz y perpendicu-lar al aspa en estudio (Figura 2.1.1). Llamemos vt a esa componente. Lafuerza aerodin�amica puede ser expresada aproximadamente suponiendo unadependencia cuadr�atica en vt:d~F = C v2t dr x̂ (44)donde C es una constante que depende de la aerodin�amica de las aspas.Las fuerzas aerodin�amicas que act�uan en las posiciones: ~r1 = yŷ, ~r2 = �yŷ,~r3 = zẑ y ~r4 = �zẑ son:d~F1 = C[~v(r1) � ẑ]2 dr x̂ = C(V 2z + !2r2 + 2 Vz ! r)dr x̂13



d~F2 = C[~v(r2) � ẑ]2 dr x̂ = C(V 2z + !2r2 � 2 Vz ! r)dr x̂d ~F3 = C[~v(r3) � ŷ]2 dr x̂ = C(V 2y + !2r2 + 2 Vy ! r)dr x̂d ~F4 = C[~v(r4) � ŷ]2 dr x̂ = C(V 2y + !2r2 � 2 Vy ! r)dr x̂ (45)La fuerza resultante d~F de estas cuatro contribuciones (Figura 2.1.1) es:d~F = 4 C "V 22 + !2r2# dr x̂ (46)Integrando esta expresi�on entre los l��mites r = 0 y r = l, se obtiene la fuerzaaerodin�amica neta, boomerang:~F = 4 C l "!2l23 + V 22 # x̂ (47)Torque aerodin�amico. La contribuci�on al torque total, con respecto alCM, de las fuerzas d~F1, d~F2, d~F3 y d~F4 esd ~N = ~r1 ^ d~F1 + ~r2 ^ d~F2 + ~r3 ^ d~F3 + ~r4 ^ d~F4 (48)El torque resultante de esta suma esd ~N = dNy + dNz = �4 C ! r2 dr ~V (49)Integrando sobre la variable r, se tiene que el torque neto es~N = �43 C ! l3 ~V (50)Dado que el torque aerodin�amico es permanentemente perpendicular al mo-mentum angular del boomerang, se produce una precesi�on del dispositivodebido al efecto giroscopio. La velocidad angular de precesi�on es!p = NL = 4 C V !l33 !M=3l2 = C V� (51)donde � es la densidad lineal de masa de cada aspa y C una constante quedepende de la aerodin�amica del boomerang.En base a estos resultados, analicemos la posibilidad de que el boomerangdescriba una trayectoria circular de radio R ( en realidad una h�elice, si con-sideramos el efecto de la gravedad en la direcci�on vertical) (Figura 2.1.1).14



Figura 8: Trayectoria circular de un boomerangPara ello se requiere que permanentemente la fuerza sobre el centro de masaact�ue hacia el centro del c��rculo. Esto se logra si la velocidad angular con queel CM describe el c��rculo (
), es igual a la frecuencia angular de precesi�onwp 
 = VR = !p (52)Reemplazando el valor de !p en (51), se obtiene queR = �C (53)Por otra parte, de la segunda ley de Newton se tiene que, la fuerza aero-din�amica debe ser igual a la masa del boomerang por la aceleraci�on centr��petaFaerodinamica = 4 C l "!2l23 + V 22 # =MV 2R (54)De (52) y (54) resulta que la velocidad del centro de masa del boomerang esV = s23!l (55)Note que el radio del c��rculo, en la ecuaci�on (53), s�olo depende de las carac-ter��sticas del boomerang y no de las condiciones en que fue lanzado. Indu-dablemente que es necesario lanzarlo con una velocidad inicial m��nima paraque alcance a completar una vuelta antes de tocar el suelo y para que lafuerza aerodin�amica alcance un valor que le permita describir un c��culo. Un15



boomerang de esparcimiento que se desea utilizar en espacios abiertos de-ber��a estar dise~nado para que, al ser lanzado por una persona normal, puedadescribir un c��rculo cuyo radio sea del orden de 25 m. Supongamos que esteboomerang es lanzado con velocidad V = 25 m=s y con velocidad angular! = 100 radianes=s. De acuerdo con la teor��a que acabamos de exponer, eldispositivo deber��a permanecer en el aire un tiempo T igual aT = 2 �
 = 2 � RV = 2 � s � 6 s (56)
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1 Movimiento de un s�olido r��gidoLas ecuaciones que rigen el movimiento de un s�olido r��gido son:d~Pdt = NXi=1 ~Fi e (1)d~Ldt = NXi=1 ~Ni e (2)donde, ~P =M ~V es el momentum lineal total, M la masa de cuerpo y ~V lavelocidad del centro de masa . ~L = I � ~! es el momentum angular debido ala rotaci�on del s�olido, I es el tensor de inercia y ~! la velocidad angular conque rota el s�olido.Cuando el s�olido es forzado a rotar en torno a un punto �jo O, los torquesen (2) se calculan con respecto a ese mismo punto; sin embargo, si el s�olidotiene movimiento de translaci�on y rotaci�on, la ecuaci�on (2) es v�alida s�olo silos torques son calculados con respecto al centro de masa.1.0.1 Ecuaciones de Euler.La descripci�on del movimiento de un s�olido r��gido en el sistema de referenciade laboratorio (sistema �jo) tiene el inconveniente que las componentes deltensor de inercia son funciones del tiempo. Esta di�cultad se puede soslayarsi la descripci�on se realiza desde un sistema de referencia solidario al s�olido,con origen en el centro de masa o en un punto del s�olido que permanezca enreposo durante el movimiento.De acuerdo con (??), la ecuaci�on (2) puede ser escrita como0@d ~Ldt 1AS + ~! ^ ~L = ~N (3)Pero, en el sistema de referencia solidario al s�olido (S), las componentes deltensor de inercia son constantes; luego (3) se escribe como:I �  d ~!dt !S + ~! ^ ~L = ~N (4)1



Si adem�as elegimos el sistema de coordenadas S coincidente con el sistemade los ejes principales, la matriz del tensor I adopta su forma diagonal y lastres componentes de la ecuaci�on (4) se escriben como:I11 _!1 + !2 !3 I33 � !3 !2 I22 = N1 (5)I22 _!2 + !3 !1 I11 � !1 !3 I33 = N2 (6)I33 _!3 + !1 !2 I22 � !2 !1 I11 = N3 (7)Estas ecuaciones son conocidas con el nombre de ecuaciones de Euler.1.0.2 Rotaci�on de un trompo sim�etrico en ausencia de torquesexternos.Llamamos trompo sim�etrico a un s�olido que tiene dos de sus momentos deinercia principales iguales. Sean estos, I11 � I1 = I22 � I2, donde, lossub��ndices f1; 2; 3g se re�eren a las coordenadas fx; y; zg; as�� :I11 = I22 = I1 I33 = I3 (8)Entonces, la ecuaci�on (7) se reduce a :I3d !3dt = 0 =) !3 = !03 = constante (9)Utilizando este resultado, las ecuaciones (5) y (6) se escriben como:_!1 + � !2 !03 = 0 (10)_!2 � � !1 !03 = 0 (11)donde, � = I3 � I2I1 (12)Multiplicando (11) por i = p�1 y sumando la ecuaci�on resultante a (10) seobtiene una ecuaci�on para la variable compleja !1 + i !2( _!1 + i _!2)� i � !03 (!1 + i !2) = 0 (13)La soluci�on de (13) es: !1 + i !2 = A exp (i � !03 t) (14)2



Figura 1: El vector ~! con que rota un trompo sim�etrico en ausencia detorques, precesa con velocidad angular � !03 en torno a su eje de simetr��a ê3donde, A = jAj exp i � es una constante compleja cuyo valor queda determi-nado por las condiciones iniciales del problema.La parte real y la parte imaginaria de (14) corresponden a las componentes1 y 2 de la velocidad angular del s�olido.!1 = jAj cos(� !03 t+ �) (15)!2 = jAj sen(� !03 t+ �) (16)Esta soluci�on muestra que el vector ~! precesa alrededor del vector unitarioê3 con velocidad angular � !3 en un c��rculo de radio jAj (Figura 1.0.2).Por ejemplo, estas ecuaciones describen al movimiento de una pelota de rugbyen el sistema solidario cuando es lanzada al aire con cierta velocidad angularinicial, con respecto a la tierra. El torque gravitacional es nulo y la simetr��ade la pelota asegura que dos de sus momentos de inercia principales soniguales.EJEMPLO. Precesi�on del eje de rotaci�on de la tierra en torno a sueje de simetr��a.La tierra es un cuerpo esencialmente esf�erico; luego, los torques gravitacio-nales que ejerce el Sol o la Luna son muy peque~nos. As�� , en una muy buenaaproximaci�on, el movimiento de la tierra queda descrito por las ecuacionesde Euler en ausencia de torque externo. Adem�as, la tierra es un cuerpoque presenta esencialmente simetr��a axial; i.e. tiene dos de sus momentosprincipales iguales. En estas condiciones, las ecuaciones (9), (15) y (16) sonaplicables. 3



Figura 2: Precesi�on del vector velocidad angular de la tierra en torno al ejeque pasa por los polos.En particular, el per��odo de precesi�on del eje de rotaci�on de la tierra en tornoal eje de simetr��a es: T = 2 �� !03 = 2 �!03 I1I3 � I1 (17)Considerando la tierra como un esferoide de densidad uniforme y utilizandovalores aproximados para sus semiejes mayor y menor, se tiene que:I1I3 � I1 � 300 (18)Experimentalmente se observa que el �angulo que forma el eje de rotaci�on(direcci�on de ~!) con el eje de simetr��a de la tierra es muy peque~no y var��aconstantemente en respuesta a actividad al interior de ella, resultando ser enpromedio del orden de 6� 10�7 radianes; i.e. el arco que separa al vector ~!del eje de simetr��a que pasa por los polos es del orden de 4 metros medidosobre la super�cie de la tierra. Esto signi�ca que:j ~! j = q(!03) 2 + w2? � !03 (19)Entonces, 2 �!03 � 2 �! = 24 horas (20)Reemplazando (18) y (20) en (17) se obtiene que el per��odo de precesi�on de~! en torno al eje de simetr��a de la tierra esT � 300 d��as (21)4



Experimentalmente se encuentra que el per��odo de precesi�on o Per��odo deChandler es del orden de 440 d��as. La discrepancia entre este valor y lapredicci�on te�orica (21) se atribuye a la elasticidad de la tierra, la existenciade u��dos en su interior y a variaciones metereol�ogicas anuales.1.0.3 Estabilidad de la rotaci�on de un s�olido r��gido asim�etrico enausencia de torques externos.La soluci�on de las ecuaciones de Euler para un s�olido que tiene todos losmomentos principales distintos es dif��cil. No obstante, es posible encontrarsoluciones aproximadas en varios casos de inter�es. En particular, en estasecci�on analizaremos el movimiento cuando inicialmente la direcci�on del ejede rotaci�on es muy pr�oxima a la direcci�on de uno de los ejes principales dels�olido. Los resultados nos mostrar�an que en algunos casos el movimiento dels�olido es estable y en otros casos inestable.Supongamos que ~! forma un �angulo muy peque~no con el eje principal queapunta en la direcci�on ê3. Eso signi�ca que !3 >> !1; !2. Entonces, lasecuaciones de Euler (5, 6 y 7 adoptan la siguiente forma (luego de despreciart�erminos de segundo orden; i.e., proporcionales a !1 !2).I1 _!1 + (I3 � I2)!3 !2 = 0 (22)I2 _!2 + (I1 � I3)!3 !1 = 0 (23)I3 _!3 = 0 (24)De (24) se concluye que !3 = constante (25)Con el prop�sito de tener presente la peque~nez de las componentes !1 y !2 ,ocuparemos la siguiente notaci�on:�1 � !1 �2 � !2 (26)Derivando (22) con respecto al tiempo y utilizando el valor de _�2 despejadode (23), se obtiene una ecuaci�on diferencial para �1:��1 + �2 !23 �1 = 0 (27)donde, �2 = (I3 � I1) (I3 � I2)I1 I2 (28)5



Una ecuaci�on similar a (27) se obtiene para �2. Supongamos que I3 es elmayor de todos los momentos principales del s�olido e I2 el valor del momentode valor intermedio; entonces: I3 > I2 > I1 (29)En ese caso �2 es positivo y la soluci�on de la ecuaci�on diferencial (27) seescribe como: �1 = A qI2 (I3 � I2) cos (� !3 t+ �) (30)An�alogamente, se tiene que�2 = A qI1 (I3 � I1) sen (� !3 t+ �) (31)donde, A y � son constantes dependen de las condiciones iniciales.Las ecuaciones (30) y (31) muestran que ~! precesa alrededor del eje ê3 convelocidad angular � !3, describiendo una peque~na elipse. Esto signi�ca queel movimiento es estable.Una situaci�on similar ocurre cuando ~! apunta en un direcci�on muy cercanaal eje de momento de inercia menor (en nuestro ejemplo, I1). Esto se puedecomprobar f�acilmente intercambiando los sub��ndices 1 y 3 en las ecuacionesanteriores. En este caso, ~! describe una elipse alrededor del eje ê1 y elmovimiento es nuevamente estable.La situaci�on es diferente cuando la direcci�on inicial del eje de rotaci�on dels�olido forma un �angulo muy peque~no con el eje de momento de inercia inter-medio (I2). En ese caso las ecuaciones de movimiento son:I1 _!3 + (I1 � I2)!1 !2 = 0 (32)I2 _!2 + (I3 � I1)!1 !3 = 0 (33)I3 _!1 = 0 (34)Derivando (32)con respecto al tiempo y utilizando (33) se tiene que:��2 � �2 !21 �2 = 0 (35)��3 � �2 !21 �3 = 0 (36)donde, �2 = (I1 � I3) (I1 � I2)I3 I2 > 0 (37)6



Figura 3: Ejes principales de una raqueta de tenisLa soluci�on para �1 es :�1 = A exp (� !1 t) +B exp (�� !1 t) (38)donde, A y B son constantes que dependen de las condiciones iniciales delproblema.Claramente, el primer t�ermino en (38) crece exponencialmente en el tiempo.Eso implica que ~! se aleja r�apidamente del eje ê2, indicando que el movi-miento es inestable. Lo mismo ocurre con la componente �3. Note que, lasoluci�on (38) es v�alida s�olo en los inicios del movimiento pues, muy pronto,�1 deja de ser peque~no y la aproximaci�on: �1; �3 << !2 en que se obtuvola soluci�on, deja de ser v�alida.Estos resultados pueden ser f�acilmente veri�cados lanzando al aire una ra-queta de tenis o un libro empastado (previamente sujeto con un el�astico!)e imparti�endoles una rotaci�on, aproximadamente paralela a uno de los ejesprincipales, al momento del lanzamiento (Figura 3)1.0.4 Teorema Trabajo - Energ��a.Consideremos un s�olido r��gido que rota con velocidad angular ~! con respectoa un sistema de referencia inercial.Multipliquemos escalarmente (4) desde la izquierda por ~!:~! � I �  d ~!dt !S + ~! � ~! ^ ~L = ~! � ~N (39)7



claramente, el segundo t�ermino del primer miembro de (39) es nulo. Adem�as,dado que el tensor I es sim�etrico se cumple que:~! � I �  d ~!dt !S = NXi=1 NXj=1 !i Iij _!j (40)= NXi=1 NXj=1 _!j Iji !i =  d ~!dt !S � I � ~! (41)Utilizando (41) en (39), se tiene que:12 ddt(~! � I � ~!) = d Tdt = ~! � ~N (42)donde, T = ~! � I � ~!2 = ~L � ~!2 (43)es la energ��a cin�etica de rotaci�on del s�olido r��gido.Escribiento (43) en funci�on de las componentes cartesianas se tiene que:T = 12(Ixx !2x + Iyy !2y + Izz !2z )+ Ixy !x !y + Ixz !x !z + Izy !z !y (44)La ecuaci�on (44) de�ne una forma cuadr�atica. Esta expresi�on se simpli�ca enel sistema de coordenadas de los ejes principales, donde el tensor de inerciaes diagonal. En ese sistema:T = 12(I 0xx !0x 2 + I 0yy !0y 2 + I 0zz !0z 2) (45)1.0.5 Descripci�on del movimiento de un trompo sim�etrico desdeun sistema de referencia inercial, en ausencia de torquesexternos.En las secciones precedentes hemos analizado el movimiento de un s�olidor��gido en un sistema de referencia solidario al cuerpo; sin embargo, en muchoscasos es necesario tener una descripci�on del movimiento desde un sistema dereferencia inercial, con respecto al cual el s�olido rota con velocidad angular~!. 8



Consideremos un trompo sim�etrico y dos sistemas de referencia S0 Y S,ambos con origen en el centro de masa del s�olido. Elijamos S0 como elsistema de referencia inercial y sea S un sistema de referencia solidario als�olido con los ejes de coordenada en la direcci�on de los ejes principales deltensor de inercia. De (15) y (16) se tiene que:!1 = jAj cos(� !03 t+ �) (46)!2 = jAj sen(� !03 t+ �) (47)!3 = !03 = constante (48)Adem�as, la energ��a cin�etica rotacional tiene el mismo valor en ambos sistemasde referencia ( es proporcional al producto escalar de dos vectores):T = 12~! � I � ~! = 12~L � ~! (49)Evaluando el primer miembro de (49) en el sistema solidario al s�olido, setiene que: T = 12 hI1 (!21 + !22) + I3 !23i (50)Dado que el torque externo es nulo, el momentum angular ~L y la energ��acin�etica del s�olido se conservan. Pero (48) muestra que !3 = constante;luego de ( 50) se concluye que (!21 + !22) es tambi�en constante. Escribiendoexpl��citamente el producto escalar en (49) se obtiene que el coseno del �angulo que forman los vectores ~L y ~! es constante e igual a:cos  = I21 !2? + I23 !23(I21 !2? + I23 !23)1=2(!2? + !23)1=2 (51)Note que: ~L = I1 (!1 ê1 + !2 ê2) + I3 !3 ê3 (52)~! = !1 ê1 + !2 ê2 + !3 ê3 (53)Combinando (52) con (53) se obtiene que~! = ~LI1 + �1� I3I1� !3 I3 ê3 = ~LI1 � � !3 ê3 (54)9



Figura 4: Relaci�on entre los vectores ~L, ~!, ê3 y n̂donde, � = I3 � I1I1 (55)De (54) se concluye que los vectores ~L, ~! y ê3 son coplanares, ya que cual-quiera de ellos puede ser expresado como combinaci�on lineal de los otrosdos.El vector unitario ê3 es un vector �jo en el sistema solidario; luego, la derivadacon respecto al tiempo de este vector en el sistema inercial es: d ê3dt !S0 = ~! ^ ê3 (56)= 0@ ~LI1 � � !3 ê31A ^ ê3 (57) d ê3dt !S0 = LI1 L̂ ^ ê3 (58)La ecuaci�on (58) muestra que ê3 precesa en torno de ~L con velocidad angularL=I1.La construcci�on geom�etrica que se muestra en la Figura (4) resulta �util parailustrar la relaci�on entre los diferentes vectores que caracterizan el movimien-to de un s�olido r��gido. Sea n̂ un vector unitario perpendicular a ê3 de�nidoen el plano formado por los vectores ê3 y ~L. Es f�acil ver que se cumplen las10



Figura 5: Cono espacial y cono solidario para un s�olido en forma de obleasiguientes relaciones: ~! = !? n̂+ !3 ê3 (59)~L = I1 !? n̂+ I3 !3 ê3 (60)De (59) y (60) y de la Figura 4 se deduce que:tan � = L?Lk = I1 !?I3 !3 (61)tan � = !?!3 (62)(63)Comparando (61) y (62) se tiene que:tan � = I1I3 tan � (64)En la Figura 1.0.5 se muestra una construcci�on geom�etrica que ilustra latrayectoria que describen los vectores ê3 y ~! en torno a ~L, para el caso de uns�olido en forma de oblea; i.e.: I3 > I2 = I1. En ese caso,tan � < tan � (65)El vector ~! precesa en un cono en torno a vL (cono espacial), simult�aneamenteen el sistema solidario precesa en torno a ê3 describiendo otro cono (cono so-lidario). Mientras ocurre este movimiento, ê3 precesa a su vez en torno a ~Ltal como se demostr�o en (58). 11



Figura 6: Cono espacial y cono solidario para un s�olido en forma de habanoCuando el s�olido tiene forma de habano; i.e.: I3 > I2 = I1, el movimiento delos vectores es el que se muestra en la Figura 1.0.6Entonces: tan � > tan � (66)Todos los puntos del s�olido sobre el eje de rotaci�on est�an instant�aneamenteen reposo; por esa raz�on decimos que el cono solidario rueda sin resbalarsobre el cono espacial.1.0.6 Desbalance Din�amico.Consideremos el s�olido r��gido que se muestra en la Figura ?? , formado poruna barra r��gida de largo l y masa despreciable en cuyos extremo se hanadosado masas puntuales m1 = m2 = m Supongamos que el eje de simetr��aaxial del s�olido forma un �angulo � = constante con el eje vertical ẑ que pasapor su centro de masa y en torno al cual gira con velocidad angular constante~!. El sistema de referencia de los ejes principales est�a de�nido por el triedrode vectores ortonormales fê1; ê2; ê3g.En el sistema de referencia solidario, la din�amica queda descrita por lasecuaciones de Euler: I1 _!1 + (I3 � I2) !3 !2 = N1 (67)I2 _!2 + (I1 � I3) !3 !1 = N2 (68)I3 _!3 + (I2 � I1) !1 !2 = N3 (69)12



Figura 7: S�olido r��gido con simetr��a axial cuyo eje de rotaci�on no coincidecon ninguno de sus ejes principales.En la Figura 1.0.6 se observa que las componentes del vector vomega per-manecen constante durante el movimiento. En efecto,!1 = 0 (70)!2 = �! sen� (71)!3 = ! cos � (72)Reemplazando estos resultados en las ecuaciones de Euler, se obtiene que:N1 = �(I3 � I2 ) !2sen � cos � (73)N2 = N3 = 0 (74)Los momentos de inercia principales del s�olido de la Figura 1.0.6 son:I2 = I1 = 12m l2 I3 = 0 (75)Entonces: N1 = 14 !2 m l2 sen (2�) (76)Note que el momentum angular del sistema es perpendicular a la barra yapunta en la direcci�on �ê2.Resulta f�acil veri�car que las componentes del torque en el sistema de refe-rencia inercial son: �x = 14 !2 m l2 sen (2�) cos(! t) (77)13



�y = 14 !2 m l2 sen (2�) sen(! t) (78)�z = 0 (79)Este torque es responsable del cambio de direcci�on del momentum angulardurante la rotaci�on y es ejercido por el eje vertical. La necesidad de estetorque produce un desgaste mani�esto del eje que lo ejerce y se conoce conel nombre de desbalance din�amico. Por esta raz�on es importante mantenerlas ruedas de un autom�ovil balanceadas din�amicamente ya que, la existenciade un torque produce vibraciones en el volante y un r�apido desgaste de losrodamientos y neum�aticos del veh��culo.EJERCICIO. En el sistema solidario hemos demostrado que existe un tor-que (76); sin embargo, en ese mismo sistema las componentes de ~L son cons-tantes. > C�omo se explica entonces la existencia de un torque?
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1 Algebra de TensoresEn esta secci�on introduciremos el concepto de tensor y estudiaremos algunasde sus propiedades. Los tensores son funciones vectoriales lineales que act�uansobre vectores u otros tensores. Nuestra presentaci�on estar�a restringida alestudio de tensores de rango 2 en tres dimensiones. En particular, estaremosinteresados en las propiedades del tensor de inercia, que resulta ser centralen el estudio de la din�amica de un s�olido r��gido.1.1 D��adas.Sean ~A, ~B y ~C, tres vectores. De�nimos la d��ada ~A~B como un operadormatem�atico tal que, al actuar sobre un vector arbitrario ~C lo transforma enotro vector, de acuerdo a la siguiente regla:( ~A~B) � ~C � ~A( ~B � ~C) (1)La linealidad del producto escalar que aparece al lado derecho en (1) aseguraque el producto d��ada es una funci�on vectorial lineal. En efecto, el productod��ada satisface las siguientes relaciones:( ~A~B) � (�~C) = ~A( ~B � (�~C)) = �( ~A~B) � ~C (2)( ~A~B) � (~C + ~D) = ~A( ~B � ~C + ~B � ~D) (3)= ( ~A~B) � ~C + ( ~A~B) � ~D (4)En general, cualquier d��ada recibe el nombre de tensor de rango 2. 1Notaci�on. De aqu�� en adelante los tensores los escribiremos con letrasmay�usculas en negrita. Por ejemplo:T � ( ~A~B) (5)1.1.1 Suma de Tensores.De�nici�on: El tensor suma de dos tensores T y S queda de�nido de acuerdoa la siguiente prescripci�on:(T+ S) � ~C = T � ~C + S � ~C (6)1Toda funci�on vectorial lineal es un tensor. La d��adas son tensores de rango 2, lastr��adas ~A~B ~C son tensores de rango 3, etc. Tal como se menciona al comienzo de lasecci�on, en estos apuntes s�olo trabajaremos con tensores de rango 2.1



donde, ~C es un vector arbitrario.La suma de un n�umero cualquiera de d��adas (tensores de rango 2) recibe elnombre de di�adica. Es directo demostrar que una di�adica es tambi�en unafunci�on vectorial lineal. Sea T una di�adica, entonces se cumple que:T � (~C + ~D) = T � ~C +T � ~D (7)T � (�~C) = �T � ~C (8)La de�nici�on de producto d��ada, junto con las relaciones (6), (7) y (8) ase-guran que los tensores satisfacen las reglas del algebra normal, con excepci�onde la conmutatividad del producto.Note que, en forma an�aloga a (1), podemos de�nir el producto d��ada aplicadosobre un vector colocado a su izquierda:~C � ( ~A~B) = (~C � ~A) ~B (9)Comparando (9) con (1) se concluye que, en general el producto d��ada no esconmutativo; i.e.: ~C � ( ~A~B) 6= ( ~A~B) � ~C (10)Lo mismo es v�alido para la suma de d��adas o tensores. Sea T un tensor y ~Cun vector cualquiera, entonces en general:T � ~C 6= ~C �T (11)Una conclusi�on importante que surge de lo discutido en esta secci�on es que:un tensor de�ne una funci�on vectorial lineal y viceversa, que toda funci�onvectorial lineal puede ser representada por un tensor.EJEMPLOS DE TENSORES.a) El Tensor Unidad:1 � x̂x̂+ ŷŷ + ẑẑ Note que: (12)1 � ~C = x̂x̂ � ~C + ŷŷ � ~C + ẑẑ � ~C (13)= (x̂ Cx + ŷ Cy + ẑ Cz) = ~C = ~C � 1 (14)b) El Tensor Constante.K � k 1 donde, k es un escalar (15)K � ~C = k ~C (16)2



c) El Tensor de Inercia.I � NXk=1mk (~rk 2 1� ~rk~rk) (17)El tensor de inercia es una cantidad central en el estudio de la din�amica deun s�olido r��gido.1.1.2 Componentes Cartesianas de un Tensor de Rango 2.Sea S un sistema de coordenadas cartesiano con origen en O, cuyos ejes apun-tan en la direcci�on de�nida por el triedro de vectores unitarios fê1; ê2; ê3g.Los vectores ~A , ~B y ~C expresados en t�ermino de sus componentes cartesianasen ese sistema, se escriben como~A = 3Xi=1 Ai êi ~B = 3Xi=1 Bi êi ~C = 3Xi=1 Ci êi (18)Entonces, la d��ada T � ~A~B adopta la formaT = ~A~B = 3Xi=1 3Xj=1 AiBj êi êj (19)Sea ~C es un vector cualquiera; entonces se tiene que:T � ~C = ~A ( ~B � ~C) = 3Xi=1 3Xj=1 Ai Bj êi êj �  3Xk=1Ck êk! (20)= 3Xi=1 Ai êi 0@ 3Xj=1 CjBj1A = ~A (~C � ~B) (21)Los n�umeros Tij � Ai Bj en (19) son las componentes cartesianas del ten-sor T en el sistema de coordenadas elegido. Estas componentes pueden serordenadas en forma de una matriz de 3x3 ( en un espacio de dimensi�on 3):T = 0B@ T11 T12 T13T21 T22 T23T31 T32 T33 1CA (22)La matriz (22) se llama la representaci�on matricial del tensor T en el sistemade coordenadas elegido. 3



Note que, las componentes de un tensor dependen del sistema de coordena-das, al igual que las componentes de un vector. Sin embargo, el resultadode la acci�on de un tensor sobre un determinado vector (u otro tensor) esindependiente del sistema de coordenadas.Si en (21) elegimos ~C = êj y multiplicamos la expresi�on resultante desde laizquierda por êi, obtenemos el elemento Tij del tensor T:êi � T � êj = Ai Bj = Tij (23)EJEMPLO.Calculemos las componentes cartesianas del tensor de inercia (17) en unsistema de coordenadas cuya base son los vectores unitarios fx̂; ŷ; ẑg.Los elementos en la diagonal de la matriz que representa al tensor de inerciareciben el nombre de momentos de inercia; mientras que, a aquellos fuerade la diagonal, se les conoce como: productos de inercia. Comencemos porcalcular los primeros. Utilizando (23) tenemos que:x̂ � I � x̂ = x̂ � 3Xk=1 mk (~rk 2 1� ~rk~rk) � x̂Ixx = 3Xk=1 mk(y2k + z2k) (24)En forma similar se obtienen los elementos Iyy e IzzIyy = ŷ � I � ŷ = 3Xk=1 mk(z2k + x2k) (25)Izz = ẑ � I � ẑ = 3Xk=1 mk(x2k + y2k) (26)Los productos de inercia son:Ixy = x̂ � 3Xk=1 mk (~rk 2 1� ~rk~rk) � ŷ = � 3Xk=1xk yk (27)Ixz = x̂ � 3Xk=1 mk (~rk 2 1� ~rk~rk) � ẑ = � 3Xk=1 xk zk (28)Iyz = ŷ � 3Xk=1 mk (~rk 2 1� ~rk~rk) � ẑ = � 3Xk=1 yk zk (29)Note que, la matriz que representa al tensor de inercia (matriz de inercia) essim�etrica en los sub��ndices i y j ; i.e., Iij = Iji.4



1.1.3 Producto de TensoresSean S y T dos tensores del mismo rango y ~C un vector, todos ellos de�nidosen el mismo espacio. De aqu�� en adelante, supondremos que todos los tensoresson de rango 2 y que se trabaja en un espacio de dimensi�on 3.De�nimos el producto de dos tensores como:(S �T) � ~C � S � (T � ~C) (30)Expresando cada tensor en sus componentes cartesianas , (30) se reescribecomo: (S �T) � ~C = S � 0@ 3Xj=1 3Xk=1 Tjkêj êk1A � ~C (31)=  NXl=1 3Xi=1 Silêi êl! � 0@ 3Xj=1 3Xk=1 Tjkêj Ck1A (32)= 3Xi=1 3Xk=1 êi 0@ 3Xj=1Sij Tjk1A Ck (33)= 3Xi=1 3Xk=1 êi(S � T )ik Ck (34)=  3Xi=1 3Xk=1(S �T)ik êi êk! � ~C (35)Comparando (33) con (34) se aprecia que los elementos de la matriz del tensorproducto S �T se obtienen utilizando las reglas usuales de la multiplicaci�onde matrices.La suma y la multiplicaci�on de tensores obedecen las reglas usuales del alge-bra, excepto que el producto de dos tensores no es conmutativo. Expl��citamente,si S, T y K son tres tensores, entonces se cumple que:T+ S = S +T (36)T � (S +K) = T � S +T �K (37)T � (S �K) = (T � S) �K (38)1 �T = T � 1 donde, 1 es el tensor unidad (39)Sin embargo, en general T � S 6= S �T (40)5



1.1.4 El Tensor Transpuesto.Se de�ne el tensor transpuesto Tt de un tensor T a trav�es de la relaci�on:Tt � ~C � ~C �T (41)En notaci�on matricial, el vector ~C que aparece al lado izquierdo en (41) est�arepresentado por una matriz de 3x1 (vector columna); mientras que, aquelque aparece al lado derecho est�a representado por una matriz de 1x3 (vector�la).La de�nici�on (41) es equivalente a escribir:(Tt)ij = (T)ji (42)TAREA.Utilizando (41) pruebe la relaci�on (42). Entonces, demuestre las siguientesrelaciones: (T+ S)t = Tt + St (43)(T � S)t = St �Tt (44)(Tt)t = T (45)1.1.5 Tensores sim�etricos y antisim�etricos.Un tensor se dice sim�etrico cuando Tij = Tji y antisim�etrico cuando Tij =�Tji.Claramente, la de�nici�on de tensor antisim�etrico implica que Tii = 0; i =1; 2; 3. Esto signi�ca que un tensor antisim�etrico queda completamente de�-nido por tres elementos de matriz y eso permite que pueda ser representadocomo un vector (en rigor, se trata de un pseudovector pues, transforma igualque todo vector bajo rotaciones; sin embargo, a diferencia de los vectores, nocambia de signo bajo inversi�on con respecto al origen del sistema de coorde-nadas).EJEMPLO.El operador producto vectorial de un vector ~!, es un tensor antisim�etrico derango 2. T � ~! ^ (46)Este tensor est�a representado por la matriz:T ^ = 0B@ 0 �!3 !2!3 0 �!1�!2 !1 0 1CA (47)6



El producto vectorial ~! ^ ~C se calcula multiplicando la matriz (47) por unvector columna formado por las componentes del vector ~C.Cualquier tensor T puede ser escrito como la suma de un tensor sim�etrico yotro antisim�etrico. En efecto, siempre es posible de�nir dos tensores TS yTA, uno sim�etrico y el otro antisim�etrico, de la siguiente manera:TS � 12(T+Tt) TA � 12(T�Tt) (48)Claramente, T = TS +TA (49)En particular, si T es sim�etrico, entonces: TA = 0; mientras que, si T esantisim�etrico, TS = 0.1.2 Rotaciones.1.2.1 Transformaci�on de las componentes de un tensor bajo rota-ciones.Sean S y S0 dos sistemas de coordenadas cartesianos con origen com�un y de-�nidos por los triedros de vectores ortonormales fê1; ê2; ê3g y fê1 0; ê2 0; ê3g 0,respectivamente.Un vector ~A cualquiera puede ser escrito indistintamente en funci�on de suscomponentes en ambos sistemas de coordenadas:~A = 3Xi=1Ai êi = 3Xi=1Ai 0 êi 0 (50)Multiplicando escalarmente (50) por el vector unitario êk 0 , se obtiene que:Ak 0 = 3Xi=1Ai (êi � êk 0) � 3Xi=1Ai aki (51)donde, hemos de�nido el coe�ciente aki como:aki = êk 0 � êi (52)Multiplicando (50) por êk, se obtiene queAk = 3Xi=1Ai 0 (êi 0 � êk) � 3Xi=1Ai 0 aik (53)= 3Xi=1Ai 0 (at)ki (54)7



Consideremos ahora un tensor T expresado en ambos sistemas de referencia:T = 3Xi=1 3Xj=1 Tij êi êj = 3Xi=1 3Xj=1 Tij 0 êi 0 êj 0 (55)Entonces, utilizando (23) en (55) y considerando la de�nici�on (52), podemosescribir que: Tkl 0 = êk 0 �T � êl 0 = 3Xi=1 3Xj=1 Tij aki alj (56)= 3Xi=1 3Xj=1 aki Tij atjl (57)En otras palabras, T0 = a � T � at (58)1.2.2 Propiedades de la matriz de rotaci�on (a).Volviendo a la de�nici�on (52) de los elementos de la matriz de rotaci�on, vemosque los coe�cientes aki tambi�en corresponden a las componentes del vectorunitario êk 0 en el sistema de coordenadas S. En efecto:êk 0 = 3Xi=1(êk 0 � êi) êi = 3Xi=1 aki êi (59)Dado que cada triedro de vectores, fê1 0; ê2 0; ê3 0g y fê1; ê2; ê3g es ortonormal,de (59) se obtiene queêk 0 � êm 0 = �km = 3Xi=1 3Xj=1 aki amj �ij (60)Sumando sobre el ��ndice j, se obtiene que:3Xi=1 aki ami = �km (61)Intercambiando en (60) los vectores unitarios con super��ndice prima por aque-llos sin prima y repitiendo el procedimiento reci�en descrito, se obtiene que:3Xi=1 aik aim = �km (62)8



La relaci�on (61) puede reescribirse como:3Xi=1 aki ami = �km = 3Xi=1 aki atim = (aat)km (63)En una notaci�on m�as compacta (63) toma la forma:1 = a at (64)An�alogamente, a partir de (62) se demuestra que:ata = 1 (65)La matriz de un tensor que satisface (61) y (62) o alternativamente, el tensorque satisface (64) y (65)se dice que es ortogonal. Las relaciones (61) y (62)proveen seis ecuaciones algebr�aicas para los coe�cientes aij. Luego, de losnueve elementos de la matriz de rotaci�on, solamente tres son independientes.Estos bastan para determinar la orientaci�on del sistema S0 con respecto a S.En efecto, dos �angulos se requieren para determinar la orientaci�on del eje x0del sistema S0 con respecto a S. en S. El eje y0 se elige perpendicular a x0. Laorientaci�on del plano x0y0 queda determinada especi�cando un tercer �angulo.La direcci�on de z0 es perpendicular al plano x0y0. El sentido del vector ẑ 0 seelige siguiendo una de las convenciones que se dicuten a continuaci�on.Un triedro de vectores ortonormales que satisface la relaci�on:ê1 0 ^ ê2 0 = ê3 0 (66)se denomina dextro o que sigue la regla de la mano derecha.En particular, se cumple que ê1 0 � (ê2 0 ^ ê3 0) = 1Por otra parte, cuando los vectores se eligen de manera que:ê1 0 ^ ê2 0 = �ê3 0 (67)Se dice que el sistema es levo o que satisface la regla de la mano izquierda.En este caso, se cumple que:ê1 0 � (ê2 0 ^ ê3 0) = �1 (68)Note que: ê1 0 � (ê2 0 ^ ê3 0) = det0B@ a11 a12 a13a21 a22 a23a31 a32 a33 1CA (69)donde, el determinante de la matriz de rotaci�on es igual a +1 si ambossistemas de coordenadas S y S0 son dextro o ambos son levo. Si uno de elloses dextro y el otro levo, el determinante tiene el valor �1.9



1.2.3 Interpretaci�on alternativa de las ecuaciones de transforma-ci�on.Las ecuaciones (51) y (57) expresan las componentes de un vector o de untensor en un sistema de referencia S0 en funci�on de sus componentes enun sistema de coordenadas S, que se encuentra rotado con respecto a S0.Formalmente, esas ecuaciones se pueden escribir como:~C 0 = a � ~C (70)T 0 = a �T � at (71)Conviene recalcar que los vectores y los tensores son objetos que no cambianen una rotaci�on del sistema de coordenadas; lo que cambia son sus compo-nentes. Sin embargo, a menudo resulta conveniente reinterpretar ~C 0 en (70)y T 0 en (71) como un nuevo vector o un nuevo tensor, en el mismo sistema S,generados por acci�on de la rotaci�on sobre los vectores y tensores originales.Esta �ultima interpretaci�on resulta �util para demostrar ciertas propiedadesalgebr�aicas; cuya validez, es ciertamente independiente de la interpretaci�onusada.Algunas Propiedades Utiles.1) (T 0)t = (a T at)t = (at)t(aT)t = aTtat = (Tt) 0 (72)2) La traza de un tensor es invariante bajo rotaciones.Tr T = 3Xi=1 Tii (73)Tr T 0 = Tr (aT at) = Tr (at a T) = Tr T (74)donde, hemos utilizado (65) y la propiedad que la traza de un productode matrices es c��clica.3) Sea S un sistema de coordenadas que experimenta dos rotaciones suce-sivas: a1 y luego a2. Entonces, si ~C es un vector arbitrario, se cumpleque: ~C 0 = a1 ~C (75)~C 00 = a2 ~C 0 = a2 a1 ~C (76)=) a = a2 a1 (77)10



2 Diagonalizaci�on de un Tensor Sim�etrico.Un tensor T se dice que est�a en su forma diagonal, cuando la matriz que lorepresenta tiene la forma: T = 0B@ T1 0 00 T2 00 0 T3 1CA (78)El sistema de referencia donde la matriz es diagonal, recibe el nombre deSistema de Ejes Principales.En ese sistema se cumple que:(T � ~C)i = Ti Ci i=1,2,3 (79)La importancia de la representaci�on diagonal de un tensor deriva del siguienteteorema:"Cualquier tensor sim�etrico puede ser llevado a su forma diagonal medianteuna transformaci�on ortogonal. Los elementos de la diagonal (autovalores) son�unicos, excepto por el orden en que aparecen en la matriz. A su vez, los ejesde coordenadas del sistema son �unicos, excepto cuando existe degeneraci�on;i.e., cuando dos o m�as autovalores son iguales ".Este teorema estipula que siempre existe un sistema de coordenadas en elcual un tensor sim�etrico est�a representado por una matriz diagonal. Loselementos en la diagonal se denominan autovalores o valores propios. A cadaautovalor corresponde un autovector o vector propio que de�ne uno de losejes de coordenada del sistema de ejes principales.Cualquier vector paralelo a uno de los ejes principales se denomina autovector.La acci�on del tensor sobre un autovector tiene como resultado multiplicar elvector por el autovalor correspondiente.T � ~C = � ~C (80)La propiedad de ser autovector es independiente del sistema de coordenadas.En efecto, sea a una transformaci�on ortogonal, entonces, utilizando (65), larelaci�on (80) se puede reescribir como:T(at a) ~C = � ~C (81)11



Multiplicando (81) desde la izquierda por a, se tiene:(a T at)(a ~C) = � (a ~C) (82)T 0 ~C 0 = � ~C 0 (83)En general, un tensor sim�etrico queda determinado por seis elementos dematriz. En el sistema de ejes principales estos son: los tres elementos dela diagonal y los tres �angulos que se necesitan para �jar la orientaci�on delsistema de ejes principales en el espacio.Degeneraci�on.Si dos o m�as autovalores son iguales, decimos que �estos son degenerados (doble o triplemente degenerados). En particular, un tensor de rango 2 triple-mente degenerado en el espacio de tres dimensiones, es un tensor constantey consecuentemente, se mantiene diagonal en cualquier sistema de coordena-das.Si dos autovalores son iguales, por ejemplo T1 = T2 6= T3; entonces, cualquiercombinaci�on lineal de dos autovectores linealmente independientes, con au-tovalor: T1 = T2, tambi�en es un autovector, con autovalor T1. En efecto,sean â1 y â2 dos autovectores con autovalor T1; entonces:T (� â1 + � â2) = T1 (� â1 + � â2) (84)donde, � y � son escalares arbitrarios.2.1 Procedimiento para encontrar los autovalores y au-tovectores de un tensor sim�etrico.Sea ~C un autovector de un tensor sim�etricoT; entonces, (80) se escribe como:(T� � 1) � ~C = 0 (85)En un sistema de coordenadas arbitrario, el autovector ~C se escribe como~C = C1 ê1 + C2 ê2 + C3 ê3 (86)y la matriz del tensor T tiene elementos son Tij en la diagonal y tambi�enfuera de ella. En t�ermino de las componentes cartesianas, la ecuaci�on (85)da origen el siguiente sistema de ecuaciones homog�eneo:(T11 � �) C1 + T12 C2 + T13 C3 = 0T21 C1 + (T22 � �) C2 + T23 C3 = 0(T31 C1 + T32 C2 + (T33 � �) C3 = 0 (87)12



La soluci�on trivial para este sistema es C1 = C2 = C3 = 0. Lacondici�on para que exista una soluci�on de (87) distinta de la trivial, es queel determinante de los coe�cientes sea nulo; i.e.:������� T11 � � T12 T13T21 T22 � � T23T31 T32 T33 � � ������� = 0 (88)El desarrollo de este determinante da lugar a una ecuaci�on de tercer grado enel par�ametro � llamada ecuaci�on secular. Las tres ra��ces de esa ecuaci�on sonlos tres autovalores del tensor. Reemplazando sucesivamente cada autovaloren (87), se obtienen las componentes de los correspondientes autovectores.Dividiendo cada una de las ecuaciones en (87) por C3 se obtiene un sistemade 3 ecuaciones y dos inc�ognitas, C1=C3 y C2=C3; consecuentemente, unade las ecuaciones es linealmente dependiente y eso signi�ca que C3 quedaindeterminado. Al imponer una condici�on adicional de normalizaci�on sobrelos autovectores, este problema desaparece.Antes de seguir adelante, conviene probar las siguientes proposiciones:Lema I Las ra��ces de la ecuaci�on secular (88), de un tensor sim�etrico real,son reales.Sea ~C un autovector del tensor sim�etrico T y ~C � un vector cuyas com-ponentes son el complejo conjugado de las componentes de ~C. Entonces,multiplcando (80) desde la izquierda por ~C � se tiene que:~C � � T ~C = � ~C � � ~C (89)Tomando el complejo conjugado de la ecuaci�on (80), se tiene queT � ~C � = �� ~C � (90)Utilizando la de�nici�on de tensor transpuesto y el hecho que T es sim�etrico,se puede escribir que: ~C �T = �� ~C � (91)Multiplicando (91) desde la derecha por ~C y comparando con (89) se concluyeque: � = �� (92)Lema II. Autovalores distintos de un tensor sim�etrico T, corresponden aautovectores mutuamente ortogonales.13



Sean �1 y �2 dos autovalores distintos del tensor T y ~C1 y ~C2 los correspon-dientes autovectores. Entonces se tiene que:T � ~C1 = �1 ~C1 (93)La ecuaci�on transpuesta de (93) es~C1 � Tt = ~C1 � T = �1 ~C1 (94)donde hemos usado que T = Tt para un tensor sim�etrico.Para el autovalor �2 se cumple que:T � ~C2 = �2 ~C2 (95)Multiplicando esta ecuaci�on desde la izquierda por ~C1 y (94) desde la derechapor ~C2 y restando ambas ecuaciones, se tiene que:(�1 � �2) ~C1 � ~C2 = 0 (96)Ya que por hip�otesis, �1 6= �2, se concluye que~C1 � ~C2 = 0 (97)EJEMPLO: Diagonalizaci�on de un tensor sim�etrico.Sea: T = ~A ~A+ ~B ~D + ~D ~B (98)~A = 4a ê1 (99)~B = 7a ê2 + a ê3 (100)~D = a ê2 � a ê3 (101)La matriz que representa a este tensor en la base fê1; ê2; ê3g esT = 0B@ 16a2 0 00 14a2 �6a20 �6a2 �2a2 1CA (102)En este ejemplo, el sistema de ecuaciones (87) se reduce a:(16a2 � �) C1 = 0(14a2 � �) C2 �6a2 = 06a2 � (2a2 + �) C3 = 0 (103)14



La correspondiente ecuaci�on secular es:det(T� � 1) = det ������� 16a2 � � 0 00 14a2 � � �6a20 �6a2 �2a2 � � ������� = 0 (104)La resoluci�on del determinante da origen a la ecuaci�on algebr�aica:(16a2 � �)f(14a2 � �)(�2a2 � �)� 36a4g = 0 (105)cuyas ra��ces son: �1 = �2 = 16a2 �3 = �4a2 (106)Las componentes cartesianas de los autovectores correspondientes al autova-lor degenerado �1 = 16a2 se obtienen reemplazando este valor en el sistemade ecuaciones (103). Es f�acil veri�car que la primera ecuaci�on se anula y quede las dos ecuaciones restantes s�olo una es linealmente independiente. Comoresultado se obtiene que: C2 = �3 C3 (107)Los coe�cientes C1 y C3 quedan indeterminados; consecuentemente, para esteautovalor se tiene una familia de autovectores â1, cuya forma gen�erica es:â1 = C1 ê1 � 3C3 ê2 + C3 ê3 (108)Elijamos uno de ellos: ê1 0 tal que C1 = 1 y C3 = 0; i.e.:ê1 0 = ê1 (109)De la misma familia (108) seleccionemos un segundo autovector ~b, con lacondici�on que sea perpendicular a ê1 0; i.e.:~b � ê1 0 = (C1 ê1 + C2 ê2 + C3 ê3) � ê1 = 0 (110)De (110) se deduce que C1 = 0 y utilizando (107), podemos escribir que:b̂ = C3(�3ê2 + ê3) (111)El vector ~b normalizado se elige como el segundo autovector con autovalor�1: ê2 0 = ~bj~bj = � 3p10 ê2 + 1p10 ê3 (112)15



Cualquier otro vector de la familia (108) se expresa como una combinaci�onlineal de ê1 0 y ê2 0. El tercer autovector, ê3 0, de autovalor �3 = �4a2 esnecesariamente perpendicular a los dos primeros ( Lema II). El autovectorê3 0 se escribe como: ê3 0 = ê1 0 ^ ê2 0 (113)2.2 El tensor de InerciaEl tensor de inercia de un s�olido r��gido formado por un conjunto discreto depart��culas tiene la forma: I = 3Xi=1mk(~rk 2 � ~rk ~rk) (114)Cuando la distribuci�on de masa es continua, las sumatorias en (114) pasana ser integrales y el tensor de inercia se escribe como:I = ZV �(~r)(~r 0 � ~r 0 � ~r 0 ~r 0)dV 0 (115)donde V es el volumen del s�olido.Las componentes cartesianas de la matriz de inercia en un sistema de coor-denadas dado se calculan de la forma usual:Iij = êi � I � êj (116)A menudo es necesario calcular el momento de inercia con respecto a un ejeparalelo a la direcci�on de�nida por un vector unitario n̂. Esto es f�acil decalcular si aplicamos (116) a un sistema de coordenadas uno de cuyos ejescoincide con el vector unitario n̂; entonces:Inn = n̂ � I � n̂ (117)Muchas veces es m�as f�acil calcular las componentes del tensor de inercia enun sistema de coordenadas elegido convenientemente y luego utilizar (117)para encontrar las componentes del tensor en el sistema en que se necesitaconocerlas.Las propiedades de simetr��a del cuerpo pueden facilitar en forma importanteel c�alculo de los elementos de matriz del tensor de inercia. As�� por ejemplo, siel cuerpo posee un plano de simetr��a, conviene elegir el origen del sistema de16



coordenadas sobre el plano y uno de sus ejes (digamos el eje x), perpendicularal plano. Entonces, se cumple que�(x; y; z) = �(�x; y; z) (118)As�� , el elemento de matriz Ixx se escribe como:Ixy = � Z x=ax=�a Z Z �(x; y; z) x y dx dy dz (119)El integrando en (119) es una funci�on impar de la variable x; mientras que, elintervalo de integraci�on es sim�etrico. Consecuentemente, la integral (119) seanula. Lo mismo es cierto para el elemento Ixz. Este resultado nos permiteasegurar que el eje x es un eje principal del s�olido. En general:Cualquier plano de simetr��a de un cuerpo es perpendicular a un eje principal.2.2.1 Generalizaci�on del Teorema de los ejes paralelos.Consideremos un sistema de coordenadas �jo (S), con origen en O y unsegundo sistema (S0) con origen en el centro de masa del s�olido G, cuyos ejesde coordenadas son mutuamente paralelos. El vector de posici�on de G conrespecto a O es ~R. Entonces, los vectores de posici�on de un punto k en lossistemas S y S0 est�an relacionados por la ecuaci�on:~r = ~r 0 + ~R (120)Utilizando (120), el tensor de inercia se escribe comoIO = Z �(~r)(~r 2 � ~r ~r)dV (121)= Z �(~r 0)(R2 + r02 + 2 ~R � ~r 0)dV 0 (122)� Z �(~r 0)(~R ~R + ~R ~r 0 + ~r 0 ~R + ~r 0 ~r 0)dV 0 (123)(124)Reagrupando t�erminos:IO = IGz }| {Z �(~r 0)(r02 � ~r 0 ~r 0)dV 0 (125)17



+ R2 Z �(~r 0) dV 0 � ~R ~R Z �(~r0) dV 0 (126)+ 2~R � Z �(~r 0) ~r 0 dV 0 (127)� ~R � Z �(~r 0)~r 0 dV 0 � ~R � Z �(~r 0)~r 0 dV 0 (128)Pero, en el sistema centro de masa se cumple que:Z �(~r 0)~r 0 dV 0 = 0 (129)Entonces, (127) y (128) se anulan y el tensor IO adopta la forma:IO = IG +M(R2 � ~R ~R) (130)donde, M es la masa total e IG es el tensor de inercia en el sistema dereferencia con origen en el centro de masa del s�olido.EJEMPLO.Translaci�on del origen del sistema de coordenadas.Considere que la matriz del tensor de inercia de un s�olido ���gido es diagonalen un sistema de coordenadas con origen en el centro de masa del s�olido.IG = 0B@ I1 0 00 I2 00 0 I3 1CA (131)Calcule los elementos de matriz del tensor de inercia en un sistema de coor-denadas cuyos ejes son paralelos al original pero desplazado con respecto aeste en un vector ~S = X x̂+Y ŷ. Claramente, ~R en (130) es igual a �~S. En-tonces, la matriz que representa al tensor de inercia en sistema de referenciacon origen en O es:IO = 0B@ I1 + Y 2 �X Y 0�X Y I2 +X2 00 0 I3 +X2 + Y 2 1CA (132)Claramente, la matriz de inercia deja de ser diagonal luego de la translaci�on.Sin embargo, si la translaci�on es paralela a cualquiera de los ejes principales,el tensor de inercia conserva su forma diagonal.EJERCICIO. Considere dos sistemas de coordenadas con sus ejes paraleloscuyos or��genes est�an desplazados una distancia R1. Utilizando el teoremageneralizado de los ejes paralelos, exprese el momento de inercia de un cuerpo18



en uno de los sistemas en funci�on del momento de inercia en el otro. Supongaconocida la posici�on del centro de masa y el momento de inercia del cuerpocon respecto al centro de masa.EJEMPLO: Diagonalizaci�on de la matriz de inerciaSe desea diagonalizar la matriz del tensor de inercia de una pir�amide dedensidad uniforme, altura 3a=2 y cuya base tiene la forma de un tri�angulorect�angulo is�osceles de cateto a.La Figura 2.2.1 muestra un sistema de coordenadas que resulta convenien-te para hacer los c�alculos. De immediato se observa que la simetr��a de lapir�amide asegura que: Ixx = Iyy Ixz = Iyz (133)El elemento de matriz Ixx es:Ixx = Z 3a=20 dz Z a�2z=30 dy Z a�y�2z=30 �0 (y2 + z2 ) dx (134)La Figura 2.2.1 muestra dos vistas de la pir�amide para ayudar a encontrarlos l��mites de integraci�on usados en (134).Con el prop�osito de hacer m�as clara la presentaci�on resulta conveniente de�nirlas siguientes cantidades:J1 = �0 Z 3a=20 dz Z a�2z=30 dy Z a�y�2z=30 y2 dx (135)J2 = �0 Z 3a=20 dz Z a�2z=30 dy Z a�y�2z=30 z2 dx (136)J3 = �0 Z 3a=20 dz Z a�2z=30 dy Z a�y�2z=30 xy dx (137)19



J4 = �0 Z 3a=20 dz Z a�2z=30 dy Z a�y�2z=30 yz dx (138)M = �0 Z 3a=20 dz Z a�2z=30 dy Z a�y�2z=30 dx = �0a36 (139)donde M es la masa de la pir�amide. As�i, (134) se escribe como Ixx = J1+J2.Calculando expl��citamente J1, J2, J3 y J4 , la matriz de inercia en el sistemade coordenadas que se muesta en la �gura (2.2.1) adopta la forma: tiene que:I = 0B@ J1 + J2 �J3 �J4�J3 J1 + J2 �J4�J4 �J4 2 J1 1CA = Ma240 0B@ 13 �2 �3�2 13 �3�3 �3 8 1CA (140)En lugar de encontrar directamente los autovalores de la matriz (140), con-viene utilizar previamente la simetr��a de la pir�amide. Claramente, el planoy00 z que se muestra en la Figura 2.2.1 es un plano de simetr��a de la pir�amide;consecuentemente, el eje x00 es uno de los ejes principales.Llevemos a cabo entonces, una rotaci�on en 45� en torno al eje z que lleve losejes fx; y; zg en coincidencia con los ejes fx00; y00; zg.Los elementos de matriz de esta rotaci�on son:a11 � ê1 00 � ê1 = 12p2 a12 � ê1 00 � ê2 = �12p2 a13 = 0a21 � ê2 00 � ê1 = 12p2 a22 � ê2 00 � ê2 = 12p2 a23 = 0a31 � ê3 � ê1 = 0 a12 � ê3 � ê2 = 0 a13 = 1(141)Utilizando (141) se calcula la matriz de inercia en el nuevo sistema de coor-20



denadas: I 0 = a � I � at = Ma240 0B@ 15 0 00 11 �3p20 �3p2 8 1CA (142)Los autovalores de esta matriz se encuentran resolviendo el determinante dela matriz secular (I 0�� 1) e igual�andolo a cero. Los valores que se obtienenson: I1 = 38Ma2 I2 = Ma28 I3 = 720Ma2 (143)Autovectores. Dado que la simetr��a de la pir�amide permite identi�car aleje x 00 como uno de los ejes principales, el primer autovector resulta ser :ê1 00 ê1 00 = p22 (ê1 � ê2) (144)Note que: I 0 � ê1 00 = 38Ma2 ê1 00 (145)es decir, 3Ma2=8 es el autovalor correspondiente a ê1 00.Calculemos ahora el autovector correspondiente al autovalor I2. Para elloescribimos expl��citamente la ecuaci�on de autovalores:I 0 � 0B@ A1A2A3 1CA = Ma28 0B@ A1A2A3 1CA (146)Llevando a cabo la multiplicaci�on en (146) se obtienen tres ecuaciones, unade las cuales es linealmente dependiente. De las otras dos resulta que:A1 = 0 (147)6 A2 � 3 p2 A3 = 0 =) (148)A2 = p22 A3 (149)As�� , el autovector buscado tiene la siguiente forma:~A = A2 (p22 ê2 00 + ê3) (150)21



Pero, ê2 00 = 1p2 ê1 + p22 ê2 (151)Reemplazando este resultado en (150) y normalizando el vector ~A, se tieneque: ê2 0 = 1p6 ê1 + 1p6 ê2 + 2p6 ê3 (152)El tercer autovector sabemos que es perpendicular a los dos ya constru��dos:ê3 0 = ê1 0 ^ ê2 0 = 1p3(�ê3 � ê2 + ê3) (153)Los autovectores ê3 y ê2 0 est�an contenidos en el plano de simetr��a de lapir�amide.
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1 Din�amica Lagrangeana.1.0.1 Introducci�onEn este cap��tulo presentaremos los principios b�asicos de la mec�anica cl�asicade acuerdo a una formulaci�on conocida como m�etodo de Lagrange. Una dela mayores ventajas de este planteamiento es que provee un manejo e�cientede las fuerzas de restricci�on presentes en el sistema. El m�etodo incorporaimpl��citamente las ecuaciones de restricci�on en la teor��a, disminuyendo si-mult�aneamente el n�umero de ecuaciones necesarias para describir la din�amicadel sistema. En este esquema, las fuerzas de restricci�on se calculan una vezencontrada la soluci�on de las ecuaciones de movimiento. Opcionalmente, lasrestricciones se pueden incorporar expl��citamente en la teor��a utilizando elm�etodo de los multiplicadores de Lagrange. Entonces, todas las coordenadasse tratan como variables independientes.La disposici�on en el espacio de un sistema de N part��culas se domina la con-�guraci�on del sistema y est�a de�nida por los vectores de posici�on ~r1; ~r2; :::; ~rN; i.e., por 3 N coordenadas. El n�umero de cantidades independientes que esnecesario especi�car para de�nir en forma �unica una con�guraci�on se conocecon el nombre de grados de libertad del sistema. Si todas las coordenadas delas part��culas son independientes, el n�umero de grados de libertad es 3 N . Sinembargo, cuando existen relaciones entre las coordenadas, el n�umero de coor-denadas independientes es menor que 3N . Cualquier conjunto de cantidadesq1; q2; :::; qs, que de�nen completamente la con�guraci�on de un sistema de sgrados de libertad se denominan coordenadas generalizadas del sistema. Susderivadas con respecto al tiempo se conocen como velocidades generalizadas,_q1; _q2; :::; _qN.1.0.2 Relaciones de Restricci�on.Consideremos un sistema de N part��culas, cuyas coordenadas cartesianas sonx1; y1; z1 ;x2; y2; z2 ; :::;xN; yN ; zN . Para facilitar la presentaci�on, rotularemoslas coordenadas de acuerdo a la siguiente convenci�on:x1 y1 z1 x2 y2 z2 :::::: xN yN zNx1 x2 x3 x4 x5 x6 :::::: x3N�2 x3N�1 x3N (1)Por conveniencia tipogr�a�ca de�nimos:3N � n (2)1



Figura 1: Movimiento de una part��cula restringido a la super�cie f(x; y; z) =constante.Supongamos que existen k ecuaciones que relacionan las coordenadas carte-sianas de las part��culas y el tiempo, de la forma:fj (x1; :::; xn; t) = Cj j = 1; 2; :::; k (3)donde, las cantidades Cj son constantes. Decimos entonces que las relaciones(3) son k ecuaciones de restricci�on hol�onomas. Cuando las restricciones nopueden ser escritas de esta forma, nos referimos a ellas como no hol�onomas.Ejemplos de Restricciones hol�onomas.1) Movimiento de una part��cula restringida a desplazarse sobre una su-per�cie dada (Figura 1). En este caso, la ecuaci�on de restricci�on es laecuaci�on de la super�cie:f(x; y; z) = constante (4)Para cualquier par de valores (x; y), la coordenada z queda determinadapor la ecuaci�on (4).2) Movimiento de una part��cula restringida una curva dada (cuenta en-sartada en un alambre). En este caso, el sistema tiene un grado delibertad: la distancia medida a lo largo de la curva desde un puntodado. x = x(s) y = y(s) z = z(s) (5)donde (5) es la forma param�etrica de la curva y s es el arco.2



Figura 2: Movimiento de una part��cula restringido a una curva.3) P�endulo Compuesto. En este dispositivo, el movimiento de las ma-sas m1 y m2 est�a restringido a un plano (z1 = z2 = 0) (Figura 1.0.2).Las coordenadas cartesianas de posici�on de las part��culas en el planoest�an restringidas por la condici�on que la longitud de cada p�endulo esconstante. Esto queda expresado por las siguientes relaciones:x1 2 + y1 2 = l21 (x2 � x1)2 + (y2 � y1)2 = l22 (6)donde, l1 y l2 corresponden al largo de cada cuerda.La existencia de las relaciones (6) implica que el n�umero de coordenadasindependientes se reduce a dos; i.e, dos grados de libertad. Los �angulos�1 y �2 de la Figura 1.0.2 pueden ser elegidos como las dos coordenadasgeneralizadas.Note que las ecuaciones de restricci�on pueden ser dependientes o indepen-dientes del tiempo. Por ejemplo, en el caso de la cuenta ensartada en unalambre la relaci�on puede ser dependiente del tiempo si el alambre experi-menta deformaciones cuya dependencia temporal es conocida.Ejemplo de restricci�on no hol�onoma.Consideremos una part��cula que desliza sin roce sobre la super�cie de unaesfera de radio R, bajo la acci�on de la fuerza de gravedad terrestre. Mientrasla part��cula se mantiene en contacto con la esfera se cumple que r = R; donder es el vector de posici�on de la part��cula medido desde el centro de la esfera.Sin embargo, esta relaci�on deja de ser v�alida a partir del instante en que lapart��cula pierde contacto con la super�cie de la esfera. En otras palabras, la3



Figura 3: P�endulo Compuestorelaci�on de restricci�on no puede ser escrita como una ecuaci�on del tipo (3),v�alida para todo tiempo t.1.0.3 Restricciones no integrablesSon relaciones de restricci�on no hol�onomas que solamente pueden ser expre-sadas en forma diferencial: Xi hi dxi = 0 (7)donde las funciones hi dependen, en general, de las coordenadas de laspart��culas, de sus velocidades y del tiempo. Veremos que este tipo de res-tricciones puede ser tratado adecuadamente por la mec�anica lagrangeana.1.0.4 Relaci�on entre las coordenadas generalizadas y las coorde-nadas cartesianas.Consideremos un sistema deN part��culas sujetas a k ecuaciones de restricci�onhol�onomas. En otras palabras, se trata de un sistema de 3N � k gradosde libertad. Consecuentemente, bastan 3N � k coordenadas generalizadasq1; q2; q3; ::::; qn�k para describir el sistema. Entonces,xi = xi (q1; ::::; qn�k ; t) donde n � 3N i = 1; :::; n (8)4



Supongamos que las coordenadas generalizadas experimentan una variaci�onin�nitesimal ; entonces, se tiene que:dxi = n�kX�=1 @xi@q� dq� + @xi@t dt (9)Dividiendo (9) por dt y tomando el l��mite cuando dt tiende a cero, se obtienela componente _xi de la velocidad:_xi = n�kX�=1 @xi@q� _q� + @xi@t = _xi(q1; :::; qn�k; _q1:::; _qn�k; t) (10)Note que xi en (8)s�olo depende de las coordenadas generalizadas y del tiempo;luego las derivadas parciales @xi=@q� y @xi=@t en (10), no dependen de lasvelocidades generalizadas. As�� , _xi depende linealmente de las velocidadesgeneralizadas. Derivando (10) con respecto a _q�, se obtiene que:@ _xi@ _q� = @xi@q� (11)Note que el estado din�amico de un sistema f��sico en un instante de tiempodado queda determinado si se especi�can simult�aneamente las coordenadasgeneralizadas y las velocidades generalizadas.1.0.5 Desplazamientos Virtuales.La noci�on de desplazamiento virtual es fundamental para entender las sec-ciones que siguen. Se de�ne como:i) Un desplazamiento in�nitesimal de una coordenada,ii) que respeta las restricciones impuestas al sistema (ecuaciones de res-tricci�on yiii) es instant�aneo ; i.e., mientras se lleva a cabo el sistema no evoluciona.Dicho de otra forma, el sistema permanece "congelado"; excepto por eldesplazamiento virtual, que se realiza.5



El desplazamiento virtual �xi, de una coordenada cartesiana xi, puede serexpresado con ayuda de (9) en funci�on de los desplazamientos virtuales delas coordenadas generalizadas.�xi = n�kX�=1 @xi@q� �q� (12)Note que la condici�on (iii) implica que �t = 01.0.6 Principio de D'Alembert.Este principio es una de las rutas posibles para llegar a las ecuaciones deLagrange. Se enuncia as�� : Las fuerzas de reacci�on (o de restricci�on) norealizan trabajo en un desplazamiento virtual.Dado que se trata de un principio, no es necesario probarlo. No obstante,resulta conveniente comprobar su validez analizando algunos casos particula-res. Utilicemos para ello los ejemplos de restricciones hol�onomas presentadosen la secci�on 1.0.2.i) En la Figura 1 se muestra que la fuerza de normal ~N (fuerza de res-tricci�on) es por de�nici�on perpendicular al plano y consecuentemente,perpendicular al desplazamiento. Lo mismo ocurre en el ejemplo dela part��cula obligada a seguir la forma del alambre. En ambos casos�W = ~N � �~r = 0ii) Un caso m�as interesante ocurre en un p�endulo compuesto, donde lasfuerzas de restricci�on son las tensiones ~T1 y ~T2. Claramente, el �unicodesplazamiento virtual de la masa m1 ( Figura 1.0.2), compatible conla restricci�on l1 = constante, es tangente al arco de circunferencia deradio l1; i.e.: �~s1 � ~T1 = 0 (13)Por otra parte, cualquier desplazamiento virtual dem2 se escribe como:�~s2 = �~s1 + �~sr (14)donde, �~sr es tangente al arco de circunferencia de radio l2 centradoinstant�aneamente en la masam1; i.e., �sr � ~T2 = 0. Entonces, el trabajototal que realizan los desplazamientos virtuales es efectivamente nulo6



y vemos que el principio de D'Alembert se veri�ca en este caso. Enefecto, �W = �~s1 � (~T1 � ~T2) + �~s2 � ~T2 = �~sr � ~T2 = 0 (15)Consideremos las fuerzas que act�uan sobre una part��cula de un cierto sistema.De acuerdo a la segunda ley de Newton, se cumple que_pi = Fi +Ri i = 1; :::n (16)donde, Fi y Ri son las componentes cartesianas de la fuerza externa y de lafuerza de restricci�on que act�uan sobre ella y _pi es la i-�esima componente desu momentum lineal. Multiplicando (16) por �xi y sumando sobre el ��ndice"i" se tiene que: nXi=1( _pi � Fi) �xi = nXi=1Ri �xi (17)El principio de D'Alambert asegura que el lado derecho de (17) es nulo; luego,esta ecuaci�on se reduce a: nXi=1( _pi � Fi) �xi = 0 (18)Note que de (18) no se puede inferir que _pi = Fi, ya que los desplazamientosvirtuales �xi no son linealmente independientes debido a la existencia deecuaciones de restricci�on. Lo interesante de la ecuaci�on (18) es que las fuerzasde restricci�on no aparecen expl��citamente.1.0.7 Fuerza Generalizada.Comencemos por notar que el trabajo virtual que realiza la componente Fide la fuerza externa, se puede escribir de la siguiente manera:�W = nXi=1 Fi �xi = nXi=1 n�kX�=1 Fi @xi@q� �q� (19)�W = n�kX�=1 nXi=1 Fi @dxi@q� ! �q� (20)7



De�niendo la componente � de la fuerza generalizada como:Q� = nXi=1 Fi @xi@q� (21)la relaci�on (20) se reescribe como:�W = n�kX�=1Q� �q� (22)Note que Q� puede ser evaluada a partir de (21) o alternativamente, utili-zando (22) y llevando a cabo un desplazamiento virtual de la direcci�on de lacoordenada generalizada q�, mientras el resto de las coordenadas permane-ce �jo. Esto es posible, ya que las coordenadas generalizadas son funcioneslinealmente independientes.1.0.8 Ecuaciones de Lagrange.Retornando a la ecuaci�on (18), reescribamos el primer t�ermino de la siguientemanera: nXi=1 _pi �xi = nXi=1mi �xi �xi = nXi=1mid _xidt �xi (23)pero, �xi = n�kX�=1 @xi@q� �q� (24)entonces, (23) toma la forma:nXi=1 _pi �xi == n�kX�=1 nXi=1mid _xidt @xi@q� �q� (25)pero, d _xidt @xi@q� = ddt  _xi @xi@q�!� _xi ddt  @xi@q�! (26)Reemplazando (26) en (25), se obtiene que:nXi=1 _pi �xi = n�kX�=1 nXi=1mi ddt  _xi @xi@q�!�mi _xi ddt  @xi@q�! (27)8



Utilizando (11) es posible reescribir el primer t�ermino del lado derecho de(27) de la siguiente manera:n�kX�=1 nXi=1mi ddt  _xi @xi@q�! �q� = n�kX�=1 nXi=1mi ddt  _xi @ _xi@ _q�! �q� (28)= n�kX�=1 ddt @@ _q�  nXi=1 12mi _x2i! �q� (29)= n�kX�=1 ddt @T@ _q� �q� (30)donde, T es la energ��a cin�etica del sistema:T = nXi=1 12mi _x21 (31)Consideremos ahora el segundo t�ermino del lado derecho en la ecuaci�on (27).Probaremos la siguiente identidad:ddt  @xi@q�! = @@q�  dxidt ! = @ _xi@q� (32)Para ello reescribiremos independientemente el lado izquierdo y el lado dere-cho de (32) y demostraremos que son iguales.a) Evaluemos primero el lado izquierdo de (32):ddt  @xi@q�! = n�kX�=1 @2xi@q� @q� _q� + @2xi@t @q� (33)b) Reescribamos ahora el lado derecho de (32). Derivando con (10) conrespecto a q�, se tiene que:@ _xi@q� = n�kX�=1 @@q�  @xi@q� _q�!+ @2xi@q� @t (34)Note que las derivadas @=@q� son derivadas parciales; es decir, todas lascoordenadas generalizadas y las velocidades generalizadas permanecen cons-tantes durante la derivaci�on, excepto por la coordenada q�. Entonces, (34)se reduce a: @ _xi@q� = n�kX�=1 @2xi@q� @q� _q� + @2xi@q� @t (35)9



Claramente, (35) es igual a (33).Entonces, usando (32) el segundo t�ermino al lado derecho de (27) se escribecomo: � n�kX�=1 nXi=1mi _xi ddt  @xi@q�! �q� = � n�kX�=1 nXi=1mi _xi @ _xi@q� �q� (36)= � n�kX�=1 nXi=1 @@q�  nXi=1 12mi _x2i! �q� = � n�kX�=1 @T@q� �q� (37)Utilizando (37) y (30), la relaci�on (27) se escribe como:nXi=1 _pi �xi = n�kX�=1  ddt @T@ _q� � @T@q�! �q� (38)Con la ayuda de (38) y (22), la ecuaci�on (18) adopta la forma:nXi=1( _pi � Fi) �xi = n�kX�=1  ddt @T@ _q� � @T@q� �Q�! �q� = 0 (39)pero, los desplazamientos virtuales de las coordenadas generalizadas �q� sonlinealmente independientes; luego, la expresi�on entre par�entesis en (39) esid�enticamente nula para cada valor del sub��ndice �; i.e.,ddt @T@ _q� � @T@q� �Q� = 0 � = 1; :::; n� k (40)Este conjunto de ecuaciones se conoce con el nombre de ecuaciones de La-grange y corresponden a las ecuaciones de movimiento del sistema expresadasen t�ermino de las coordenadas generalizadas.1.0.9 Fuerzas Conservativas.Un caso particularmente importante ocurre cuando todas la fuerzas externasque act�uan sobre el sistema son conservativas. Eso signi�ca que existe unafunci�on energ��a potencial V = V (x1; :::; xn) tal que:Fi = �@V@xi (41)10



Figura 4: Movimiento de una cuenta de masa m que desliza sin roce sobreun anillo que rota con velocidad angular constante.Entonces, Q� = nXi=1Fi @xi@q� = � nXi=1 @V@xi @xi@q� = � @V@q� (42)Note que la funci�on potencial no depende de las velocidades generalizadas;luego, al reemplazar (42) en (40) se obtiene que:ddt  @ (T � V )@ _q� !� @(T � V )@q� = 0 (43)De�nici�on. Se de�ne el Lagrangeano del sistema como la diferencia de lasfunciones T y V : L � T � V (44)entonces, las ecuaciones de Lagrange (40) toman la forma:ddt  @ L@ _q� !� @L@q� = 0 � = 1; :::; n� k (45)EJEMPLO.Una part��cula de masa m desliza sin roce sobre un anillo de radio a; que rotacon velocidad angular ~! (constante) en torno a un eje perpendicular al planodel anillo que pasa por un punto O ubicado en su periferia (Figura 1.0.9).Se desea encontrar la ecuaci�on de movimiento de la part��cula.La con�guraci�on del sistema queda de�nida especi�cando la posici�on delcentro del anillo A con respecto a un sistema de coordenadas con origen en11



O y el �angulo � que forma la prolongaci�on del vector ~OA con el vector deposici�on de la part��cula con respecto al punto A.Llamemos xy al plano en que rota el anillo, entonces ~! = !ẑ, y las coorde-nadas de la part��cula con respecto al punto O son:x = a cos !t+ a cos (!t+ �) (46)y = a sen !t+ a sen (!t+ �) (47)Para simpli�car los c�alculos restringiremos el estudio al caso donde las fuerzaexternas son nulas. Entonces, el lagrangeano del sistema se reduce a laenerg��a cin�etica:T = m2 ( _x2 + _y2) (48)= m2 �a2 !2 + a2 (! + _�)2 + 2a2 ! (! + _�) cos!t cos(!t+ �)� (49)+ m2 �2a2 ! (! + _�)sen!t sen(!t+ �)� (50)Pero, cos!t cos(!t+ �) + sen!t sen(!t+ �) = cos � (51)Entonces: T = m2 �a2 !2 + a2 (! + _�)2 + 2a2 ! (! + _�) cos�� (52)La ecuaci�on de movimiento para la coordenada generalizada � es:ddt  @ T@ _� !� @T@� = 0 (53)Utilizando (52) @T@ _� = ma2(! + _�) +ma2! cos � (54)ddt @T@ _� = ma2 �� �ma2! _� sen� (55)@T@� = �a2 m ! (! + _�) sen� (56)12



Figura 5: P�endulo sujeto a un soporte m�ovilReemplazando estos resultados en (53) se obtiene la siguiente ecuaci�on demovimiento para la masa m: �� + !2 sen� = 0 (57)EJERCICIO. P�endulo sujeto a un soporte m�ovil.En la Figura 1.0.9 se muestra un sistema formado por un p�endulo de masam y largo l unido a un soporte de coordenadas (xs; ys), cuya dependenciatemporal es conocida.i) Encuentre la ecuaci�on de movimiento de la masa m en funci�on del�angulo �, que el p�endulo forma con la vertical.ii) Suponga que el soporte oscila con movimiento arm�onico simple de fre-cuencia ! en la direcci�on horizontal; i.e.:xs = x0 cos !t ys = 0 (58)Resuelva la ecuaci�on de movimiento en la aproximaci�on � << 1.Conviene recalcar que una ventaja importante del m�etodo de Lagrange es lasimplicidad con que se obtienen las ecuaciones de movimiento una vez quese eligen las coordenadas generalizadas y se construye el Lagrangeano. Esespecialmente apropiado para tratar problemas complejos.Note que las fuerzas de restricci�on est�an impl��citas en este tratamiento. Unaforma de obtener informaci�on expl��cita sobre ellas consiste en relajar la con-dici�on de restricci�on e introducir una nueva variable en la descripci�on del13



sistema. Una vez que se han encontrado las ecuaciones de movimiento, seocupa la condici�on de restricci�on. Entonces es posible obtener expl��citamenteel valor de la fuerza de restricci�on. Veamos con un ejemplo como opera esteprocedimiento.Consideremos un p�endulo simple formado por una masa m unida a un pivoteO mediante una cuerda de longitud l. En coordenadas polares, la energ��acin�etica del sistema es: T = 12m( _r2 + r2 _�2) (59)donde, la referencia de energ��a potencial cero se eligi�o en la posici�on de lamasa cuando � = 0.Si utilizamos la ecuaci�on de restricci�on r = l = constante al comienzo, elproblema se reduce estudiar un sistema con un grado de libertad representadopor la coordenada generalizada �.La opci�on que seguiremos aqu�� es ignorar la ecuaci�on de restricci�on y estudiarun sistema con dos grados de libertad, representados por las coordenadas ge-neralizadas r y �. Note sin embargo, que ahora no disponemos de un lagran-geano ya que las fuerzas de restricci�on ahora est�an presentes expl��citamentey en general no son conservativas; en consecuencia, debemos usar la formu-laci�on (40), en funci�on de la energ��a cin�etica y las fuerzas generalizadas .Entonces, las ecuaciones del movimiento son:ddt  @ T@ _r ! � @T@r = Qr (60)ddt  @ T@ _� ! � @T@� = Q� (61)Utilizando (59), la ecuaci�on en la variable r se escribe como:m�r �mr _�2 = Qr (62)donde Qr se puede obtener evaluando el trabajo virtual que realizan todaslas fuerzas en un desplazamiento virtual de la coordenada generalizada r:Qr �r = �T�r+mg cos � �r (63)donde T es la tensi�on en la cuerda y mg cos � la componente de la fuerza degravedad en la direcci�on del vector unitario r̂. Utilizando ahora la condici�on14



de restricci�on r = l = constante , se tiene que �r = 0 en (62). ReemplazandoQr obtenido de (63) en esa misma ecuaci�on, se tiene que:T = mg cos � +mr _�2 (64)El valor de _� se obtiene de la ecuaci�on de movimiento para la coordenadageneralizada �
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1 C�alculo variacional.1.0.1 Introducci�onUno de los problemas m�as antiguos en f��sica matem�atica consiste en minimi-zar expresiones que no s�olo dependen de una variable continua, como es lasituaci�on usual, sino de una funci�on de esa variable y sus derivadas. En estecaso, el problema consiste en encontrar la dependencia funcional completade una funci�on y(x), tal que minimiza el valor de una integral entre l��mitesde�nidos que depende de esa funci�on y sus derivadas:I = Z xBxA �(x; y(x); _y(x); :::)dx (1)Este tipo de problemas fueron muy importantes en el desarrollo de la f��isicacl�asica durante los siglos XVIII y XIX y en el desarrollo de la f��sica cu�anticadurante este siglo.En los p�arrafos que siguen mencionaremos algunos problemas del c�alculovariacional que han tenido connotaci�on hist�orica:1) Dados dos puntos en un plano, se desea encontrar la curva plana de lon-gitud m��nima que los conecta. Sean (xA; yA) y (xB; yB) las coordenadasde los puntos en el plano xy. Supongamos que xA < xB y llamemosy(x) a la curva plana que los conecta. Matem�aticamente, el proble-ma consiste de encontrar la forma de la funci�on y(x) que minimiza laintegral:I = Z xBxA ds = Z xBxA (dx2 + dy2)1=2 = Z xBxA s1 + (dydx)2 dx (2)sometida a la condici�on de borde:yA = y(xA) yB = y(xB) (3)2) En 1696, Johann Bernoulli, de la Universidad de Basilea propuso elsiguiente problema: "Dados dos puntos A y B en un plano vertical,se desea encontrar el camino AMB que debe seguir una part��cula queparte desde el reposo en A para que, sometida a la fuerza de gravedadterrestre, demore el m��nimo de tiempo en llegar al punto B (Figura 1).1



Figura 1: Trayectoria AMB que une a los puntos A y BLa soluci�on, encontrada por el propio Bernoulli, es conocida con el nom-bre de Braquist�ocrona, del griego braquistos = el m�as corto y chronos=tiempo. En matem�atica recibe el nombre de cicloide.Elijamos el origen de coordenadas en A, y supongamos que la part��culaparte desde el reposo. Entonces, si no existe fricci�on a lo largo de latrayectoria, la energ��a mec�anica de la part��cula se conserva y podemosescribir que 12mv2 = mgy (4)El tiempo que demora la part��cula en viajar de A hasta B siguiendo lacurva y = y(x) es:tAB = Z xBxA dsv = Z xBxA (1 + _y2)1=2(2gy)1=2 dx (5)El problema consiste en encontrar la funci�on y(x) que minimiza el tiem-po tAB , con la condici�on que y(xA) = yA e y(xB) = yB.3) Un tercer problema dice relaci�on con la b�usqueda de la super�cie derevoluci�on de �area m��nima que pasa por dos puntos dados (xA; yA) y(xB; yB). Supongamos que la curva y(x) se hace rotar alrededor del ejex como se ilustra en la Figura 1.0.1. En el diagrama se ha supuestoque yA > 0 e yB > 0. La integral que se desea minimizar es:I = 2� Z xBxA y ds = 2� Z xBxA y(1 + _y2)1=2 dx (6)2



Figura 2: Super�cie de revoluci�oncon la condici�on y(xA) = yA e y(xB) = yBEstos problemas forman parte de una clase m�as general, cuya �nalidad esencontrar la funci�on y(x) tal que, sometida a las restriccionesy(xA) = yA y(xB) = yB (7)asegura que la siguiente integral adopta un valor extremo:I = Z xBxA �(x; y; _y)dx (8)donde, � es es una funci�on de la variable x, de la funci�on y(x) y de suprimera derivada _y(x).1.0.2 Ecuaci�on de Euler-LagrangeEn esta secci�on obtendremos la ecuaci�on diferencial que satisface la funci�ony(x) que, reemplazada en el integrando de (8), asegura que esta integraladopte un valor extremo. Supondremos que la funci�on � es diferenciablehasta la segunda derivada en sus argumentos.Consideremos la familia de curvas de comparaci�on y(x; �) dependientes delpar�ametro � y de�nidas de la siguiente manera:�y(x; �) = y(x) + � �(x) (9)donde y(x) es la soluci�on buscada y la funci�on �(x) es una funci�on arbitraria.La familia as�� de�nida tiene las siguientes caracter��sticas: i)3



Figura 3: La funci�on y(x) minimiza la integral I�y(xA; �) = yA (10)�y(xB; �) = yB (11)Estas relaciones son v�alidas para todo valor de �; es decir, todas las curvasde la familia comienzan y terminan en los mismos puntos. Estas condicionesimplican que: �(xA) = �(xB) = 0 (12)ii) Utilizando la de�nici�on (9) se veri�ca que:�y(x; 0) = y(x) (13)_�y(x; 0) = _y(x) (14)donde, y(x) es la soluci�on buscada.iii) Las funciones �y(x; �) y sus derivadas hasta el segundo orden, son funcionescontinuas de x y del par�ametro �.Evaluemos la integral (8) sobre una curva cualquiera de la familia �y(x; �)(Figura 1.0.2): I(�) = Z xBxA �(x; �y; _�y) dx (15)Las relaciones (13) y (14) aseguran que la integral (15) adopta el valor ex-tremo cuando � = 0. Matem�aticamente, esta condici�on se expresa como:dI(�)d� ������=0 = 0 (16)4



Entonces, diferenciando (15) con respecto a � se tiene que:dId� = Z xBxA (@�@�y d�yd� + @�@ _�y d _�yd�) dx (17)pero, d _�yd� = dd�  d�ydx! = ddx  d�yd�! (18)utilizando (18) en (17) se obtiene quedId� = Z xBxA (@�@�y d�yd� + @�@ _�y ddx d�yd�) dx (19)Integrando por partes el segundo t�ermino de (19):dId� = "@�@ _�y d�yd� #xBxA + Z xBxA (@�@�y d�yd� � ddx  @�@ _�y! d�yd�) dx (20)Note que: d�yd� = �(x) (21)Adem�as, (12) asegura que el primer t�ermino en (20) es nulo.Entonces, usando (21) en (20) y evaluando la expresi�on resultante en � = 0,se tiene que: dId� ������=0 = Z xBxA (@�@y � ddx @�@ _y) �(x)dx = 0 (22)donde, hemos utilizado (16).Dado que las funciones �(x) son arbitrarias, de (22) se concluye que:@�@y � ddx @�@ _y = 0 (23)Esta ecuaci�on fue derivada por Leonhard Euler en 1744. Se la conoce conel nombre de ecuaci�on de Euler-Lagrange debido a su importancia en laformulaci�on de Mec�anica Cl�asica hecha por Joseph Louis Lagrange.La relaci�on (23) es una ecuaci�on diferencial de segundo orden para la fun-ci�on y(x). Una vez encontrada, estamos seguros que al reemplazarla en elintegrando de (8) dicha integral tomar�a un valor extremo (m�aximo, m��nimo5



o punto de inexi�on). En general, no resulta simple probar de que tipo deextremo se trata; sin embargo, eso no es esencial para el desarrollo de lateor��a.Caso particular importante.Existen muchas situaciones de inter�es donde la funci�on � en el integrandode (8) no depende expl��citamente de la variable de integraci�on x. En esoscasos, la funci�on y(x) satisface, adem�as de la ecuaci�on de Euler-Lagrange,una ecuaci�on diferencial de primer orden. Esto simpli�ca notablemente elc�alculo de y(x), ya que se cumple la siguiente relaci�on:ddx  _y@�@ _y � �! = 0 (24)En efecto, basta llevar a cabo la derivaci�on indicada para demostrar la validezdel resultado: @ _y@x @�@ _y + _y ddx @�@ _y � @�@y _y � @�@ _y @ _y@x � @�@x|{z}x=0 = 0 (25)El primer t�ermino en (25) se cancela con el cuarto y el �ultimo es id�enticamentenulo pues � no depende expl��citamente de x. Entonces, esta (25) se reducea: _y( ddx @�@ _y � @�@y| {z }x=0 ) = 0 (26)que es efectivamente igual a cero, pues el t�ermino entre par�entesis es la ecua-ci�on de Euler-Lagrange para y(x). Entonces, de (24) se concluye que_y@�@ _y � � = constante (27)La ecuaci�on (27) es una ecuaci�on diferencial de primer orden en y(x). (Esuna primera integral de la ecuaci�on original de Euler-Lagrange).1.0.3 Generalizaci�on para el caso en que el funcional � dependede n funciones y1(x); y2(x); ::::; yn(x).Ahora se trata de encontrar las funciones y1(x); y2(x); :::; yn(x) que aseguranque la integral I escrita a continuaci�on adopta un valor extremo:I = Z xBxA �(y1(x); y2(x); :::; yn(x); _y1(x); _y2(x); :::; _yn(x);x) dx (28)6



sometida a las condiciones de borde:y1(xA) = y1A ; y2(xA) = y2A ; :::: yn(xA) = ynA (29)Llevando a cabo un procedimiento variacional similar al descrito para mini-mizar la integral (8) que depende de x, y(x) e _y(x), se obtiene cada una delas funciones yi(x); i = 1; n, satisface la ecuaci�on de Euler-Lagrange; i.e.:@�@yi � ddx @�@ _yi = 0 (30)An�alogamente, cuando el integrando � no depende expl��citamente de la va-riable x se cumple que: nXi=1 _yi @�@ _yi � � = constante (31)EJEMPLO 1. Curva m�as corta entre dos puntos en un plano.Se trata de minimizar el funcional:I = Z xBxA ds = Z xBxA (1 + _y2)1=2dx (32)donde, y(x) es la curva continua que une los puntos A y B. En este caso, elintegrando en (32) no depende expl��citamente de x; luego, se puede aplicardirectamente (27) con � = (1 + _y2)1=2_y(1 + _y2)�1=2 _y � (1 + _y2)1=2 = C = constante� 1(1 + _y2)1=2) = C (33)Elevando al cuadrado (33) y reordenando los t�erminos se tiene que_y2 = (1� C2)C2 � A2 (34)Integrando (34) se tiene que y = A x + h (35)7



Claramente, se trata de una recta. Las constantes A y h se calculan a partirde las condiciones de borde: yA = A xA + hyB = A xB + h (36)EJEMPLO 2. La Braquist�ocronaEn este ejemplo se busca la curva y(x) que debe seguir una part��cula immersaen un campo gravitacional uniforme de manera que demore el m��nimo detiempo en viajar entre los puntos (xA; yA) y (xB; yB). En otras palabras, setrata de encontrar el valor extremo de la integral (5)tAB = Z xBxA dsv = Z xBxA (1 + _y2)1=2(2gy)1=2 dx (37)Al igual que el ejemplo anterior, el integrando en (37) no depende expl��citamentede la variable x. En efecto,� = 1p2g  (1 + _y2)y !1=2 (38)Entonces, utilizando (27) se tiene que� 1(1 + _y2)1=2 1y1=2 = (2 g)1=2 � C 0 (39)Elevando al cuadrado (39) y de�niendo a � 1=C 02, se tiene quedydx = _y =  2a� yy !1=2 (40)Integrando (40) se tiene que:Z dx = Z y1=2dy(2a� y)1=2 + x0 (41)donde x0 es una constante de integraci�on. La integral (41) se resuelve utili-zando el siguiente cambio de variable:y = a(1� cos �) (42)8



Figura 4: CicloideEntonces, (41) adopta la formax� x0 = 2a Z sen2�2d� = a(� � sen �) (43)Las ecuaciones (42) y (43) describen un cicloide; i.e. una curva generada porla trayectoria de un punto �jo en el borde de un c��rculo de radio a que ruedasin resbalar en contacto con la parte inferior del eje x positivo (Figura 1.0.3)La soluci�on (43) fue publicada por Joseph Bernoilli en 1697.EJERCICIO. Huygens hab��a descubierto a~nos antes que una masa puntualque oscila sin roce sobre un cicloide vertical bajo la acci�on de la gravedadterrestre, lo hace con un per��odo que es independiente de la amplitud delmovimiento. Demuestre este resultado.1.1 Principio de HamiltonResulta bastante evidente que las ecuaciones de Euler-Lagrange (23) y (30)obtenidas utilizando c�alculo variacional, tienen la misma forma de las ecua-ciones de Lagrange de Mec�anica Cl�asica, obtenidas utilizando el Principio deD'Alembert. Esa similitud hace pensar que las ecuaciones de la Mec�anicaCl�asica pueden ser obtenidas de un principio variacional. En efecto, WilliamR. Hamilton enunci�o este principio de la siguiente manera: "La trayectoriaque sigue un sistema f��sico cualquiera es aquella que minimiza la integral deacci�on, de�nida como I = Z tBtA L(q; _q; t) dt (44)donde, L es una funci�on escalar llamada Lagrangeano, que depende de lascoordenadas generalizadas, las velocidades generalizadas y del tiempo. Laexigencia que la integral (44) adopte un valor extremo sobre la trayectoriadel sistema, se expresa escribiendo: �I = 0, sometida a las condiciones deborde �q(tA) = �q(tB) = 0. La soluci�on a este problema ya fue encontradaen (21) y dice la trayectoria buscada es aquella que satisface la ecuaci�ondiferencial ddt @L@ _q � @L@q = 0 (45)9



Note que el principio de Hamilton supone la existencia de la funci�on La-grangeano, pero no provee un procedimiento para encontrarla. En el caso desistemas conservativos el Lagrangeano es igual a la diferencia entre la energ��acin�etica y la energ��a potencial; sin embargo, en otros casos la forma de estafunci�on no es evidente.Cuando el sistema tiene varios grados de libertad, existe una ecuaci�on deLagrange para cada uno de ellos. As��, an�alogamente a (30) se cumple queddt @  L@ _qi � @  L@qi = 0 (46)donde q1; q2; ::::qn son coordenadas generalizadas.1.2 M�etodo de los multiplicadores de Lagrange. A menudo es necesario calcular expl��citamente las fuerzas de restricci�onpresentes en un determinado problema (tensiones, fuerzas normales, fuerzasde roce, etc). Esto se puede lograr en forma elegante permitiendo que elLagrangeano del sistema permanezca expresado en funci�on de un n�umero devariables superior al n�umero de grados de libertad del sistema e incorporan-do expl�ik citamente las relaciones de restricci�on en el problema variacionalmediante el m�etodo de los multiplicadores de Lagrange.Recordemos que el principio de Hamilton asegura que un sistema de n gradosde libertad, evoluciona en el tiempo de manera que sus coordenadas genera-lizadas q1(t); q2(t); ::::qn(t) son funciones del tiempo tales que minimizan laintegral de acci�on: I = Z tBtA L(q1; q2; :::qn; _q1; _q2; :::: _qn; t) dt (47)sujeta a las condiciones de borde�q1(tA) = �q2(tA)::::: = �qn(tA) = 0�q1(tB) = �q2(tB)::::: = �qn(tB) = 0La exigencia que la integral I tome un valor extremo sobre la trayectoriaque realmente sigue el sistema se expresa escribiendo �I = 0. Siguiendo un10



procedimiento id�endico al expuesto en las secciones previas, se debe cumplirque: �I = ZtA tB nX�=1 �q� ( @L@q� � ddt @L@ _q� ) dt = 0 (48)En el an�alisis de (48), es importante distinguir dos casos:Caso I. Las n coordenadas q1; q2; ::::qn son linealmente independientes. Esosigni�ca que las variaciones �q� en (48) son todas independientes y conse-cuentemente se concluye que el t�ermino entre par�entesis es nulo para cadacoordenada q�; i.e., reproducimos el resultado escrito en las secciones ante-riores: ddt @L@ _q� � @L@q� = 0 (49)Caso II. Algunas de las coordenadas q� son linealmente dependientes debi-do a la existencia de relaciones de restricci�on entre ellas. Supongamos queexisten k relaciones de restricci�on hol�onomas; i.e, k relaciones del tipo:fj(q1; q2; :::::qn) = Cj � = 1; 2; :::::k (50)En este caso no es posible conclu��r en (48) que el integrando es nulo para cadavalor de �, ya que algunas de las variaciones �q� son linealmentedependientes.El procedimiento ideado por Lagrange para tratar este caso consiste en llevara cabo variaciones in�nitesimales arbitrarias de las variables q1; q2; :::; qn en(50): �fj = nX�=1 @fj@q� �q� = 0 (51)En la etapa siguiente, se multiplica (51) por una funci�on arbitraria �j(q1; :::qn; t),se suma sobre el sub��ndice j y �nalmente se integra toda la expresi�on entrelos l��mites tA y tB: Z tBtA kXj=1 nX�=1 �j @fj@q� �q� dt = 0 (52)Adicionando (52) a (48) se obtiene:�I = Z tBtA nX�=1 24 @L@q� � ddt @L@ _q� + kXj=1�j @fj@q�35 �q� dt = 0 (53)11



Rotulemos las coordenadas de manera que las primeras n�k son linealmenteindependientes y las n � k restantes son dependientes. Entonces, las k fun-ciones �j (multiplicadores de Lagrange) se eligen de manera de asegurar quelos coe�cientes de las variaciones �q� en (53) se anulen para cada uno de lossub��ndices � = (n� k + 1); (n� k + 2); ::::; n. Por otra parte, los coe�cientesde la variaciones �q� en el integrando de (53) se anulan autom�aticamente,pues las variaciones �q� con � = 1; :::; n� k son linealmente independientes.Se concluye entonces que el coe�ciente de las variaciones �q� en el integrandode (53) es nulo para todo �. Es decir:ddt @L@ _q� � @L@q� = kXj=1�j @fj@q� � = 1; 2; ::::n (54)Note que (54 provee n ecuaciones, que junto con las k ecuaciones de restric-ci�on (50) determinan las n + k funciones: q1; :::::qn; �1; ::::; �k.El signi�cado f��sico de los multiplicadores de Lagrange en el caso de sistemasconservativos se puede obtener en forma simple. En este caso el Lagrangeanodel sistema se puede escribir como L = T � V . Entonces, (54) adopta laforma: ddt @T@ _q� � @T@q� = � @V@q� + kXj=1�j @fj@q� = Q� � = 1; 2; ::::n (55)La ecuaci�on (55) muestra que la fuerza generaliza Q� consta de dos t�erminos:uno que proviene de las fuerzas conservativas y un segundo t�ermino quecorresponde a la componente � de las fuerzas de restricci�on ; es decir, lasuma de las componentes � de las fuerzas que es necesario aplicar para hacerrespetar las restricciones (50). Claramente, las fuerzas de restricci�on tienenuna relaci�on directa con los multiplicadores de Lagrange.EJEMPLO. La M�aquina de Atwood.Este es un problema muy conocido en cursos introductorios de f��sica y aqu��servir�a para ilustrar las ideas reci�en expuestas. En la Figura 1.2 se indican lascoordenadas x1 y x2 de las masas m1 y m2 medidas desde la l��nea horizontalque pasa por el centro de la polea. Dado que la cuerda es inextensible, secumple que x1+x2 = l = constante. Esta relaci�on de restricci�on reduce a unoel n�umero de grados de libertad; sin embargo, optaremos por tratar ambascoordenadas como si fueran independientes e introduciremos un multiplicadorde lagrange asociado a la relaci�on de restricci�on:12



Figura 5: M�aquina de Atwoodf = x1 + x2 = l (56)Entonces, el Lagrangeano del sistema se escribe como:L = 12(m1 _x21 + m2 _x22) + m1 g x1 + m2 g x2 (57)donde, la referencia de potencial cero se eligi�o en la l��nea horizontal que pasapor el centro de polea.Utilizando las ecuaciones (54) se tiene que:m1�x1 �m1 g = � @f@x1 = � (58)m2�x2 �m2 g = � @f@x2 = � (59)Utilizando la relaci�on de restricci�on se prueba que �x1 = ��x2; entonces, res-tando ambas ecuaciones se obtiene que:�x1 = m1 �m2m1 + m2 g (60)� = �2 m1 m2m1 + m2 (61)De (55) vemos que � corresponde a la parte no conservativa de la fuerzageneralizada Q1: Q1 = m1 g + � (62)13



Figura 6: Cilindro de radio R2 que rueda sin resbalar sobre un cilindro deradio R1 que gira sobre un eje �jo que pasa por su centro.Considerando que sobre la masa m1 actu�an las fuerzas m1g y la tensi�on~T = �T x̂1 , se deduce de immediato que � = �T . Nota que la fuerza derestricci�on act�ua en direcci�on opuesta a T de manera de asegurar que el largode la cuerda permanezca constante.EJEMPLO. Cilindro que rueda sin resbalar sobre otro cilindro querota sobre un eje �jo.Consideremos un cilindro de radio R2 y masa m que rueda sin resbalar sobreun cilindro de radio R1 que puede girar sobre un eje �jo que coincide consu eje de simetr��a axial O (Figura 1.2). Se desea encontrar la ecuaci�on demovimiento del cilindro de radio R2. La con�guraci�on del cilindro que ruedaest�a dada por el �angulo �1 que forma el vector OO0 que une el centro de loscilindros y por el �angulo �2 que indica la rotaci�on del cilindro de radio R2con respecto a su centro de masa. En la Figura 1.2 se indica el arco recorridopor ambos cilindros durante el movimiento. La condici�on que los cilindrosruedan sin resbalar se escribe como:(�2 � �1) R2 = �1 R1 (63)Reordenando los t�erminos y de�niendo la funci�on f2(�1; �2), se tiene que:f2(�1; �2) � �1 (R2 + R2)� �2 R2 = 0 (64)Adem�as, se debe satisfacer la condici�onf1(r) � r = R1 + R2 = constante (65)14



que asegura que los cilindros permanecen en contacto durante todo el mov-vimiento.La energ��a cin�etica del cilindro de radio R2 es igual a la energ�ia cin�etica derotaci�on del cilindro alrededor de su eje de simetr��a axial que pasa por sucentro de masa, m�as la energ��a cin�etica translacional.T = 12m( _r2 + r2 _�21) + 14m R22 _�22 (66)Note que a�un cuando la con�guraci�on est�a completamente de�nida por doscoordenadas generalizadas (�1 y �2), utilizaremos adem�as la coordenada rcuyo valor est�a restringido por la condici�on que ambos cilindros est�an per-manentemente en contacto (ecuaci�on (65)).Eligiendo la referencia de potencial igual a cero sobre la recta horizontal quepasa por el centro del cilindro de radio R1, se tiene que la energ��a potencialgravitatoria es: V = m g r cos �1 (67)Entonces, el lagrangeano del sistema se escribe como :L = 12m( _r2 + r2 _�21) + 14m R22 _�22 �m g r cos �1 (68)Las ecuaciones de Lagrange para las coordenadas r, �1 y �2 resultan ser:a) r: ddt @L@ _r � @L@r = �1 @f1@r + �2 @f2@r (69)m �r �m r _�21 + m g cos �1 = �1 (70)b) �1: ddt @L@ _�1 � @L@�1 = �1@f1@�1 + �2 @f2@�1 (71)ddt( m r2 _�1)�m g r sen �1 = �2 (R1 + R2) (72)c) �2: 12m R22 ��2 = ��2 R2 (73)15



Utilizando (65) tenemos que _r = �r = 0. Entonces, (70) se reduce a:�m (R1 + R2) _�21 + m g cos �1 = �1 (74)Despejando �2 de (73) y reemplazando en (72) se tiene que:m (R1 + R2) ��1 �m g sen �1 = �12 m R2��2 (75)Derivando (64) dos veces con respecto al tiempo:(R1 + R2) ��1 = R2 ��2 (76)Reemplazando (76) en (75) se obtiene una ecuaci�on diferencial para �1:32(R1 + R2) ��1 �m g sen �1 = 0 (77)Note que esta ecuaci�on tambi�en se obtiene si al comienzo se utilizan l asrelaciones de restricci�on para expresar el Lagrangeano s�olo en funci�on de lacoordenada �1. La elecci�on de escribir el lagrangeano en funci�on de tres coor-denadas generalizadas nos permite obtener directamente informaci�on acercade las fuerzas de restricci�on.Multiplicando (77) por _�1 se puede escribir como:34(R1 + R2) ddt _�21 + m g d cos �1dt = 0 (78)Integrando esta ecuaci�on con las condiciones iniciales _�1 = 0 en �1 = 0, seobtiene que: (R1 + R2) _�21 = 43 m g (1� cos �1) (79)En principio esta ecuaci�on puede ser integrada y obtener �1 = �1(t); peronuestro inter�es va en otra direcci�on en este momento. Volvamos a la ecuaci�on(74). All��, el multiplicador de lagrange �1 corresponde a la fuerza normalque el cilindro de radio R1 ejerce sobre el cilindro de radio R2. Entonces,reemplazando el valor de _�21 obtenido en (79) en (74), se obtiene la fuerzanormal N(�1): �1 = N(�1) = m g3 (7 cos �1 � 4) (80)16



Note que N(�1) se anula en el instante en que el cilindro de radio R2 sedespega del cilindro de radio R1; �esto ocurre para un �angulo ��1 tal que:cos ��1 = 47 es decir ��1 = 55:15� (81)Valores negativos de la normal pueden existir si ambos cilindros se mantienenunidos por una barra r��gida sin masa, de manera que permanentemente secumpla que R1 + R2 = r = constante. Cuando la normal se hace negativaequivale a decir que la barra est�a ejerciendo una tensi�on para evitar que elcilindro se despegue. Note que el �angulo ��1 es independiente de los radios R1y R2.1.3 Momentum generalizadoDe�nici�on. Momentum generalizado o momentum can�onico p� asociado ala coordenada generalizada q� p� � @L@ _q� (82)Con esta de�nici�on, la ecuaci�on de lagrange para la coordenada q� adopta laforma _p� = @L@q� (83)Consecuentemente, cuando el Lagrangeano del sistema no depende expl��citamentede la coordenada q�, el momentum generalizado p� es constante. Decimosentonces que la coordenada q� es una coordenada c��clica y que p� es unaconstante de movimiento.1.4 Principios de simetr��a y cantidades conservadas.La noci�on de simetr��a juega un papel fundamental en todas las ramas de laf��sica, desde el mundo macrosc�opico hasta el mundo microsc�opico, donde lamec�anica de Newton deja de ser v�alida. En este secci�on, analizaremos laspropiedades de simetr��a del Lagrangeano de un sistema cl�asico. A modo deejemplo, consideremos el lagrangeano de una part��cula de masa m que semueve en un potencial que depende s�olo de la coordenada z:L = 12( _x2 + _y2 + _z2)� V (z) (84)17



Esta funci�on no depende expl��citamente de la coordenada x ni tampoco dey; consecuentemente, los momentum generalizados px y py son constantes demovimiento; i.e.: px = @L@ _x = m _x = constante (85)py = @L@ _y = m _y = constante (86)Note que el lagrangeano (84) permanece inalterado cuando cambiamos x!x0 = x + a e y ! y0 = y + b donde a y b son desplazamientos arbitrarios.Decimos entonces que el lagrangeano tiene la propiedad de simetr��a de serinvariante bajo translaciones en esas dos direcciones. Esta simetr��a se reejaen una ley de conservaci�on: las componentes px y py del momentum lineal seconservan en el tiempo.Como segundo ejempo consideremos el movimiento de una part��cula de masam en un campo de fuerzas centrales que derivan del potencial V (r). Estosigni�ca que el movimiento se mantendr�a en el plano de�nido por el vectorde posici�on y la velocidad inicial de la part��cula. En ese plano el lagrangeanode la part��cula tiene la formaL = 12 m ( _r2 + r2 _�2)� V (r) (87)Claramente, el lagrangeano en (87) no depende expl��citamente del �angulo�. En otras palabras, esta funci�on permanece inalterada cuando hacemosla transformaci�on � ! �0 = � + �, donde � es un �angulo arbitrario. Eneste caso decimos que el lagrangeano (87) es invariante bajo rotaciones enel �angulo �. Esta propiedad de simetr��a se mani�esta en la conservaci�ondel momentum generalizado p�; en efecto, la ecuaci�on de lagrange para lavariable � se escribe como:_p� = ddt @L@ _� = ddt (m r2 _�) = 0 (88)Note que p� = m r2 _� es el momentum angular l de la part��cula. Utilizandoeste resultado en la ecuaci�on de lagrange para la variable r, se obtiene laconocida ecuaci�on diferencial para r = r(t):m �r � l2m r3 + @v@r = 0 (89)18



1.5 Ecuaciones de HamiltonLa formulaci�on de las leyes de mec�anica cl�asica basada en el Lagrangeanoy las ecuaciones de Lagrange que se derivan de �el, presupone que el es-tado mec�anico del sistema queda perfectamente de�nido especi�cando si-mult�aneamente las coordenadas generalizadas y las velocidades generaliza-das. Sin embargo, �esta no es la �unica forma de proceder. En efecto, enciertos problemas tiene ventaja utilizar como variables independientes lascoordenadas generalizadas y los momenta generalizados.El paso de un conjunto de variables independientes al otro se realiza medianteun tipo de transformaci�on que los matem�aticos conocen con el nombre detransformaci�on de Legendre.De�nici�on.. La funci�on Hamiltoniano del sistema se de�ne como:H = X� p� _q� � L (90)La diferencial total de H se escribe como:dH = X� (dp� _q� + p� d _q�)� @L@q�dq� � @L@ _q�d _q� � @L@t dt (91)Pero, utilizando la de�nici�on de momentum generalizado se demuestra quelos dos t�erminos proporcionales a d _q� se cancelan mutuamente. Adem�as, laecuaci�on de Lagrange muestra que el tercer t�ermino en (91) es igual a _p�.Entonces, (91) se reduce a:dH = X� _q� dp� � _p� dq� � @L@t dt (92)Esta relaci�on muestra que la funci�on H depende de las variables indepen-dientes q� y p�. Diferenciando expl��citamente la funci�on H = H(q�; p�; t) setiene que: dH = X� @H@q� dq� + @H@p� dp� + @H@t dt (93)Comparando los coe�cientes de las diferenciales en (92) y (93) se concluyeque: @H@q� = � _p� @H@p� = _q� @H@t = �@L@t (94)19



Estas ecuaciones reciben el nombre de Ecuaciones de Hamilton o Ecuacionescan�onicas. Forman un conjunto de 2n ecuaciones de primer orden en lasvariables q� y p�. En esta formulaci�on las variables q� y p� tienen la mismaimportancia, tal como se mani�esta en la simetr��a de las ecuaciones.1.5.1 Propiedades del Hamiltonianoa) El Hamiltoniano se conserva cuando el Lagrangeano del sistema no de-pende expl��citamente del tiempo Derivemos (91) con respecto al tiempo:dHdt = X� ( _p� _q� + p� �q�)� @L@q� _q� � @L@ _q� �q� � @L@t (95)Ocupando que p� = @L=@ _q� se demuestra que el segundo t�ermino en (95) secancela con el cuarto. La ecuaci�on de Lagrange _p� = @L=@q� asegura que elprimer t�ermino se cancela con el tercero. Entonces, (95) se reduce adHdt = �@L@t (96)Consecuentemente, si L no depende expl��citamente de t, el Hamiltoniano Hes una constante de movimiento.b) En un sistema conservativo donde las relaciones de restricci�on no depen-den expl��citamente del tiempo, el Hamiltoniano es igual a la energ��a mec�anicadel sistemaCuando las ecuaciones de restricci�on no dependen expl��citamente del tiem-po, las ecuaciones de transformaci�on entre las coordenadas cartesianas y lascoordenadas generalizadas tampoco contienen el tiempo en forma expl��cita.En efecto, si existen k ecuaciones de restricci�on hol�onomas, se cumple que:xi = xi(q1; q2; :::q�; :::qn�k) (97)En ese caso, se puede escribir que:_xi = X�  @xi@q�! _q� (98)Utilizando (98), la energ��a cin�etica del sistema se escribe como:T = 12 nXi=1mi _x2i = 12 n�kX�=1 n�kX�=1( nXi=1mi @xi@q� @xi@q� ) _q� _q� (99)20



De�niendo: m�;� � nXi=1mi @xi@q� @xi@q� (100)la expresi�on (99) adopta la forma:T = 12 n�kX�=1 n�kX�=1 m�;� _q� _q� (101)Si adem�as el sistema es conservativo, se tiene que: L = T � V , dondeV (q1; ::::qn�k). Entonces, el primer t�ermino en la expresi�on para el Hamilto-niano en (90) se escribe como:X� p� _q� = X� @L@ _q� _q� = X� _q� 12  X� m�;� _q� +X� m�;� _q�! (102)Dado que los sub��ndices � y � son mudos, (102) se reduce a:X� p� _q� == X� X� m�;� _q� _q� = 2T (103)Consecuentemente:H = X� p� _q� � L = 2T � (T � V ) = T + V = E (104)Recuerde que, en general, el Hamiltoniano no es la energ��a del sistema.
21



1 ANGULOS DE EULERAnteriormente demostramos que la orientaci�on de un s�olido r��gido con respectoa un sistema de referencia �jo queda �unicamente determinada especi�cando 3par�ametros. Existen varias elecciones posibles. Los llamados �angulos de Eulerson una de esas alternativas.Consideremos dos sistemas de coordenadas con origen com�un O y cuyos ejesde coordenadas coinciden originalmente. Uno de los sistemas est�a �jo y de�nidopor el triedro de vectores ortonormales (êo1; êo2; êo3). El segundo sistema es soli-dario al s�olido y est�a de�nido por el triedro de vectores ortonormales (ê1; ê2; ê3).Los �angulos de Euler quedan de�nidos de la siguiente manera (Figura 1).1. Una rotaci�on del s�olido en un �angulo � en torno a êo3 lleva al vector ê2a la posici�on conocida con el nombre de linea de nodos, a lo largo de la cualde�nimos el vector unitario ê�.2. En esa con�guraci�on se hace rotar al s�olido en un �angulo � en torno a lal��nea de nodos; llevando as�� al vector ê3 a su posici�on de�nitiva.3. La posici�on �nal se alcanza rotando en un �angulo  en torno al eje ê3.Estas tres rotaciones permiten alcanzar cualquier orientaci�on del s�olido par-tiendo de una orientaci�on arbitraria.Note que los tres �angulos de Euler pueden variar independientemente; luego,pueden ser utilizados como coordenadas generalizadas para describir el movimientodel s�olido.Las siguientes relaciones entre los vectores unitarios anteriormente de�nidosresultan �utiles para una mejor comprensi�on de los �angulos de Euler.i) La l��nea de nodos (ê� ) es perpendicular al plano formado por los vectoresêo3; ê3.ii) La orientaci�on del vector ê3 con respecto al triedro �jo (êo1; êo2; êo3), quedadeterminada especi�cando los �angulos � y  (coordenadas esf�ericas).iii) El �angulo  es una simple rotaci�on en torno a la posici�on �nal del eje ê3.Una de las cantidades centrales en el estudio de la din�amica de un s�olidor��gido es la energ��a cin�etica de rotaci�on. En el sistema de coordenadas de losejes principales, queda expresada comoT = 12(I1 !21 + I2 !22 + I3 !23) (1)Nuestro prop�osito es escribir (1) en funci�on de los �angulos de Euler, �, � y .Si ocupamos, la propiedad de adici�on de las velocidades angulares, el vector ~!se puede escribir en dos formas alternativas:~! = !1 ê1 + !2 ê2 + !3 ê3 = !� ê� + !� ê� + ! ê (2)1



Figura 1: Angulos de Euler: (a) Rotaci�on en � alrededor de êo3, (b) Rotaci�onen � alrededor de ê� y (c) Rotaci�on en  alrededor de ê3
2



donde ê� = êo3 y ê = ê3. Tambi�en,!� � _� !� � _� ! � _De la �gura (1c) se puede ver queê� = sen ê1 + cos ê2 (3)De la �gura (1b) obtenemos queêo3 = �sen� ê�1 + cos� ê3 (4)donde el vector unitario ê�1 se escribe como (ver Figura(1): ê�1 = cos ê1 �sen ê2. Luego: êo3 = �sen�cos ê1 + sen�sen ê2 + cos� ê3 (5)Reemplazando, (3 y 5) en (2), se obtiene que:!1 = ~! � ê1 = � _� sen� cos + _� sen (6)!2 = ~! � ê2 = _� sen�sen + _�cos (7)!3 = ~! � ê3 = _ + _�cos� (8)Utilizando estos resultados en (1), obtenemos la expresi�on de la energ��a cin�eticade rotaci�on en funci�on de los �angulos de EulerT = 12I1( _�2sen2� cos2 + _�2 sen2 � 2 _� _� sen� sen cos)+ 12I2( _�2sen2� sen2 + _�2 cos2 + 2 _� _� sen� sen cos)+ 12I3( _ + _� cos�)2 (9)2 TROMPO SIMETRICO. Movimiento en uncampo gravitacional uniforme, con un puntodel eje de simetr��a �jo.La din�amica de un s�olido r��gido arbitrario es un problema complicado. En estasecci�on restringiremos nuestro estudio al caso particular de un trompo que poseedos momentos principales iguales (I1 = I2 6= I3). Entonces, la expresi�on parala energ��a cin�etica (9) se reduce a:T = 12I1( _�2sen2� + _�2) + 12I3( _ + _� cos�)2 (10)3



Figura 2: Trompo sim�etrico4



Consideremos un trompo sim�etrico que rota alrededor de su eje de simetr��a axial(p�ua) con el extremo �jo, bajo la acci�on de la fuerza de gravedad (2). La energ��apotencial gravitacional tiene la formaV = M g l cos�Entonces, el lagrangeano del sistema es:L = T � V = 12I1( _�2sen2� + _�2) + 12I3( _ + _� cos�)2 �M g l cos� (11)Una inspecci�on r�apida de este Lagrangeano nos revela que es independiente delos �angulos � y  (coordenadas c��clicas). Luego, los momenta generalizados p�y p son constantes de movimiento. Espec���camente,ddt (@L@ _� ) � _p� = ddt (I1 _�sen2� + I3 ( _�cos� + _)cos�) = 0 (12)Luego, p� = I1 _�sen2� + I3 ( _�cos� + _)cos� = constante (13)De la misma manera,p = (@L@ _ ) = I3( _�cos� + _) = constante (14)Note que p� p� y p son las componentes del momentum angular ~l del trompoen la direcci�on de los vectores unitarios ê�, ê� y ê , respectivamente. En efecto,en el sistema solidario de los ejes principales, el vector momentum angular seescribe como, ~l = I1!1ê1 + I1!2ê2 + I3!3ê3 (15)Multiplicando escalarmente esta ecuaci�on por ê� y utilizando (5, 3 y recordandoque ê = ê3), se obtiene:~l � ê� = �I1 !1 sen � cos  + I1 !2 sen � sen  + I3 !3 cos � (16)= �I1 (�sen � cos  _�+ sen  _�) sen � cos + I1 (sen � sen  _�+ _� cos ) sen � sen + I3 ( _ + _� cos �) cos �= I1 _� sen2 � + I3 ( _ + _� cos �) cos � = p� (17)An�alogamente, se demuestra que ê� � ~l = p� y ê � ~l = p . De (13) y (14) seconcluye que las componentes del momentum angular en las direcciones de losvectores ê� y ê se conservan.Por otra parte, la ecuaci�on de Lagrange para la coordenada generalizada � es:ddt @ L@ _� � @ L@ � = 0 (18)5



Despu�es de realizar las derivadas indicadas y reordenar los t�erminos se obtienela siguiente ecuaci�on diferencial:I1 �� = �I3 _�( _� cos � + _)sen � + I1 _�2 sen � cos � +M g l sen � (19)Esta ecuaci�on es complicada de resolver; no obtante puede ser simpli�cada enbuena medida despejando _� y _ en funci�on de � de las ecuaciones (13) y (14).En efecto, utilizando estas relaciones se obtiene que:_� = p� � p cos �I1 sen2 � (20)_ = p � 1I3 + cot2 �I1 �� p� cos �I1 sen2 � (21)Reemplazando (21) en (19) se obtiene una ecuaci�on diferencial que s�olo dependede �: I1 �� = I1 sen � cos � �p� � p cos �I1 sen2 � �2�p sen � �p� � p cos �I1 sen2 � �+M g l sen � (22)= cos �I1 sen3 � �p2� � 2 p� p cos � + p2�� p� pI1 sen � +M g l sen � (23)Esta ecuaci�on diferencial es altamente no lineal, lo que signi�ca que encontrarsu soluci�on es un problema complicado. Supongamos que �esto ya se ha logrado.Entonces, las ecuaciones (21) pueden en principio de ser integradas con respectoal tiempo para obtener � = �(t) y  = (t).En lugar de intentar una soluci�on directa de la ecuaci�on diferencial, uti-lizaremos un camino alternativo que permite obviar esta etapa. El punto departida es notar que en este problema s�olo intervienen fuerzas conservativas;consecuentemente, la energ��a total del sistema se conserva.E = T +V = 12 I1 ( _�2 sen2 � + _�2)+ 12 I3 ( _� cos �+ _)2+M g l cos � (24)Utilizando las relaciones (21) en (24), la energ��a se escribe como:E = 12 I1 _�2 + (p� � p cos �)22 I1 sen2 � + p22 I3 +M g l cos� (25)Esta expresi�on se puede reescribir como:E = 12 I1 _�2 + Veff (�) (26)6



donde hemos de�nido el potencial efectivo Veff como:Veff � (p� � p cos �)22 I1 sen2 � + p22 I3 +M g l cos� (27)Si derivamos la ecuaci�on (26) con respecto a la coordenada generalizada �,reproducimos exactamente la ecuaci�on (23)I1 �� = � @Veff@� (28)Estudio de la ecuaci�on (28) en la vecindad de un punto de equilibriodin�amico �0.La funci�on Veff (�) consta de tres t�erminos que han sido gra�cados inde-pendientemente en la Figura (2) El t�ermino p2=2 I3 es una constante que noaltera la posici�on del m��nimo de la funci�on Veff y puede ser absorbida en laelecci�on de la referencia de potencial cero. La posici�on del m��nimo queda esen-cialmente determinada por el primer t�ermino en (27). El valor m�as peque~no deeste t�ermino es cero y ocurre cuando p� = p cos �. Eso signi�ca que el valorde la raz�on p�=p queda comprendido entre + 1 y � 1. El gr�a�co de la �gura hasido confeccionado para una raz�on p�=p � 0. El t�ermino proporcional a cos �tiene el efecto de desplazar el m�inimo de la funci�on hacia valores mayores de �.Las caracter��sticas principales de este gr�a�co son: a) Que presenta un m��nimoen la vecindad del �angulo � = �0, b) Que para cualquier energ��a mayor queVeff (�0), existen dos puntos de retorno �+ y �� , entre los cuales se desplaza els�olido. En �0, los puntos de retorno coinciden; i.e. _� = 0. Tambi�en se cumpleque �� = 0 pues, �0 es el m��nimo de la funci�on potencial.Evaluando (21) en �0, obtenemos:_�0 = _�(�0)_0 = _(�0) (29)Integrando (29) vemos que, en este caso, los �angulos � y  var��an linealmenteen el tiempo.Analicemos ahora el comportamiento de �(t) en la vecindad de �0. Para elloescribimos �(t) = �0 + �(t), donde �(t) es una funci�on arbitraria, in�nitesimal.Entonces, una expansi�on en serie de Taylor de Veff en la vecindad de �0 tienela formaVeff = Veff (�0) + �@Veff@� ��0 �(t) + 12 �@2Veff@�2 ��0 �(t)2 + :: (30)La primera derivada de (27) evaluada en � = �0 es:�@Veff@� ��0 = � (p� � p cos �)(p � p� cos �)I1 sen3 � �M g l sen ���0 = 0 (31)7
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Figura 3: Funci�on potencial efectivo y las diferentes contribuciones que la con-forman 8



La segunda derivada del potencial efectivo evaluada en �0 se obtiene derivando(27) y utilizando (31)�@2Veff@�2 ��0 = p� p � I1 M g l(4� 3 sen2 �0)I1 cos �0 (32)Utilizando estos resultados, la energ��a total del trompo se escribe comoE = 12I1 _�2 + 12 �@2Veff@�2 ��0 �2 + Veff (�0) (33)Claramente, (33) tiene la misma forma que la energ��a de un oscilador arm�onicode frecuencia 
: 
2 = 1I1 �@2Veff@�2 ��0 > 0 (34)As��, resulta immediato escribir que:�(t) = �0 + �(t) = �0 + �0 cos (
 t+ �) (35)donde, � es una constante de fase y �0 es una constante cuyo valor dependede las condiciones iniciales. El movimiento es estable si 
2 > 0 y esto se logracuando el producto p� p en (32)tiene un valor positivo su�cientemente grande.2.1 APLICACIONES2.2 Trompo dormido.As�� se denomina la con�guraci�on en que el trompo es colocado a rotar con sueje practicamente vertical. Las condiciones iniciales son:�0 = 0 _� = 0 (36)En esta con�guraci�on se cumple que ê3 = ê03 y consecuentemente _� = _.Asimismo, se cumple que p� = p .> Es estable la rotaci�on del trompo en esta con�guraci�on? La respuesta esa�rmativa cuando la frecuencia 
2 en la ecuaci�on (34) es positiva. Es decir, sedebe cumplir que 
2 = p2 � 4 I1 M g l > 0 (37)En la pr�actica, debido al roce de la p�ua con el suelo, p decrece hasta llegar asu valor l��mite p =p2 I1 M g l (38)Para valores de p inferiores a �este, el movimiento es inestable.9



2.3 Precesi�on y Nutaci�on.Conocidos los valores de p� y p , la ecuaci�on diferencial para �(t) queda deter-minada. Una vez encontrado �(t) es posible en principio calcular �(t) y (t).El tratamiento general es complicado y aqu�� nos restringiremos a estudiar elmovimiento del trompo en la vecindad de la posici�on de equilibrio. En ese casosabemos de (35) que: � = �0 + �0 cos (
 t + �). Las expresiones para _� y _se obtienen llevando a cabo una expansi�on en serie de Taylor en la vecindad de� = �0, hasta el primer orden en � = � � �0._� = p� � p cos �I1 sen2 � �= ( _�)�=0 + � @ _�@ ���=0 � + ::: (39)_ = p � 1I3 + cot2 �I1 �� p� cos �I1 sen2 � (40)�= ( _)�=0 +� @ _@ ���=0 � + :::Por comodidad de�niremos:_�1 � � @ _�@ ���=0 _1 � � @ _@ ���=0 (41)Entonces, las ecuaciones (41) adoptan la forma:_� �= _�0 + _�1 � + ::: (42)_ �= _0 + _1 � + ::: (43)Supongamos que p� y p tienen valores tales que _�0, _�1, _0 y _1 son todos pos-itivos. Entonces, el movimiento del trompo tiene las siguientes caracter��sticas:1) La dependencia sinusoidal de �(t) en el tiempo (35) implica que _� y _oscilan en la vecindad de los valores medios _�0 y _0 en el transcurso deltiempo con frecuencia 
.2) Utilizando la suposici�on que _�0 y _�1 son positivos, se deduce de (42) que_� alcanza su m�aximo cuando �(t) es m�aximo (� m�aximo); es decir, lavelocidad de precesi�on del trompo ( _�) es mayor cuando el eje de simetr��aê3 est�a m�as alejado de la vertical. A medida que �(t) decrece, la velocidadde precesi�on tambi�en decrece. As��, el eje ê3 describe un rizo en el trancursodel tiempo cuya forma depende de la magnitud relativa de _�0 y _�1 (Figura2.3).3) La velocidad angular _ tambi�en oscila en el transcurso del tiempo, talcomo se observa en la expresi�on (43), sin embargo, dado que _0 en generales mucho mayor que _1, esa variaci�on es dif��cil de observar a simple vistay requiere en general de un estroboscopio.10



4) En general, _�0 y 
 no son m�ultiplos enteros uno de otro; consecuente-mente, el trompo no retorna a la misma condici�on de partida despu�es decompletar una vuelta de precesi�on.
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Figura 4: Nutaci�on de un trompo en diferentes condiciones12



1 Oscilaciones peque~nas1.0.1 Introducci�onUn tipo de movimiento muy com�un en toda clase de sistemas mec�anicosocurre en la vecindad de una con�guraci�on de equilibrio estable; i.e., cuan-do el sistema est�a restringido a moverse en el entorno de un m��nimo de lafunci�on energ��a potencial. Se dice entonces que el sistema realiza peque~nasoscilaciones alrededor de esa posici�on de equilibrio.En esta secci�on se presenta un tratamiento formal que permite analizar endetalle este tipo de movimiento cuando el sistema tiene muchos grados delibertad.En esta presentaci�on se supondr�a que todas la fuerzas externas son conser-vativas y que las relaciones de restricci�on no dependen expl��citamente deltiempo; entonces, la energ��a cin�etica se puede escribir como:T = 12 n�kX�=1 n�kX�=1m�;� _q� _q� (1)donde, m�;� = nXi=1 mi @xi@q� @xi@q� (2)Dado que las relaciones xi = xi(q1; ::::; qn�k) son funciones reales, se cumpleque: m�;� = m��;� = m�;� = m��;� (3)En la Figura 1.0.1 se muestra el gr�a�co de la funci�on potencial versus unacoordenada generalizada, en los casos de equilibrio estable, inestable e indi-ferente. Para que un sistema de n� k grados de libertad tenga un punto deequilibrio estable en q�1; q�2:::q�n�k se debe cumplir que: @V@q�!q�1 ;q�2:::q�n�k = 0 � = 1; 2::::; n� k (4) @2V@q� @q�!q�1 ;q�2:::q�n�k > 0 �; � = 1; 2; ::::; n� k (5)En la vecindad de la con�guraci�on de equilibrio estable, resulta convenienteescribir las coordenadas generalizadas como:q� = q�� + �� (6)1



Figura 1: (a) Estable , (b) Inestable y (c) Indiferentedonde, las funciones �� son peque~nas. De (6) se deduce que:_q� = _�� (7)Utilizando (7), la energ��a cin�etica (1) adopta la forma:T = 12 n�kX�=1 n�kX�=1m�;� _�� _�� (8)Llevando a cabo una expansi�on en serie de Taylor de la funci�on potencial enla vecindad del punto de equilibrio estable se obtiene que:V = V (q�1; q�2:::q�n�k) + 12 n�kX�=1 n�kX�=1 @2V@q� @q�!q�1 ;q�2 :::q�n�k �� �� + :: (9)Note que las primeras derivadas no aparecen en la expansi�on, pues son nulasde acuerdo con (4). De aqu�� en adelante ocuparemos la siguiente notaci�on:v�;� �  @2V@q� @q�!q�1 ;q�2 :::q�n�k (10)Con esta notaci�on, la energ��a potencial se escribe como:V = V (q�1; q�2:::q�n�k) + 12 n�kX�=1 n�kX�=1 v�;� �� �� + :: (11)2



Note que, cuando la funci�on potencial es real, se cumple que:v�;� = v��;� = v�;� = v��;� (12)Utilizando (8) y (11), el lagrangeano del sistema, al segundo orden en ��, seescribe como:L = T � V = 12 n�kX�=1 n�kX�=1m�;� _�� _�� (13)� 12 n�kX�=1 n�kX�=1 v�;� �� �� � V (q�1; q�2:::q�n�k) (14)Entonces, la ecuaci�on de Lagrange para la coordenada �� es:ddt @L@ _�� � @L@�� = 0 (15)n�kX�=1(m�;� ��� + v�;� ��) = 0 � = 1; 2; :::; n� k (16)La linealidad del sistema de ecuaciones (16) procede del hecho que el la-grangeano (14) es una forma cuadr�atica de las coordenadas y las velocidadesgeneralizadas.Antes de abordar la soluci�on general del sistema de ecuaciones diferencialeslineales (16), conviene estudiar el caso particular de un sistema con un gradode libertad. Eso permitir�a revisar un ejemplo familiar e introducir la notaci�onb�asica que se utilizar�a en las secciones subsiguientes. En ese caso particular,el sistema de ecuaciones (16) se reduce a una �unica ecuaci�on, que correspondea la ecuaci�on de movimiento de un oscilador arm�onico simple (suponiendoque v1;1 > 0). Introduciendo la notaci�on m1;1 � m y v1;1 = k, esa ecuaci�onse escribe como: m �� + k � = 0 (17)La soluci�on de (17) conviene escribirla en una notaci�on apropiada para serextendida f�acilmente a sistemas con muchos grados de libertad.Note que la ecuaci�on (17) tiene coe�cientes reales; luego, puede ser escritacomo la parte real de la ecuaci�on:�z + km z = 0 (18)3



donde z(t) es una variable compleja; tal que, �(t) � Rez(t). La linealidad de(18) sugiere que la soluci�on es del tipo:z(t) = z0 exp(i!t) (19)donde, z0 es una constante compleja. Reemplazando (19) en la ecuaci�on (18)se obtiene que: (!2 � km) z0 = 0 (20)De donde resultan dos soluciones para !:!1 = s km y !2 = �s km (21)Entonces, la soluci�on general de (18) se escribe como:z(t)(1) = z(1)+ exp(i!1 t) + z(1)� exp(�i!1 t) (22)Las constantes complejas z(1)+ y z(1)� equivalen a cuatro constantes reales. Elsuper��ndice y el sub��ndice (1) en (22) son redundantes en el caso de un sistemacon un grado de libertad y han sido inclu��dos solamente para permitir unaconexi�on continua con la soluci�on general que se ver�a m�as adelante.Tomando la parte real de (22) se obtiene la soluci�on de la ecuaci�on original(17):�(t)(1) = Re z(t)(1) = z(1)+ + z(1) ��2 exp(i!1t) + z(1) �+ + z(1)�2 exp(�i!1t)(23)De�nici�on: z(1)0 = z(1)+ + z(1)�� � �(1) exp (i�1) (24)donde �(1) y �1 son constantes reales que se determinan a partir de las con-diciones iniciales del problema. Entonces,�(t)(1) = Ren�(1) exp (i!1 t+ i �1)o = �(1) cos(!1t+ �1) (25)4



1.1 Caso GeneralSiguiendo un procedimiento an�alogo al descrito en la secci�on anterior, elsistema de ecuaciones (16) se puede escribir en funci�on de n � k variablescomplejas z� como sigue:n�kX�=1(m�;� �z� + v�;� z�) = 0 � = 1; 2; :::; n� k (26)donde: Re fz�g = ��.Intentaremos encontrar la soluci�on al sistema de ecuaciones (26) escribiendo:z� = z�� exp(i!t) (27)donde z�� es una constante compleja. Reemplazando (27) en (26) se obtiene:n�kX�=1(v�;� � !2 m�;�) z�� = 0 � = 1; 2; :::; n� k (28)El sistema (28) es un sistema de ecuaciones lineales , homog�eneo , con coe�-cientes reales, de n�k ecuaciones y n�k inc�ognitas. Para que existan solucio-nes de este sistema distintas de la soluci�on trivial (i.e., z�� = 0 ;para todo �)se debe cumplir que el determinante de los coe�cientes sea igual a cero 1det k (v�;� � !2 m�;�) k= 0 (29)La ecuaci�on (29) es llamada la ecuaci�on caracter��stica y es un polinomio degrado n � k en !2; luego, existen n � k ra��ces !2s ; s = 1; 2; :::; n � k. Lascantidades !s reciben el nombre de frecuencias caracter��sticas , frecuenciaspropias o autofrecuencias. Para cada !s existe una ecuaci�on del tipo (28):n�kX�=1(v�;� � !2s m�;�) z(s)� = 0 � = 1; 2; :::; n� k (30)Note que el super��ndice (�) en (28) ha sido reemplazado por (s) en (30)cuando la frecuencia es !s.Antes de proseguir, demostraremos algunas propiedades generales de lasra��ces !s.1An Introduction to the THEORY of LINEAR SPACES by Georgi E. Shilov. Traducidodel ruso por Richard A. Silverman, Prentice Hall, Inc., 5a edici�on, (1965)5



a) Los valores !2s son reales y positivosDespu�es de multiplicar (30) por z(s)�� y sumar sobre �, se obtiene que:!2s = Pn�k�=1Pn�k�=1 z(s)�� v�;� z(s)�Pn�k�=1Pn�k�=1 z(s)�� m�;� z(s)� (31)Escribiendo el n�umero complejo z(s)� en funci�on de su parte real y suparte imaginaria; i.e.: z(s)� = a(s)� + i b(s)� , el numerador de (31) puedeescribirse como:Pn�k�=1 n�kX�=1(a(s)� + i b(s)� )� v�;� (a(s)� + i b(s)� ) (32)= Pn�k�=1 n�kX�=1 v�;� a(s)� a(s)� + n�kX�=1 n�kX�=1 v�;� b(s)� b(s)� (33)donde, hemos utilizado la propiedad (12). Claramente, la expresi�on re-sultante es real. Adem�as, cada una de las dobles sumatorias en (33) sonformas cuadr�aticas positiva de�nidas. Esto se puede ver de (11), dondela doble sumatoria es necesariamente positiva, ya que V (q�1; q�2:::q�n�k)es el valor m��nimo de la funci�on energ��a potencial. Un argumento si-milar demuestra que el denominador de (31) es real y positivo. Estocompleta la prueba que las cantidades !2s son reales y positivas.b) La raz�on z(s)� =z(s)M , es real para cualquier valor de M = 1; 2; ::::; n� k.Esto se puede ver f�acilmente al dividir cada ecuaci�on del sistema (30)por z(s)M . De esta forma, el sistema homog�eneo de n�k inc�ognitas z(s)� setransforma en un sistema inhomog�eneo de n�k�1 inc�ognitas, z(s)� =z(s)M ,con coe�cientes reales. Note que, !2s , m�;� y v�;� son n�umeros reales;consecuentemente, el valor de las inc�ognitas tambi�en es real. Pero,para que la raz�on entre dos n�umeros complejos sea real se requiere queambos tengan la misma fase. En otras palabras, la constante de faseresulta independiente del sub��ndice �; i.e., el n�umero complejo z(s)� tienela forma: z(s)� = �(s)� exp(i�s) � = 1; 2; :::; n� k (34)6



c) Las amplitudes reales �(s)� satisfacen la siguiente relaci�on de ortonor-malidad. n�kX�=1 n�kX�=1 �(s)� m�;� �(t)� = �s;t (35)Demostraci�on. Utilizando (34), la ecuaci�on (30) se puede reescribircomo: n�kX�=1(v�;� � !2s m�;�) �(s)� = 0 (36)Una ecuaci�on an�aloga se cumple para la frecuencia angular !t; i.e:n�kX�=1(v�;� � !2t m�;�) �(t)� = 0 (37)Multiplicando (36) por �(t)� , (37) por �(s)� , sumando sobre � ambasexpresiones y luego rest�andolas, se obtiene que :(!2s � !2t ) n�kX�=1 n�kX�=1 �(s)� m�;� �(t)� = 0 (38)De (38) se deduce que cuando !2s 6= !2t , la doble sumatoria necesariamen-te es nula, tal como se enunci�o en (35) . Por otra parte, cuando s 6= tpero !2s = !2t , se dice que esas frecuencias son degeneradas.Puede ocurrirque la ecuaci�on caracter��stica tenga varias ra��ces iguales; i.e., doblemente,triplemente,...n-veces degeneradas; en ese caso la relaci�on (35) a�un se puedesatisfacer utilizando el procedimiento de ortonormalizaci�on de Gram-Schmidt(ver ejemplo). Cuando t = s, siempre se pueden rede�nir las cantidades �(s)�de manera que se cumpla (35) (Normalizaci�on).La soluci�on general al sistema de ecuaciones (16) es una combinaci�on lineal delas soluciones del tipo (27), con coe�cientes que dependen de las condicionesiniciales del problema;i.e.:z�(t) = n�kXs nz(s)+;� exp(i !s t) + z(s)�;� exp(�i !s t)o (39)donde, z(s)+;� y z(s)�;� son constantes complejas. Tomando la parte real de (39),se obtiene que:Re z�(t) � ��(t) (40)7



= n�kXs 8<:(z(s)+;� + z(s)��;� )2 exp(i !s t) + (z(s)�+;� + z(s)�;�)2 exp(�i !s t)9=;De�niendo: (z(s)+;� + z(s)��;� ) � Cs�(s)� exp(i �s) (41)donde Cs es una constante real, (39) puede ser escrita como:��(t) = n�kXs Re nCs �(s)� exp(i !s t)o (42)= n�kXs Cs �(s)� cos(!s t+ �s) (43)donde, las constantes Cs y �s se calculan a partir de las condiciones inicialesdel problema.As�� , (43) muestra que la evoluci�on temporal de cada coordenada �� es unasuperposici�on de n�k movimientos arm�onicos Cs cos(!s t+�s) de frecuenciabien de�nida.1.1.1 Coordenadas normales.Una pregunta que se origina naturalmente se re�ere a la posibilidad de elegirlas coordenadas generalizadas de manera que cada una de ellas ejecute indi-vidualmente un movimiento arm�onico simple. En efecto, esto es posible y selogra eligiendo como coordenadas generalizadas las funciones:�s = Cs cos(!s t+ �s) s = 1; 2; ::::; n� k (44)Entonces, la ecuaci�on (43) se escribe como:�� = n�kXs �(s)� �s (45)Note que la relaci�on (45) es una transformaci�on lineal entre las antiguascoordenadas �� y las nuevas coordenadas ��. Reescribiendo el lagrangeano(14) en fuci�on de las nuevas coordenadas, se tiene:L = 12X�;� Xs;s0 �(s)� m�;� �s0� _�s _�s0 � 12X�;� Xs;s0 �(s)� v�;� �s0� �s �s0 � V0 (46)8



Utilizando la relaci�on de ortonormalidad (35), P�;� �(s)� m�;� �(t)� = �s;t y larelaci�on (36), el lagrangeano (46) se reduce a:L = 12 n�kXs=1 � _�2 � !2s �2�� V0 (47)As�� , la ecuaci�on de Lagrange para cada coordenada �s resulta ser la ecuaci�onde movimiento de un oscilador arm�onico simple de frecuencia !s:��s � !2s �s = 0 (48)Las coordenadas generalizadas �1; �2; ::::; zn�k reciben el nombre de coordena-das normales. Este tipo de coordenadas resulta especialmente adecuado paraanalizar oscilaciones forzadas en un sistema de varios grados de libertad. Enese caso, el lagrangeano del sistema se escribe como:L = L0 + n�kX�=1F�(t) �� (49)donde, L0 es el lagrangeano (14). Escribiendo L en funci�on de las coordenadasnormales, se tiene que L0 adopta la forma (47) y el segundo t�ermino en (49)se escribe como:n�kX�=1F�(t) �� =Xs n�kX�=1 F�(t) �(s)� �s =Xs fs(t) �s (50)donde: fs � n�kX�=1F�(t) �(s)� (51)Entonces, el lagrangeano (49) se escribe como:L = 12 n�kXs=1 � _�2 � !2s �2�+Xs fs(t) �s � V0 (52)Utilizando las ecuaciones de Lagrange para el lagrangeano (52) se obtiene quecada coordenada normal satisface la ecuaci�on t��pica de un oscilador arm�onicoforzado: ��s + !2s �s = fs(t) (53)9



1.2 Vibraciones Moleculares.Las mol�eculas son sistemas formadas por N part��culas (�atomos), cuyas inte-racciones mutuas dan lugar a diferentes con�guraciones de equilibrio estable.En la vecindad de cada una de ellas la mol�ecula presenta un conjunto defrecuencias propias de oscilaci�on, igual al n�umero de grados de libertad devibraci�on del sistema.El n�umero de grados de libertad de vibraci�on de una mol�ecula se calculasustrayendo del n�umero total de grados de libertad 3N , 3 grados de libertadnecesarios para �jar la posici�on del centro de masa del sistema y 3 gradosde libertad (3 �angulos de Euler, por ejemplo) requeridos para determinarla orientaci�on de la con�guraci�on de equilibrio con respecto a un sistemade coordenadas �jo. As�� , el n�umero de grados de libertad de vibraci�ondel sistema molecular resulta ser 3N � 6. Una excepci�on la constituyen lasmol�eculas cuya con�guraci�on de equilibrio es lineal, ya que s�olo se requieren 2�angulos para determinar su orientaci�on en el espacio; debido a que la rotaci�ona lo largo de la l��nea que las une no produce ning�un efecto. En este caso, eln�umero de grados de libertad de vibraci�on es 3N � 5.Se acostumbra a clasi�car los modos normales de vibraci�on en una mol�eculade acuerdo a la simetr��a de los respectivos desplazamientos en torno a lasposiciones de equilibrio. El m�etodo general utilizado en esta clasi�caci�on haceuso de teor��a de grupos que es una materia que no se abordar�a en este curso2. Sin embargo, algunas ideas generales de simetr��a pueden ser introducidasa este nivel para ayudar a visualizar la forma en que oscilan estos sistemas.En efecto, cuando las posiciones de equilibrio de los �atomos est�an contenidasen un plano, los modos de oscilaci�on se pueden clasi�car en dos grupos:a)los �atomos experimentan desplazamientos dentro del plano y b) los �atomosse desplazan fuera del plano durante el movimiento. Para los movimientosque ocurren dentro del plano se tienen 2 N grados de libertad. Restandodos grados de libertad que determinan la posici�on del centro de masa y ungrado de libertad de rotaci�on en torno a un eje perpendicular al plano, seobtiene que restan 2 N � 3 grados de libertad de vibraci�on contenidos enel plano. Restando este n�umero de la cantidad total de grados de libertad3 N�6 para una mol�ecula cualquiera, se obtiene que existen N�3 grados delibertad de vibraci�on fuera del plano. En el caso de mol�eculas lineales, existenN � 1 grados de libertad de vibraci�on longitudinales. Consecuentemente, la2Consultar por ejemplo.... 10



Figura 2: Modos de oscilaci�on de una mol�ecula lineal de tres �atomoscantidad de modos de oscilaci�on transversales es 3 N�5�(N�1) = 2 N�4.Pero, si llamamos eje x la direcci�on que de�nen las posiciones de equilibrio,vemos que N � 2 oscilaciones ocurren en la direcci�on y y otras N � 2, dela misma frecuencia, ocurren en la direcci�on z. En otras palabras, existenN � 2 frecuencias doblemente degeneradas.EJEMPLO.Determine las frecuencias de vibraci�on de la mol�ecula lineal sim�etrica de tres�atomos (m1 = m3), que se muestra en la Figura 1.2. Suponga que la energ��apotencial de interacci�on s�olo depende de las distancias AB, BA y del �anguloABA. De acuerdo con la discusi�on desarrollada en los p�arrafos anteriores,el n�umero de frecuencias propias longitudinales de una mol�ecula lineal esN � 1 = 2 y el n�umero de frecuencias transversales distintas es N � 2 = 1.Estas se muestran en la Figura 1.2.Sean x1, x2 y x3 los desplazamientos longitudinales de los �atomos A, B y Ce y1, y2 e y3 sus desplazamientos transversales, medidos desde las respectivasposiciones de equilibrio. El lagrangeano del sistema es:L = 12m1 _x21 + 12m2 _x22 + 12m1 _x23 + 12m1 _y21 + 12m2 _y22 + 12m1 _y23� 12k2 l2 �2 � 12 k1f(x2 � x1)2 + (x3 � x2)2g (54)11



donde k1 y k2 son constantes de elasticidad. En este lagrangeano las coor-denadas longitudinales y transversales aparecen desacopladas; luego, resultal�ogico tratarlo como dos subsistemas separados:L = Ll + Lt (55)donde:Ll � 12m1 _x21 + 12m2 _x22 + 12m1 _x23 � 12 k1f(x2 � x1)2 + (x3 � x2)2g(56)Lt � 12m1 _y21 + 12m2 _y22 + 12m1 _y23 � 12k2 l2 �2 (57)Si se elige el origen del sistema de coordenadas en el centro de masa de lamol�ecula se cumple que:m1 x1 +m2 x2 +m1 x3 = 0 (58)m1 y1 +m2 y2 +m1 y3 = 0 (59)La condici�on (58) permite eliminar la coordenada x2 del lagrangeano Ll:Ll = 12m1 ( _x21 + _x23) + 12m21m2 ( _x21 + _x23 + 2 _x1 _x3) (60)� 12k1f(x1 � m1m2 (x1 + x3))2 + (x3 � m1m2 (x1 + x3))2g (61)Si adem�as se de�nen nuevas variables: qa = x1 + x3 y qb = x1 � x3, ellagrangeano Ll se escribe como:Ll = M m14 m2 _q2a + m14 _q2b � k1 M24 m22 q2a � k14 q2b (62)donde, M = 2 m1+m2. Claramente, la forma del lagrangeano Ll indica quelas coordenadas qa y qb son las coordenadas normales para las vibraciones lon-gitudinales. En efecto, las ecuaciones de movimiento para cada una de ellascorresponden a osciladores arm�onicos de frecuencias !a = qk1 M=m1 m2 y!b = qk1=m1 respectivamente.Utilizando (59) y la simetr��a del desplazamiento de los �atomos (y1 = y3) en la�unica oscilaci�on transversal posible (Figura 1.2), se tiene que el lagrangeanoLt se escribe como Lt = m1 m24 M l2 _�2 � 12k2 l2 �2 (63)12



Donde � es una coordenada generalizada igual a: �� 6 ABC; tal que, tan � =y2 � y3=l donde l es la distancia de equilibrio entre dos �atomos vecinos de lamol�ecula. La ecuaci�on de movimiento asociada al lagrangeano (63) es la deun oscilador arm�onico simple de frecuencia !t = q2 k2 M=m1 m2.
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