MA4006-2 Combinatoria
Profesora: Maya Stein
Auxiliares: Javier Marinkovic y Martin Gilabert

Guia de ejercicios complementarios #1

Ejercicio 1. Definimos los niimeros de Fubini (o los niimeros ordenados de Bell) T(r) como el nimero
de particiones ordenadas de [n], es decir el nimero de tuplas (73,...,T;) talesque 1 < k <ny {T,~}l’.‘:1
es particion de [n].

a) Verifique que T(n) = 3}'_, k!S(n, k) y que para cada n > 1 tenemos

n n-1
T(n) =y (Z)T(n -0=y (Z)T(k)
k=1 k=0

con valor de borde T(0) = 1.

b) Muestre que T(n) es el numero de relaciones de preorden totales en [n] (un preorden es una
relacion refleja, transitiva y total).

Ejercicio 2. Sean k,n € N. Cuente el nimero de k-tuplas (X3, ..., Xi) de [n] sujetos a las siguientes
condiciones por separado (es decir, los problemas son independientes):

a) XxinNn---NXe =0.

b) X1 X2 C--- C Xy

¢) los X; son disjuntos de a pares.
d) X1uXpU---UXg = [n].

Ejercicio 3. Recordemos que r|s significa que r divide a s. Una cadena de divisores de n es una
secuencia aglai| - - - |ax donde ap = 1y a, = n. Por ejemplo, 30 tiene 13 cadenas de divisores:

1)3/6/30  1]2/10130 1]36]30 1]3|15/30 1|5/10|30 1]5]15|30
112130 1]3|30 1/5/30  1]6]30 1]10]30  1/15/30  1]30.

Sea n el producto de m primos distintos. Encuentre el nimero de cadenas de divisores de n.
Ejercicio 4. Sean € N.

a) Encuentre el nimero de maneras de elegir una composicion a de n, y de después escoger una
composicion de cada parte de «. Entregue una prueba combinatorial. Ojo: no identificamos ma-
neras de hacer este procedimiento si las composiciones “finales” de n son la misma.

b) Si 1 < k < n, muestre que entre las 2"~! composiciones de n, la parte de tamafio k aparece
(n =k +3)2"7%k=2_ Por ejemplo, sin = 4y k = 2, entonces la parte 2 aparece unavezen 2+ 1 + 1,
1+2+1,1+1+2,ydosvecesen 2+ 2 para un total de 5 partes.

Ejercicio 5. Sean A un alfabeto finito, p € N\ {0} y w € AP. Decimos que v es una rotacién de w si
existen palabras s, r tales que w = st y v = ts, y llamamos Rot(w) al conjunto de las rotaciones de w. Por
ejemplo, Rot(ababed) = {ababcd, babeda, abcdab, cdabab, dababe} y Rot(ababab) = {ababab, bababa}.

a) Muestre que para cada w € AP, |Rot(w)| divide a p y pruebe que |Rot(w)| = 1 ssi todos los simbolos
de w son iguales.

b) Concluya por multiconteo el pequefio teorema de Fermat: para todo p primoy a € N, a” = a
mod p.

Indicacion: considere el conjunto de palabras de AP que no tienen todos sus simbolos iguales.



Ejercicio 6. Diremos (de manera general y un poco vaga) que el g-analogo de un objeto matematico
es otro objeto que depende de la variable ¢ y que se “reduce” al objeto original al tomar ¢ = 1. Una
propiedad deseable que pedimos que tengan los g-andlogos es que si el objeto original se refiere a
conjuntos finitos, entonces su g-analogo se pueda interpretar en términos de subespacios de espacios
vectoriales de dimension finita sobre el cuerpo finito F¢ cuando ¢ es la potencia de un primo.

a) Definimos el polinomio (n) =1+¢g+¢*+---¢"' = (1 - ¢")/(1 — g) como el g-anélogo de n € N,
y el polinomio (r)! = (1)(2)--- (n) como el g-analogo de n!. Muestre que n! cuenta el nimero de
secuencias estrictamente crecientes

0=SpcSc---cS,=[n]

de subconjuntos de [n].

Muestre cuando g es la potencia de un primo,(n)! cuenta el nimero de secuencias estrictamente
crecientes
{0} =V W C--~CVn=]FZ

de subespacios del espacio vectorial n-dimensional F” sobre F,,.
q q

b) Sea (as,...,a,) una composicion débil de n € N. Definimos

n B (n)!
(al,az,...,am) T (a1)! - (am)!

n n

ai,...a )y (k) = (k,:—k)' Muestre que

m

PPN S s Rl
HE W A

n

3 n . .
para n > k (con valores de borde (j) = 1). Concluya que ( an am) es un polinomio en g con
coeficientes enteros nonegativos. {Puede encontrar su grado?

el g-analogo del coeficiente multinomial (

Por el resto de este ejercicio, ¢ sera la potencia de un primo.

¢) Muestre que (i) es el nimero de subespacios vectoriales de dimensién k de Fg.

Indicacion: cuente de dos maneras las formas de elegir una tupla (v1, ..., ;) de vectores lineal-
mente independientes en Fy. La demostracion es andloga a prueba de la igualdad () = nk/k).

d) Sea GL(n,q) el conjunto de todas las transformaciones lineales invertibles de Fy en si mismo.
Consideramos a GL(n, g) como el g-andlogo de §,,. Muestre que

IGL(n, q) = (¢" = 1)(q" = 9)(q" = ¢*) - (¢" = ") = ¢D(q - 1)"(m)\.

Ejercicio 7.

a) Sean x e y variables que satisfacen la relacién de conmutacién yx = gxy, donde ¢ es una variable
que conmuta con x e y. Muestre que

ey =) (Z)xky"‘k.

k=0

b) Generalice lo anterior a (x1 + x2 + - - - + x,,)" donde x;x; = gx;x; parai < j y g conmuta con cada
Xi.



c) Generalice nuevamente lo anterior a (x; + x2 + - -+ + x,,,)", donde x;x; = g;xjx; parai < jy, y
donde las variables ¢; conmutan con todos los x; y entre si.

Ejercicio 8. Definamos el andlogo de composiciones débiles para conjuntos: una k-particién ordenada
débil de [r] es una tupla (A1,..., Ax) de subconjuntos de [r] tales que A; N A; = 0 paracadai # jy
Uj?zlA ; = [n]. En otras palabras, es una particién en la que permitimos partes vacias.

Encuentre el numero de k-particiones débiles de [n].

Ejercicio 9. Definimos los nimeros de Fibonacci por F; = 1, F, =1y F,, = F,_1 + F,_2 sin > 3. Expre-
se las siguientes cantidades en funcién de estos nimeros, mostrando que satisfacen una recurrencia
similar o dando una prueba combinatorial.

a) El namero de subconjuntos de [r] que no contienen enteros consecutivos.

b) El nimero de composiciones de n en partes mas grandes que 1.

¢) El numero de composiciones de n en partes de tamaiio 1 o 2.

d) El nimero de composiciones de n en partes impares.

e) El nimero de secuencias (&1, €2, . . .,&,) de ceros y unos tales que &1 < &g > &3 < &4 > +--.

f) Y aias---a; donde la suma es sobre todas las 2"~! composiciones aj + as + - - - + ax = n.

Indicacion: use la parte c).

Ejercicio 10. Fijemos n, j, k € N. ¢Cuantas secuencias de enteros 1 < a; < az < -+ < a; < n existen
talesque a;11 —a; > jparacadal <i < k-—1?
Ejercicio 11. Sean, k € N.

a) Encuentre una expresion para el nimero de k-tuplas (71, 7o, . . ., Tx) de subconjuntos de [n] tales

que

en funcién de los nimeros de Fibonacci.
b) Muestre combinatorialmente que
n .
n—j
Fn+1 = Z ( . )
=

Ejercicio 12. Definimos los nimeros de Lucas L, por Lo = L1 =1, Ly =3y L, = L,-1 + L, para
n>3.

a) Muestre que L, el nimero de subconjuntos de n puntos distintos en un circulo que no contienen
a dos puntos consecutivos. Esto muestra que L, es un “dnalogo circular” de F,, .o ({por qué?).

b) Muestre que el numero de maneras de elegir un subconjunto S de [r] y una permutacién = € S,
tal que n(i) ¢ S para cadai € S es F,.1n!.
Indicacion: elija primero un S € ([Zl) y mire donde puede caer n(i) parai € S.

¢) Muestre que si en la parte anterior pedimos que 7 sea un n-ciclo, entonces el nimero de maneras
de elegir Sy wres L,,(n — 1)!.



