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Auxiliar 11
P1. Dada una medida con signo µ en (X,F), pruebe que se tienen las siguientes fórmulas para

µ+, µ−, |µ|:

µ+(A) = sup
B⊂A,B medible

µ(B)

µ−(A) = − ı́nf
B⊂A,B medible

µ(B)

|µ|(A) = sup
(Ai)∈PF (A)

∑
|µ(Ai)|

con PF (A) = {(Ai)
n
i=1 | (Ai) son disjuntos y

⋃n
i=1Ai ⊂ A}

P2. Sea (X,F) un espacio medible. Defina

M(X,F) = {µ | µ es una medida con signo finita sobre (X,F)}.

Además, defina
‖µ‖ = ‖µ‖M(X,F) = |µ|(X).

Con |µ| la variación de µ.

a) (Propuesto) Pruebe que (M(X,F), ‖·‖) es un espacio vectorial normado. (De hecho, resulta
ser un Banach)

b) Muestre que si µ, ν ∈M(X,F) son medidas de probabilidad, entonces

‖µ− ν‖ = 2 sup
A∈F
|µ(A)− ν(A)|.

Pruebe también que

‖µ− ν‖ = sup{
∫
fdµ−

∫
fdν | ‖f‖∞ ≤ 1}.

c) Si ν es absolutamente continua con respecto a µ, pruebe que

‖µ− ν‖ = 2

∫ (
1− dν

dµ

)
+
dµ.

P3. Sean µ, ν medidas con signo finitas sobre (X,F).

a) Pruebe que µ y ν son singulares entre śı ⇔ |µ| y |ν| son singulares entre śı.

b) Pruebe que, si se cumple lo anterior,

‖µ− ν‖ = ‖µ‖+ ‖ν‖.

c) Suponga que X tiene al menos el cardinal del continuo. Muestre que (M(X,F), ‖·‖) no puede
ser separable.


