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Auxiliar 2

P1. Sea A C P(X) un élgebra, A, la coleccién de uniones numerables de elementos en Ay A, la
coleccion de intersecciones numerables de elementos en A,. Sea py una premedida en A y p* su
medida exterior inducida.

a) Para cualquier F C X y € > 0, existe A € A, tal que E C Ay p*(A) < u*(E) +e¢

b) Si pu*(E) < oo, entonces E es p*-medible si y solamente si existe B € A,s con E C By
p(B\E)=0

c) Propuesto: Si p es o-finita, se puede levantar la restriccién p*(E) < oo en b).

P2. Sea p* la medida exterior en X inducida por la premedida finita pug. Si £ C X, definimos la
medida interior de E como p,(E) = po(X) — p*(E€). Probar que E es p*-medible si y solamente

si pu(E) = p* (E).

Indicacién: Utilice el problema anterior.

P3. Sea X un espacio métrico y € > 0. Se define

p2(A) = min{|7] | A € | Bai, )}
iel
a) Probar que pf es una medida exterior.

b) Definamos 9(A) = lim._,o 1> (A). Encontrar explicitamente ¢(A) y probar que es una medida.

P4. Sea X un espacio métrico, B = B(X) su o-dlgebra boreliana y p : B — R, una medida finita.
Probar que todo boreliano B cumple la siguiente propiedad:

Ve > 0,3F C X cerrado, 3U C X abierto, FCBCUy u(U\F)<e

Para ésto, se sugiere seguir el esquema

a) Probar que la propiedad es cierta si B es cerrado.
b) Definir F = {B € P(X) | La propiedad es cierta para B} y probar que es una o-algebra.

¢) Concluir.



