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Auxiliar 2

P1. Sea A ⊂ P(X) un álgebra, Aσ la colección de uniones numerables de elementos en A y Aσδ la
colección de intersecciones numerables de elementos en Aσ. Sea µ0 una premedida en A y µ∗ su
medida exterior inducida.

a) Para cualquier E ⊂ X y ε > 0, existe A ∈ Aσ tal que E ⊂ A y µ∗(A) ≤ µ∗(E) + ε

b) Si µ∗(E) < ∞, entonces E es µ∗-medible si y solamente si existe B ∈ Aσδ con E ⊂ B y
µ∗(B \ E) = 0

c) Propuesto: Si µ0 es σ-finita, se puede levantar la restricción µ∗(E) <∞ en b).

P2. Sea µ∗ la medida exterior en X inducida por la premedida finita µ0. Si E ⊂ X, definimos la
medida interior de E como µ∗(E) = µ0(X)− µ∗(Ec). Probar que E es µ∗-medible si y solamente
si µ∗(E) = µ∗(E).

Indicación: Utilice el problema anterior.

P3. Sea X un espacio métrico y ε > 0. Se define

µ∗ε(A) = mı́n{|I| | A ⊂
⋃
i∈I

B(xi, ε)}

a) Probar que µ∗ε es una medida exterior.

b) Definamos ψ(A) = ĺımε→0 µ
∗
ε(A). Encontrar expĺıcitamente ψ(A) y probar que es una medida.

P4. Sea X un espacio métrico, B = B(X) su σ-álgebra boreliana y µ : B → R+ una medida finita.
Probar que todo boreliano B cumple la siguiente propiedad:

∀ε > 0,∃F ⊂ X cerrado, ∃U ⊂ X abierto, F ⊂ B ⊂ U y µ(U \ F ) ≤ ε

Para ésto, se sugiere seguir el esquema

a) Probar que la propiedad es cierta si B es cerrado.

b) Definir F = {B ∈ P(X) | La propiedad es cierta para B} y probar que es una σ-álgebra.

c) Concluir.


