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Flujos residuales



Red N = (G, u, s, t)
G=WV,E),u: E—-Ry,s,teV

s-t flujo f: B — R
Conservaciébn Vv € V — s — ¢

fo () = f(67 (v)) — £(67(v)) =0

Flujo factible: 0 < f < w
valor(f) = foU(s) = f™"(t).

Vs-t corte X, f flujo factible.
foUH(X) = valor(f) < cap(X)




Llamemos OPT al valor de un s-t flujo méximo en N = (G, u, s,t).
OPT > 0 si y solo si existe s-t camino P de capacidad

P) =mi >0
cap(P) = min ue



Llamemos OPT al valor de un s-t flujo méximo en N = (G, u, s,t).
OPT > 0 si y solo si existe s-t camino P de capacidad

P) =mi >0
cap(P) = min ue

Demostracion:
© Si existe s-t camino P de capacidad positiva, entonces

OPT >

@ Si no existe tal camino, sea ;. = {e € E: u. > 0},
X = {v € V: v es alcanzable desde s en E. }



Red residual N = (Gf,uf, s,t)

e
A cada arco e de G se le agrega un reverso e
por el cual se puede devolver flujo.

G/ =(V,EUE). E={%:ecE}
Ve € E: uf(e) = ule) — fle)
Ve € E:uf(€) = f(e)

Flujos residuales y normalizaciones

F
Para g: EU E — R, (no necesariamente flujo)
en N¥ se define su normalizacién g: E — R

como g(e) = g(e) — g().
Yo € Vi g°t(v) = g°"*(v).
Luego g es flujo en G ssi g es flujo en G.




Sean f flujo factible en N. g flujo factible en N/
@ gesfluyjpen N.
@ [+ g es flujo factible en N.
@ valor(f + g) = valor(f) + valory(g).




Sean f, f’ flujos factibles en N

Definimos g en N/ como sigue. Para todo e € E:
(fle) < f'(e)) = gle) = f'(e) = fle), g(€)=0
(f(e) > f'(e)) = g(e) =0, g(e)=f(e) ~ f'(e)
@ g es flujo factible en N/

Q@ f=f+g
@ valor(g) = valor(f") — valor(f)




Sea f un s-t flujo factible en N, OPT valor de un flujo maximo

@ f es maximo <= el Gnico flujo factible en N¥ es g = 0
<= no existe s-t camino con capacidad residual positiva en N7.

@ f noes miximo <= existe flujo factible en N/ de valor OPT — valor(f)

Llamamos camino aumentante a cualquier s-t camino P en N/ con capacidad
capf (P) = mineep uf (e) > 0.



Sea f un s-t flujo factible en N, OPT valor de un flujo maximo
@ f es maximo <= no existe camino aumentante.
@ f noes maximo <= existe flujo factible en N/ de valor OPT — valor(f)



Flujo maximo, corte minimo



Sea N una red
méx{valor(f): f s-t flujo factible} = min{cap(X): X, s-t corte} J

Demostracién:
Q Existe flujo maximo (solucién éptima de un PL).
@ Sea f flujo maximo. No hay camino aumentante en N7
Q Sea X =



Ford-Fulkerson



ForD, FULKERSON (1956)

Entrada: Red N = (G, u, s, 1)

fAE—=R, f+0

Construir N7.

mientras Existe camino aumentante en N/ hacer
Elegir cualquier camino aumentante P.
[ f+xPcap/(P).
Recalcular N7.

fin

devolver f.

Si Ford-Fulkerson termina entonces devuelve un
flujo maximo.
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@ Capacidades enteras: el algoritmo termina en O(OPT) iteraciones. Luego es un algoritmo
de complejidad O((n +m)OPT).

@ Capacidades enteras: el algoritmo no es polinomial.
© Capacidades racionales:
@ Capacidades irracionales:

© Problema mayor:



Edmonds y Karp propusieron (1972) dos variantes de Ford-Fulkerson que son polinomiales
para datos enteros.

@ EK1: Aumentar por el camino aumentante de mayor capacidad residual
© EK2: Aumentar por el camino aumentante de menor nimero de arcos.

Veremos ambos algoritmos.



Descomposicion de Flujo



f >0 un s-t flujo en G. Ps i s-t caminos. Py i t-s caminos.

Teorema: existen constantes A > 0 tal que:

valor(f) = 0 entonces f = Z AexC.

cec
valor(f) > 0 entonces f = Z Apxt + Z AexC.
PePs ¢ cecC
valor(f) < 0 entonces f = Z Apxt + Z AexC.
PEPy s ceC

El nimero total de coeficientes no nulos es a lo mas |E|

Demostracién: Induccién en |E|. Sea
e Si existe ciclo C. Sea A\¢ = min.cc f(e) = f(e*) entonces f’
negativo en G — e de igual valor.
@ Luego suponemos aciclico.

C: ciclos.

f—Xox© es s-t flujo no



e Sivalor(f) >0, sea X = {v: alcanzables desde s con arcos}
e Sit ¢S, entonces

@ Luego t € Sy existe s-t camino P.

e Casi valor(f) < 0 anélogo.



Sea f es un s-t flujo factible en N (en particular f > 0) con valor(f) > 0.
El teorema de descomposicién de flujo garantiza que

F=3 apx"+ D Aex©,

PEPs Ccec

con todos los A > 0 y a lo mas m términos no nulos.

Luego, existe un s-t camino en N con mi}ral fe>
ec



Edmond-Karp 1: Caminos de mayor capacidad



EpMONDS, KARP (1972)

Entrada: Red N = (G, u, s,t) con capacidades
enteras

fiE—=R f<0

Construir N/.

mientras Existe camino aumentante P en N7 hacer
Elegir P de mayor capacidad residual.
[ [+ xFcap/(P).
Recalcular N/.

fin

devolver f.

Teorema
EK1 termina en O(mlog OPT) iteraciones. J
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