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Problemas de matching perfecto de costo minimo.

1. Tres problemas equivalentes

1. Dado G = (V, E) bipartito w : E — R.
Encontrar matching M de peso w(M) méaximo.

2. Dado G = (V, E) bipartito, k e N, w : E — R.
Encontrar matching M con |M| =k y de peso w(M) méximo.

3. (Problema de asignacién) Dado G = (V, E) bipartito completo balanceado, ¢ : E — R.
Encontrar matching perfecto M de peso ¢(M) minimo.

Se pueden ocupar costos positivos o negativos.

Ejercicio presentable: Demostrar que 3 = 1
Ejercicio desafio: Demostrar que 3 = 2

1.1. Problema de asignacion como programa lineal entero

Sea G = (LU R; E = L x R) grafo bipartito completo balanceado.
¢: F — R funcién de costo.

min E T;5Cij

ijEE
Recuerdo: min { ¢’z :x € X} = min { ¢’2: 2 € conv(X)}

1.2. Birkhoff Von Neumann + Programacién lineal
Optimizacién lineal + teorema BVN + dualidad
min Z XijCij
ijEE

Z Tij = 1, Vie L

jER
X = ZxZJ:I,V]GR

i€l

r €{0,1}F

Si no se considera la condicién z € {0,1}¥ y se reemplaza por = > 0.

Luego por el teorema de Birkhoff Von Neumann, se tiene:
Z Ti5 = ]., Vie L
JER
X = conv(X™ : M matching perfectos)= Yxiyj=1VjeR
i€l
z>0

Con esto se transforma el programa entero (que podria ser dificil), por un problema lineal.
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Ahora el problema es resolver este nuevo poliedro.
Para atacar este problema, se utilizan herramientas de optimizacién lineal, en donde la primera idea es usar dualidad.

Si se considera como primal al dltimo X visto, tomando z; como una variable para cada j € R y y; para cada i € L. Se
podria calcular la funcién objetivo del dual, la cual quiere maximizar de la siguiente formas:
méx >, yi + 3z

i€l jER
En el primal hay variables i y j, entonces para el dual se tiene una restriccién para cada i,j posible. Con esta restriccién,
queda el siguente problema:

max » .y, + > %
i€L JER
yi+zk§6ija Vi,jGLXR

En las siguientes secciones se vera como se resuelven entos problemas.

2. Introduccién a Algoritmos Primal-Dual

SIMPLEX no es un algoritmo polinomial (pero es raro que no logre soluciones rapidas).
En algunos casos, es posible encontrar soluciones de un PL de manera combinatorial:
Algoritmo Primal-Dual.
1. Encontrar solucién Dual d factible inicial
2. Repetir:
a) Obtener vector p con holgura complementaria respecto a d
b) Si p es primal factible, se tiene
¢) Sino, usar p para encontrar un mejor d DUAL

Si se aplica esta idea general a un matching, se obtiene lo que se ve a continuacion.

2.1. Holgura complementaria en problema de asignacién

min Z Ti5Cij

jeE
Zqul,v_]GR yi-i-ZkSCij,VZ.,jELXR
i€L
z € {0,1}F

Se toma una solucién primal factible, una dual factible, si satesfacen holgura complementaria, entonces todo es épti-
mo.

Holgura: Es la diferencia entre el lado derecho y el lado izquierdo.
Por ejemplo en y; + 2 < ¢;; la holgura es (¢;; — y; — 2;)

Holgura complementaria: Dice que la holgura es 0 o la variable asociada es 0.
Por ejemplo en el mismo caso anterior quedarfa (¢;; —y; — 2;) - %i; =0= 2,3 =0V (¢;j —yi —2;) =0

Observacidn: x primal factible & (y,z) dual factible & holgura complementaria = dptimo. Demostracién propuesta (sale
una 1 linea).
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Lema 1. Si (y,z) dual factible, M matching perfecto M C E(y,z) = {ij € E : ¢;j — y; — z; = 0} entonces M es
asignacion optima
E(y,z) ={ij € E: ¢;j — y; — z; = 0}, seran llamadas las aristas ajustadas.

Como se quiere utilizar matching perfectos, se utilizara solo el dual por lo tanto el problema primal se omite.

2.2. Algoritmo Hungaro primal-dual para problema de asignacién

Notacién: Y y; =y(L)y > z; = 2(R)
€L jER

Algorithm 1: Primal-Dual (Khun 1955)

Entradae: L x R— R

(y, z) solucién dual-factible inicial

Repetir
M < matching de tamano maximo de
E(y,2)={ije E:cj —y; — z; =0}
si M perfecto entonces devolver M

Entonces el dual vendria siendo: max y(L)—i—z(R) .
vi + 2z < i, Viy g

El primer paso del algoritmo trata de encontrar una solucién factible inicial.

Segundo paso: se encuentra un matching de tamano méaximo en las aristas ajustadas, si se tiene suerte el matching
es perfecto, luego por el lema anterior es 6ptimo. Si no es perfecto se utiliza el matching maximo para encontrar una
solucién dual factible, con mejor valor (¢, 2). Una posible forma de solucionar esto es tomando y; = 0, Vi € L, entonces
necesariamente z; = i C;j =y +2; = 2; < zj < ¢ .

Luego, queda lo siguiente:

Algorithm 2: Primal-Dual (Khun 1955)

Entradae: L x R—> R
y <+ 0,Vj € E,z; + min{c;j; —y; i € L}
Repetir
M <+ matching de tamafio maximo de
E(y,z)={ij€ E:c;j —y; — z; =0}
si M perfecto entonces devolver M
en otro caso
e« min{c;; —y; —2zj 1 € LNQ,j € R\Q}
Yy y+ext
2 + z — ex'"? (Q=alcanzables)
fin
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Demostraciéon
L §,2=(y+eXL"Q 2 — eXLNQ) es dual factible.
2. Es de mayor valor que (y, z)
Del grafo bipartito inicial D(G, M), se va a considerar sélo D(E(y, z), M) que vendria siendo el matching maximo.

A todos los alcanzables de L se le aumenta un € y a todos los alcanzables en R, se le resta un e. En particular se va a usar
el mayor € posible tal que la solucién siga siendo factible. Al observar todas las aristas que hay entre L N Q y R\Q@ en el
grafo original (no en el grafo ajustado) tales que ¢;; —y; — 2z; > 0 (porque la solucién era factible). Se analizan todos estos
valores y se ocupa el minimo, el cual no puede ser 0 ya que se sabe que C' = (L\Q) U (RN Q) es un cubrimiento minimo,
lo cual quiere decir que todas las aristas tocan o bien a L\Q o bien RN Q. Entonces las aristas que van @ N R a R\Q no
son ajustadas. Esto implica que el minimo es mayor estricto que 0 y ese € es el que se va a utilizar.

Ahora se quiere probar que para todas las aristas del grafo se cumple que atn se tiene esta restriccion. se tiene que las
aristas que van de QN L a R\Q (1) (aristas de tipo uno), tenfan holgura positiva, si se le suma epsilon a N L, entonces el
lado izquierdo queda ¥; + Z; = y; + z; + € < ¢;5, por lo tanto, siguen siendo factibles. Luego, las aristas de tipo 2, que van
de@NLa@QNR(2), conesto, ¥; +Z; =y; + €+ 25 —e = y; + 2; < ¢;; también cumpliendo la factibilidad. Se verd ahora
el tercer tipo de arista, que van de L\Q a R\@ (3), como no se alteraron, quedaron igual, entonces 4; + 2; = y; + z; < ¢;;.
Para finalizar se ve el cuarto tipo de arista, las que van de L\Q a @ N R (linea curva en figura 1) queda lo siguiente
Ui +2; =yi +2; —€ < y; + 27 < ¢i;. Todo esto implica que §(L) + Z2(R) = y(L) = 2(R) +€-|Q N L| —e-|Q N R|, entonces
QN Ll + 1IL\QN _
ol L) =ei-dd,
luego como |c| < |L|, ya que el cubrimiento minimo es igual al tamarnio de un matching méximo, el cual por hipétesis no
es perfecto. la demostracién de que es mayor a (y, z), se tiene directo de las igualdades anteriores.

falta probar que e-|QNL|—e-|QNR| > 0, pero se puede igualar a lo siguente y(L)+z(R)+e- (

QNL (+e) QNR (—¢)

INQ —B)—— R

Figura 1

Correctitud

El algoritmo termina cuando encuentra un matching perfecto en las aristas ajustadas de acuerdo a la solucién dual en la
que esta parada y el lema con el que se partio, se dice que ese matching es solucién éptima del problema de simulacion.
Por ende si el algoritmo termina, devuelve solucién 6ptima.

Complejidad

Lema 2. Se tienen los siguientes:
(1) |M| no decrece.

(2) M puede crecer solo n veces.

(8) Cuando M no crece, Q aumenta.

En cada paso se va a llamar a la iteraciéon Repetir.

Primer paso: Se quiere probar que el cardinal de M siempre aumenta, o en el peor de los casos, se mantiene. Se sabe que
todas aristas del matching van de derecha a izquierda, pero ninguna va en diagonal, es decir de alcanzable a alcanzable, o
inalcanzable a inalcanzable. Si M C E(y, z), entonces M C E(g, Z), luego las aristas de M siguen siguen siendo ajustadas,
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es decir, al menos tiene las mismas aristas de antes (si una arista sale, quiere decir que no pertenecia al matching)
(1)

Para M en cada paso se calcula el matching de tamano maximo, ese tamano o bien se mantiene o bien crece, y cuantas
veces puede crecer es a lo mas n veces (2).

€ se elije mirando Q N L, R y tomando el menor valor de holgura de las aristas del grafo que cruzan de @ N L a R.
Entonces al elegir ese €, al menos alguna arista de esa zona se ajusta. Si v € @ sigue estando en @, porque las aristas
entre alcanzables siguen estando en el grafo. Pero como se ajusté una arista, que se llamara e = [r, entonces en la nueva
iteracién r € @, el cual es un vértice nuevo, ojo que ) no puede crecer mas de n veces tampoco (3).

Debido a lo anterior en total hay n? etapas o iteraciones.

3. Resumen

El algoritmo hiingaro primal-dual encuentra un matching perfecto de costo minimo en O(n?) iteraciones, cada una de
ellas toma O(n + |E(y, 2)|) = O(n?).

En total O(n%).

Nota: Mejores algoritmos para matching de peso méximo (no nec. completo)

Algoritmo Complejidad
Kunh (1955) O(n%)
Iri (1960) O(n*m)
Dinic-Kronrod (1969) O(n?3)
Edmonds-Karp O(nm + nlog(n))




