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Interseccion de Matroides.



Sea M = (S,Z) matroide e I € Z un independiente.

Grafo de intercambios de I en M
G1(M) = (S, Ey) bipartito con partes I, S\ I:
xy € Er (xel,ye S\I)siysolosil+y—xz€cZ.

Teorema: Si J C S, |J| = |I].
Q@ J €7 = 3 matching perfecto I \ J: J\ I en
G1(M).
@ Existe tnico matching perfecto I\ J: J\ I en
G[(M) — J EL

Corolario: Intercambio fuerte de bases

Sean Ay B son bases de una matroide. Existe biyeccion
p: A— BtalqueVa € A, A+ p(a) — a es base.




Teorema (1): Sea M = (S,Z) matroide, I € Z, J C S, |J| = |I|.
J € T —> existe matching perfecto entre I\ Jy J\ I en G;(M). J

Dem: Si H = G(M)[I'\ JU J \ I] no tiene matching perfecto...



Teorema (2): Sea M = (S,Z) matroide, I € Z, J C S, |J| = |I|.
Unico matching perfecto N entre I\ Jy J\Ien G{(M) = J¢& IJ

Dem: Orientemos N en G(M) hacia I, el resto hacia S\ I. ;Ciclos?






Si se encuentra matching N en G;(M) tal que N es el (inico matching perfecto de sus
extremos, entonces podemos intercambiar los extremos manteniendo independencia (camino
de intercambio).

Llamémos a N matching de intercambio.
i Cémo hacer algo similar en dos matroides M; = (S,Z;), M2 = (S,Z2)?

Idea: Usar caminos que alternen entre un matching de G;(M;j) y un matching G;(Ms).



Si se encuentra matching N en G;(M) tal que N es el (inico matching perfecto de sus
extremos, entonces podemos intercambiar los extremos manteniendo independencia (camino
de intercambio).

Llamémos a N matching de intercambio.
i Cémo hacer algo similar en dos matroides M; = (S,Z;), M2 = (S,Z2)?

Idea: Usar caminos que alternen entre un matching de G;(M;j) y un matching G;(Ms).

Digrafo de intercambios de 2 matroides

Dy(Mj, Ms) es la superposicién de
G1(M,) orientadode I a S\ I.
G1(My) orientado de S\ I a I.




Sea I € 7y NIy, con My = (S,71); My = (S,Z3) matroides.
Xi={yeS\I:I+yeli}, Xo={yeS\I:1+yecl}

iQué pasa si X1 N Xo # (7



ALGORITMO INTERSECCION DE MATROIDES
(AIGNER-DOWLING 1975 / LAWLER 1975)

Entrada: Oraculos para M; = (S,Z;), My = (S,Z5)
I+ 0.

Repetir

Construir Dy (M, M3)
Xl(—{yES\II—FyGZl}
X2<_{yES\II+y€IQ}

si 3X1-X5 camino entonces

Encontrar X;-X5 camino mas corto P
I+ IAV(P)

en otro caso

T + {v € S: Jv-X, camino}
devolver (I,T)

fin




Teorema: Si P es X;-X5 camino minimo en Dy(M;, Ms), entonces IAV(P) € 7, N T J

Basta probar que J = IAV(P) € Z; (el argumento es simétrico pues P reverso es Xo-X
camino minimo en D;(Ma, My)).



Teorema: Si P es X;-X5 camino minimo en Dy(M;, Ms), entonces IAV(P) € 7, N T J

Basta probar que J = IAV(P) € Z; (el argumento es simétrico pues P reverso es Xo-X
camino minimo en D;(Ma, My)).

Mi=S+2Z1={WCS:W\{z}eli}). I+=2 |J| = I + z|



Teorema: Si P es X;-X5 camino minimo en Dy(M;, Ms), entonces IAV(P) € 7; J

h=(S+2Iy={W CS: W el}).



Algoritmo/Teorema de Interseccién de matroides

ALGORITMO INTERSECCION DE MATROIDES
(AIGNER-DOWLING 1975 / LAWLER 1975)

Entrada: Oraculos para My = (S,Z;1), M2 = (S, 1)
I+ 0.

Repetir

Construir Dy (M7, Ms)

X1+ {yeS\I: I+yel}
X2<—{y€S\II+yEIQ}

si 3X;-X5 camino entonces

Encontrar X;-X5 camino mas corto P
I+ IAV(P)

en otro caso

T + {v € S: Jv-X, camino}
devolver (I,T)

fin

De lo anterior siempre se tiene:
ITeliny

Recuerdo: Dualidad débil
max{|l|: I € 1 NIy} <
min{ri(T) +r2(S\T): T C S}
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Teorema: Si no hay X1-X2 camino minimo en D;(Mi, Ms); y T = {v € S: Jv-Xo camino}
entonces |I| =7 (T) +r2(S\T)




Algoritmo

El algoritmo de interseccién de matroide encuentra un independiente comdn maximo en
tiempo polinomial (O(|S|?) tiempo y llamadas a oraculos).

Teorema de Intersecciéon de matroides
max{||: I € Zy NZTy} = min{r (T) +r2(S\T): T C S}




Comentarios:

@ Existen algoritmos polinomiales para calcular conjuntos independientes comunes a dos
matroides de peso maximo (similares a algoritmo primal-dual para matching)

@ Podemos definir una unién de dos matroides como aquella cuyos independientes son
todos los I; U I con I independiente en la primera matroide e I5 independiente en la
segunda. Se puede probar que este objeto es una matroide y el teorema de interseccién de

matroides nos da una férmula para el rango.
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