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Problemas de matching perfecto de costo minimo.
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>
@ Dado G = (V, E) bipartito w: E —®&)
Encontrar matching M de peso w(M) maximo.

l; k=2
@ Dado G = (V, E) bipartito, k € N, w: E —> 0*‘—!3-»0
Encontrar matching M con |M| =k y de peso w(M) maximo.
Ii=le |
© (Problema de asignacién). Dado G = (V, E) bipartito completo balanceado, c: E ~>©
Encontrar matching perfecto M de peso ¢(M) minimo. k3 0 o {3
Ejercicio presentable: Demostrar que 3 — 1 2 o ‘;
Ejercicios desafio: Demostrar que 3 = 2. v -
L £




K,

SeaG=(LUR;E E@) grafo completo bipartito balanceado.

c¢: E — R funcién de costo. 7‘55 cloif
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Recuerdo: min{c’z: x € X} = min{c’z: x € conv(X)} m‘,.fcl«?)




Optimizacién lineal + teorema de BVN)—i— dualidad: Z ()
(P J '
min Z T45Cij = min Z T45Cij méngfi + Z.z’:.l
ijeE X . ijeE ~ icL jER
inj=1Vj€R Z’ﬂ?ij=1Vj€R é: \3'1"'23 \<Cf5 Vi.)
icL icL v  €LxR
Yy =1Viel Ymij=1Vie L [edi
JER L.~ ) JER W
ze{0,1}7 z>0

"
Convy ( y'b’-’ ﬂ*/c‘ 1 ujS )




Introduccién a Algoritmos Primal-Dual 2
£ (P) 1OV¥

min e
iSIMPLEX no es un algoritmo polinomial! 1 @
(pero es raro que no logre soluciones rapidas)

En algunos casos, es posible encontrar soluciones de un PL de manera combinatoyial:
Algoritmo Primal - Dual.
@ Encontrar solucion DUAL d factible inicial -
© Repetir:
@ Obtener vector p con holgura complementaria respecto a d
@ Si p es primal factible, ganamos
@ Si no, usar p para encontrar un mejor d DUAL.
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(P) min Z TijCij = mé'xzyz + sz (D.)
ijeR i€L JER
;inj:L VieR yi + 25 < ¢y é‘VU
\éﬁ[p—v“ . HO,QV"O': -—
ay=1 Viel 7 (Cij“ﬁ"‘zﬁ‘)_(_'l: O Vije &
jer 1
x>0
x primal factible & (y, z) dual factible & holgura complementaria = 6ptimo. (DZ",‘;‘MD )J

Lema
Si (y, z) dual factible, M matching perfecto M C E(y,z) = {ij € E: ¢;j —y; — z; = 0}

R ST NV / i -
entonces M es asighacion 6ptima.

Ml)"’a/) a) UJ:C{aﬂ




(incompleto) Algoritmo Hiingaro primal-dual para problema de asignacién

y Z;
/,%Ll /J‘QEQ 2
ALGORITMO PRIMAL-DUAL (KUHN 1955)) (D)maxy(L) +2(R) =
Yi + 25 < cij Vij
Entrada: c: L x R > R o +4 TO
(y, 2) solucién dual-factible inicial. é—@ L\Q RmQ ) cubre (V, E(y, 2

en otro caso Encontrar dual-factible (g, Z) con :10
y(L) + 2(R) < §(L) + 2(R). (y,2) < (9,2)
e

Repetir
M < matching de tamafio maximo de %’
E(y,z)={ij€E:cij —yi —2; =0} &« 00
si M perfecto entonces devolver M & €lyz] o
o
e
2

@ SL:O \7{;6(_
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Completando detalles Q: alcanzables en D(G, M)

ALGORITMO PRIMAL-DUAL (KUHN 1955)) (D) méxy(L) + 2(R)
itz < cij v
Entrada: ¢: L x R — R @ iR S oy T
y <+ 0,VjeR, Zj m'ﬂ{cu@: i € L} . tC — (L\éi U(RﬂQj cubre (V,E(y,z))
Repetir N ACAK
M < matching de tamafio maximo de )
E(y,2) ={ij € E: ¢c;j —yi — z; = 0} ©
si M perfecto entonces devolver 1/ Y ?
en otro caso ¢ o
e < min{c;;—yi—z;: 1 € LNQ,j € R\Q}}v f B
Y y+extn? 3 Elyz)
& i Y (?Q :alcanzablesﬁ an ’D (Ely2), H))
fin :
5 FJ"{\ o \@)
) Fac No spu v
PDQZ
D E£>O
(1) 4,2 = (y + ex™ "9, 2 — exT"?) es dual factible. >
(2) Es de mayor valor que (y, 2) Z\Q. e\QL
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Correctitud

ALGORITMO PRIMAL-DuAL (KUHN 1955))

Entrada: c: L x R - R

y <+ 0,VYj € R,z + méx{c;; —y;: i € L}
Repetir

M < matching de tamafio maximo de

E(y,z) ={ij € E: ¢;j —y; — z; =0}

si M perfecto entonces devolver M &~

en otro caso

e« min{c;;—y;—z;: 1 € LNQ,j € R\Q}
y & y+ext?

Z+ 2 —ex""? (Q =alcanzables)

fin

v

PDQ:

(2) Es de mayor valor que (y, 2)

>
(1) §,2 = (y + ex™ "9, 2 — exf"?) es dual factible.\/j

[cl=l <z

(D) méxfy(L) + 2(R) )

Ty + 7 I< iy Vij

C=(L\Q)U(RNQ) cubre (V,E(y, 2))
QAL /) Qne
- _
o 136 L [4).«/
pe ‘de+8‘5—5i+7-3+£
1 — Gy
_A(}) (2) ,\,;) 3
L\ Q\& ’U, {'2:} :5;+ZJ-C1')'
Y ex DA
SL"’ZJ‘BE'.{SQ_; 57+, =948 S Cy

£G -

f‘——*’ﬁ
8lL) + Ele )= Bl2) +2(@)+E|ane|-Efo
—ulyszle)y &1L +/0\=]
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i Complejidad?
Si AlLGoe THy Termi no

@anL dLuvé ve Go/uuoy; of?l)u,q
— ant

ALGORITMO PRIMAL-DuAL (KUHN 1955))

Entrada: c: L x R - R
y(—O, VJ € R,Zj <—'mzix{cij — Y 1 € L}
Repetir & |tevocron

: N & 7
M < matching de tamafio maximo de o 9 RI1Q
E(y,z)={ij€ E: c;j —y; — z; =0} Menor
si M perfecto entonces devolver 1/ l\a Q_\G\ holgore,
en otro caso ME €y, ne (5, %
e < min{c;;—y;i—z;: i € LNQ, j € R\Q} 3 ) £y, )
yeytex e (4) (an anisler de M 51gueen ayeabel
2z e Q (Q =alcanzables) (2) obvio
#”!"ﬂ\f’/f% " (3) £.- &C’ac(aeﬁrc
Lemas CV\ 5uma mrs & @ Cre

0L) xle\a) s
(1)}M‘no decrece./(2) M puede crecer solo n veces. | 45t e O d L K,M ,q:}uﬁ I:)z:‘[q
(3) Cuando M no crece, Q aumentay,/” 5igur eslondd en O J?. cQq “
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Resumen
1

El algoritmo hdngaro primal-dual encuentra un matching perfecto de costo minimo en O(n
iteraciones, cada una de ellas toma O(n + |E(y, 2)|) = O(n?)

En total O(n?) ¥ M‘ﬁ‘z
Notas: Mejores algoritmos para matching de peso méximo (no nec. completo)

Algoritmo | Complejidad |

—>Kuhn (1955) O(n4)
Iri (1960) l}

O(n?
Dinic-Kronrod (1969) | O(n3)
Edmonds-Karp (1970) | O(nm + nlogn) g
X
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