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Proposicion 1. M es un matching de ta-
mano mdazrimo en G $si no existen caminos
M -aumentantes

Ejemplo 1. Veamos un ejemplo de la idea anterior.
Considere el siguiente grafo G = (V, E), con un
matching M (en rojo).
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/

En este caso M no es de tamafio maximo, pues
existe el siguiente camino aumentante P (en azul)

()

/

en este caso P (el camino aumentante) inicia y aca-
ba en aristas que no estan en M, y es alternante
(arista por medio del camino estd en M). En es-
te caso, como existe P aumentante, entonces M
no es maximo, de hecho MAP es matching con
|IMAP| =|M|+ 1, donde M AP es mathing maxi-

mo (en rojo):

Idea de un algoritmo para encontrar un mat-
ching de tamano maximo

1. Partir de un matching M (por ejemplo
M =0).
2. Repetir:
a) Buscar camino M-aumentante P.
b) Si lo encuentro. M < MAP.
¢) Si no lo encuentro, certificar que
no existen y terminar.

Una pregunta natural a realizar es:

;,Como se certifica que no hay
caminos M-aumentantes?

Definicién 1 (Cubrimiento por vértices
(vertex-cover)). Decimos que C' C V es cu-
brimiento por vértices de un grafo G = (V, E)
si toda arista e € E es cubierta (incidente)
por un vértice de C.

Ejemplo 2. Considere un grafo G = (E,V), con
C C V indicado en rojo en la figura. Notar que
todas las aristas e € F inciden en algin vértice
v € C, concluyendo que C es un cubrimiento por
vértices de G.

~

Observacion. En un digrafo, hay que tener cuidado
ya que una arista incide hacia uno de sus sentidos.


https://youtu.be/gqHrjFHlWn8
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Problema de los guardias del museo

Un guardia parado en una esquina (vértice)
de un museo puede vigilar los pasillos
adyacentes. ;Cuantos guardias se necesitan
para proteger todo el museo?

;Cual es el cardinal minimo de un
cubrimiento por vértices?

Dualidad débil

Existe una relacion entre el problema de hallar
un matching maximal y un cubrimiento mini-
mal.

Proposicién 2. Sea G un grafo. Sea M un
matching de G y C un cubrimiento de G. En-
tonces

(M| < |C]

Ejemplo 3. Por ejemplo, se puede tener el siguiente
grafo G con matching M en rojo y cubrimiento C'
en azul:

O——O

O——O

donde |C| = 6 y |M| = 4. Lo anterior ocurre en par-
te porque cada arista de M debe tocar un vértice
distinto de C.

Observacion. La proposicion anterior no asegura

que el matching mas grande alcance la igualdad
con el cubrimiento més pequefio:

méax |[M| < min |C]|

Ejemplo 4. Un caso particular donde no se alcanza
la igualdad es cuando G es considerado como

donde max |[M| =1y min|C| = 2.
s Por qué se llama dualidad débil?

Un pequeno recuerdo de programacion lineal (op-
timizacién):
max |M| < méx » . = min Yy, <min|C]|
eck D.F veV

Donde se define z. € {0, 1}, que indica si e € M.
Luego max | M| es igual al programa lineal:

ecE

Z Te < 1, YveV
e€d(v)
z. € {0, 1}, Vee £

El programa lineal anterior es aiin muy restrictivo
al ser entero, pero es posible relajar las condiciones
al siguiente programa lineal puro:

max Z Te

ecF

Z Te < 1, YveV
e€d(v)
re > 0, Veec E

Del curso de optimizacion se sabe que un programa
lineal puro tiene un programa dual, dado por:

min Z Yo

veV
Yu + Yo = 1, Ve e F,e =uv
yv207 V'UEV
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Definicion 2 (Grafo bipartito). Un grafo G = (V, E) se dice bipartito V' puede ser particionado
en dos conjuntos V; y V5 tal que cada arco del grafo conecta un nodo de V; con uno de V5.

Ejemplo 5. A continuacién se presentan los grafos completos bipartitos K39 y K33, senalando las par-
ticiones con rojo y azul, respectivamente se visualizan como:

Teorema 1 (Koénig). Si G = (V, E) es un grafo bipartito, entonces

max{|M| : M matching} = min{|C| : C' cubrimiento}

Comentario 1 (Sobre el teorema de Konig).

1. Este es el primer teorema que se estudia en el curso del estilo max-min simultaneo.

2. Para la demostracién basta ver que existe M matching y C' cubrimiento con |M| = |C].

3. Este teorema se demostrara algoritmicamente encontrando en simultaneo el par M, C' buscados.
Comentario 2 (Sobre los grafos bipartitos).

1. No es dificil encontrar paseos que alternen entre 2 colores, en grafos generales. Lamentablemente
encontrar caminos es mas complicado.

2. En grafos bipartitos, resulta que los paseos alternantes mas cortos son también caminos alternantes.

3. Una construccién auxiliar hace mas sencillo encontrar estos caminos M-alternantes (necesitamos
que sean M-aumentantes).

Sea G = (LUR, E) un grafo bipartito, M un matching. Sea el digrafo auxiliar D(G, M) = (LUR+s+t, E)

con arcos:
1. Cada e € M se dirige hacia L.
2. Cada e € E'\ M se dirige hacia R.
3. Arcos sv para cada nodo v € L es M-expuesto.
4. Arcos wt para cada nodo w € R es M-expuesto.

Lema 1. Cada s —t camino en D(G, M) estd en correspondencia con un camino M -aumentante

en G.
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La siguiente clase estudiaremos:

Teorema 2. Sea Q) el conjunto de los nodos alcanzables desde s en D(G, M). Si M es mdzimo
entonces

C:=(L\Q)U(QUR)

es un cubrimiento por vértices de G y |C| < |M]|.

Algorithm 1: Algoritmo (Koénig, 1931).
Sea G = (V, E), repeat
Construir D(G, M) y arbol BFS desde s;
@ < {Nodos alcanzables desde s en D(G, M)};
if t € @ then
‘ M < MAP, con P el camino M-aumentante encontrado.;
end
else
C=(L\Q)UERNQ);
return (M, C);
end

until;




