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Dijkstra revisitado



Dijkstra.

ALGORITMO DE DIJKSTRA (DIJKSTRA 1959):

Entrada: G = (V, E) dirigido, s € V, £: B — R*

para v € V hacer d(s,v) = +00. T'(v) < 0. PADRE(v) <— NULL
NoO-VISITADOS < V.

T(s) + 0.&

mientras TMIN + min T(v) < oo hacer
vENO-VISITADOS

Elegir v € NO-VISITADOS con T'(v) = TMIN. o
d(s,v) « T(v) v °
NO-VISITADOS < NO-VISITADOS — v
para w € N1 (v) N No-VISITADO hacer -
si T'(v) + £(vw) < T'(w) entonces
| T(w)+ T(v)+ £(vw), PADRE(w) v
fin =

fin

fin
devolver d, PADRE
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Inicializacién

1 (Vv eV) d(s,v)+ +oo, Ti(v) < +oo0.
2 NOVIs < V. Ti(s) < 0.

Iteracion i + 1

Tii=T;
1 TMIN +~ min T;(v),

veENOVIS

si TMIN = 400 entonces terminar
Elegir v* € NOVISs con T;(v*) = TMIN. o
NoVis <+ NoVis — v*
d(s,v*) < T;(v*)
(Vw € NT(v*) N NoVIs)
Ti1(w) < min(Ti(w), T;(v*) + £(vw)) ©

o b WN

v . @ Th)=ras

Teorema: Si H; es el grafo de los arcos con
colas visitadas al principio de la iteracion i

Yu visitado:
d(s,v) = distg(s,v) = distg, (s, v)
Vv No visitado:
T'(v) = disty;, (s,v)
Heracioa L: '/-fi_-. (V,ﬁ)
T(’U’)-‘ ]( O =g

+oo v¥ES.




Demostracién L+

Cambios iteracion 7 + 1

Teorema/ Visdodo
Vv visitado: . < d(s,v*) = Tz(v*)d/
d(s,v) = distg(s,v) = disty, (s,v) + (Yw € NT(v*) N NOVIS)
Vo No visitado: T'(v) = distg, (s,v) 4 T 1 (w) <+ min(7T; *) + L(vw)
Ves /1. ebr

Demostracion: _
1 Si v visitado en < .
d(s,v) W EIStH s, le distg,,, (s,v) > distg (s, v) —fdlstH (s,v ]
2. Siv=n1" - J
e d(s,v*) = T;(v* L—dIStH s, v* :->d|stgsv = {(P) T(v'*)

con P cgmmo minimo de s a v*
(P) =distgy, (s,v*)

Si P no usa arcos fuera de H;, entonces £(
Si P usa arcos fuera de H;, entonces .. £(P) > [5772).;_ Q[EPv) J""(H'/S’Z)'_ T: (?)

e " vesded, e
a 2 un wodo novisded, , "W“ LP < %—% Bgor> © 2 T‘(“*)
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Teorema Cambios iteracién 7 + 1

Yo visitado: d(s,v*) = T;(v*)

d(s,v) = distg(s,v) = distg, (s,v) (Yw € N*(v*) N NoViIs)

Vv No visitado: T'(v) = disty, (s,v) < Ti1(w) < min(T;(w), T;(v*) + £(vw))
Demostracion:

3. Si v no visitado, v ¢ N (v*)
Ti11(v) = Ti(v) = distg, (s, v) = disty,,,(s,v) »~

4. Si v no visitado, v € N*(v*) ¢
Tit1(v) = min(T;(v), T;(v*) + £(v*v)) = min(distg, (s v) ;i(s v*) 4+ L(v*v @dlstH1+l(s v)

/"
e(P) ﬁfl ho vSe U TS: Usa V
? Comicno mincms ea i do s 0 4@




?,ag.c/m.a'm"ﬁ

Funcién de largo Algoritmo ‘// Complejidad
Cualquiera en DAG | Orden Topolégico + PD | O(n + m) }
Unitaria BFS O(m+n)

Enteros entre 1 y M | BFS O(M(m+n)

No negativos Dijkstra O(m + nlogn)¥=
Conservativos Bellman Ford O(n(n+m))

iOjo: Estos algoritmos también funcionan en grafos no dirigidos (basta bidirigir aristas)!

ele)
lLe) N
% — T
-2 -2 (el
-_—\_. /.:}l

=z
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Idea 1: Gorren dhslome o Ao /Wmff JnicCa abqoL Cﬁc{a nozjo )

Funcién de largo Algoritmo Complejidad
Cualquiera en DAG | Orden Topolégico + PD | O (m ¢ (n4m )
Unitaria BFS (@) [Vl . ["'-{-m)
Enteros entre 1 y M | BFS 0 m-M(ntm
No negativos Dijkstra n (men 29 n
Conservativos Bellman Ford

0 [YI . ')1 [VH»»« ))
. \’-\—\/
Para largos conservativos en grafos densos (m = ©(n?)), esto es: g (‘uq)

que es demasiado lento.



‘/‘__\
Bellman Ford usa ( llamando D) (a,b) = d<j(a,b) )
[

DY (5. ¢) = min | D (s, ¢ in DO (s, O(u,t
(s,t) = min (s )’ue%lP(t> (s,u) + £(u, )

Esto equivale a: 1)
D /i',é): @)
DU (s, ¢) = min (D@(s,t), min D@ (s, u) + D(l)(u,t)>
. S ueN—(t)
= min DD (s, u) + DV (u,t) &—
= (t)+¢ ;
p (i) 1) (ieq e !

_»= min DY (s,u) + D'V (u,t). D ): D OD(J

6”[}/,&): 400




Si A, B son matrices en FV*V" entonces

(A-B)(s,t) = Z A(s,u) - B(u,t)

ueV

Consideremos ahora matrices en((RT>°)V >V L

(A® B)(S,Q = Lréi‘r}(A(s, u) + B(u,t))

iEl producto recién definido es asociativo!
(No es anillo pues la primera operacién (min) no tiene inversa).

(/.\@@)@/Gf = A@)(@CDCB.




- [w<2
CALCULAR TODAS LAS DISTANCIAS - D

Entrada: G = (V, E) dirigido, ¢: E — R conservativo

0 sia=1>b 5
DM (a,b) = { l(ab) siabe E <+ Olw
+00  en otro caso

para k =2,...,n — 1 hacer

*®) — pk-1) o p)
filn pA i 63—/] O(“a)

devolver D("—1)

Complejidad: O(wz, + O(wn 1’)3) = O(Vl L'/)




Mejor

CALCULAR TODAS LAS DISTANCIAS

= n >
Entrada: G = (V, E) dirigido, {: E — R conservativo M Q[ﬂm
Sea M el menor entero tal que 2" >n — 1.
0 sia=1"b
DW(a,b) = { L(ab) siabe E ¢ oln?) lep&)ldnr{
+00  en otro caso O[M " 3)

para k=1,..., M hacer

@) _ p* ) o pE)
fi‘n X2 ORI [O[”B)]

devolver D)

- = nlog
P O+l »)

y

k
Propuesto: Modificar el algoritmo anterior para que guarde matrices de (argmins) R,(f:iM

Suponga acceso directo a todas las matrices calculadas y muestre como calcular un s-t camino
minimo en tiempo O(n) .
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Roy (1959), Floyd(1952), Warshall(1962) se dieron cuenta que la idea de iterativamente
aumentar el conjunto de arcos usables es mas eficiente que la multiplicacién de matrices.

Para G = (V, E) dirigido, ¢ conservativo. Enumeremos los vértices como vy, ..., v,.
v - iy -,
04\)’/.\5‘:./3 JV{,...,Vl'f
I

D(u,v,i) = min{l(P): P es u-v camino con vértices internos en V;}
e

(//'f 7
Con esto: %MX
o~

D(u,v@) = DW (u,v) v
D(u,v,i+ 1) mln( b[u,,—‘) D ,.,/>,+ D(V-H %

U3 wrs’ Se vso J'))
V‘{-1 A :




Algoritmo de Floyd-Warshall

ALGORITMO DE (ROY)-FLOYD-WARSHALL

Entrada: G = (V, E) dirigido, {: E — R conservativo
(1L 0 sia=">
D(a,b,1) = { ¢(ab) siabe E /
+00 en otro caso
parak=2,...n,a € V,b €V hacer
D(a,b, k) =

min(D(a,b, k — 1), D(a,vg, k — 1) + D(vg, b, k — 1))
fin
devolver D(a,b,n)

4

4

wa/»&/:'cfcvc/
)

0/1/

=

Propuesto: Suponga acceso directo al arreglo D y muestre como calcular un s-t camino
minimo en tiempo O(n). Mas ain, muestre como calcular un arbol de distancias desde s en

tiempo O(n + m).
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@ Bellman-Ford: Existe un ciclo negativo alcanzable desde s si y solo si no hay desigualdad
triangular en d<,,_1. Es decir, existen vw € E tal que
d<pn-1(s,v) > d<p_1(s,w) + £(w,v)

@ Floyd-Warshall: Existe ciclo negativo si y solo si D(a,a,n) < 0 para algin a € V.

Propuestos:
@ Modificar BF para que devuelva el ciclo negativo encontrado.

@ Modificar FW para que devuelva el ciclo negativo encontrado.
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