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Auxiliar 12

Encuentre todos los grupos abelianos de orden 49 y 111. ;Que puede decir de n general?

Lema de Nakayama: Sea M un R-moédulo finitamente generado. Asuma que si I un ideal de R
y ¢ un endomorfismo de M tal que ¢(M) C I M, entonces ¢ satisface una ecuacién de la forma

A"+ a1 "+ .+ ayidy =0
con a; € 1.

a) Sea I un ideal tal que IM = M. Muestre que existe x € Rtalquexz —1€ [y M = 0.

b) Defina el radical de Jacobson (J) como la interseccién de todos los ideales maximales de R.
Si I es un ideal de R tal que I < J, pruebe que IM = M implica M = 0.

c) Sea N < My I C Jun ideal. Muestre que si M = IM + N, entonces M = N.

Sea K/F una extensién de cuerpos y p € F[X] irreducible y de grado > 2. Muestre que si
ged(gr(p), [F: K]) = 1, p no tiene raices en K.

Sea K, F' cuerpos finitos.
a) Exhiba un polinomio p € K[X] tal que p(z) =0, Vz € K.
b) Exhiba un polinomio ¢ € K[X] tal que ¢(x) # 0, Vo € K.

¢) (Propuesto) Pruebe que K es un subcuerpo de F' si y sélo si existe un primo p tal que
log, (| K1)[log,,(|F]).

Un R-moédulo se dice noetheriano si toda cadena creciente de submodulos es estacionara, es decir,
para toda sucesién creciente My < M, < ... < M, < ... existe k € Ntal que M, = M, Vn € N.
Pruebe que, para cada endomorfismo f : M — M, existe k € N tal que

Imf* N Kerf* = {0}



