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Auxiliar 3

P1. Muestre que los únicos grupos de orden 2p, p primo son Z/2pZ y D2p.

Hint: Podŕıa servirle recordar que, si todos los elementos de un grupo finito son de orden 2, el
grupo es isomorfo a (Z/2Z)n.

P2. Sea n ∈ N, p primo y m = pn − 1. Encuentre el orden de p + mZ ∈ (Z/mZ)x y deduzca que

n |ϕ(pn − 1).

Con ϕ la función phi de Euler.

P3. Responda:

a) Pruebe que existe un único subgrupo propio normal no trivial N de S3 y describa S3/N .

b) ¿Como se diferencian S3 y N × S3/N?

c) Encuentre todos los grupos de orden 6.

d) ¿Cuantos automorfismos tiene un grupo de orden 6?

e) ¿Cuantos monomorfismos hay de Z/6Z en S5 y cuantos homomorfismos hay de S5 en Z/6Z?

P4. Definimos el grupo de Heisenberg como

Un = {A ∈ GLn(Z) | Aii = 1, ∀i, Aij = 0, ∀i > j}

Y sea H = Z(U3), el centro de U3. Muestre que H ∼= Z y que U3/H ∼= Z2. Por otro lado, muestre
que U3 no se puede escribir como producto semidirecto entre Z y Z2, mostrando que no existe
ningun subgrupo Z2 ∼= K ≤ U3 tal que HK = U3 y H ∩K = {1}.

P5. (Propuesto) Decimos que un subgrupo K ≤ G es caracteŕıstico si ϕ(K) = K, para todo ϕ ∈
Aut(G). Pruebe las siguientes afirmaciones sobre subgrupos caracteŕısticos:

1) Z(G) es caracteŕıstico.

2) Si N E G y H es caracteŕıstico de N , entonces H E G

3) Si N es caracteŕıstico de G y H es caracteŕıstico de N , entonces H es caracteŕıstico de G.

4) Sea N caracteŕıstico de G y K un subgrupo de G que contiene a N tal que G/K es carac-
teŕıstico de G/N . Entonces K es caracteŕıstico de G.

Si N E G y H E N , ¿Es cierto que H E G?.


