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P1. Routhiano del péndulo en éter:

a) Tal como se vio en clases, si tenemos un lagrangiano con n coordenadas generalizadas, donde la
coordenada g, es ciclica, entonces el routhiano R esta definido por:

oL
B aq.'fl

R = ann - L(Qla 7Qn713q.1> 7Cjn) ) Pn

Donde debemos reemplazar ¢,(P,) para dejar el routhiano R = R(qy, ..., qy_1,G1s - dn_1; Pp)
completamente definido en funcion de las coordenadas no ciclicas y del (ahora) pardmetro del
problema P, . En este caso en particular se tienen las coordenadas generalizadas 0y ¢, de donde
¢ es ciclica, ya que no aparece explicitamente en el lagrangiano. Buscamos P, y a partir de él

encontramos ¢(P,):

P¢—gg = P :ml2qﬁsin2(9) = ¢=

Aplicamos la definicién de routhiano y entonces:
R=P,$—L(0,0,9) = R=ml>$*sin’(9) — 5l (6% + ¢? sin”(0)) — mgl cos(0) — FO — pét

1 . 1 . )
= R = ml’§sin’(6) — Smi’0 —mgl cos(§) — FO — uft

Reemplazando ¢(P,) y desarrollando:

P2 . .
¢ ey mgl cos(0) — FO — pft

= |R®,6;P,) = ——2
(66 ,) omi2sin’(0) 2

Ahora, tal como se vio en clases, para las coordenadas no ciclicas del lagrangiano se siguen
cumpliendo las ecuaciones de Euler-Lagrange usando el routhiano en vez del lagrangiano, es
decir, para la coordenada i-ésima:

d (OR OR
— — = o1 =1,....n—1
dt (8%) dq; 0 et

Entonces aplicamos esta ecuacion en la coordenada 6:

OR P cos(0) . OR , d (OR "
O% _ et gisin@) — F ;D= n2h—pt = & (—) — —ml)—
86 = s TSN a6 e e a
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Reemplazando y reordenando:

P2 cos(6)

2

R, S A
mi? sin®(0)

—mglsin(f) + F =0

P2 cos(6) _F
¢ LM

. g .
= |0+ =sin(0) —
©) m2ltsin®(9) ™l

l

b) Por definicién, el hamiltoniano del sistema puede calcularse a partir del lagrangiano como:

oL
H=>""4-1L
94"
En este caso en particular, con las coordenadas 6 y ¢ se tiene que:

L. OL. L. :
H= a—.9+8—.¢—L = H= 6—.9+P¢¢—L
90 9 PY:
Notamos de la expresion anterior que los dltimos dos términos son la definicion de routhiano
del sistema, entonces:

oL .

00
Todavia nos falta desarrollar esta expresidn, y es que el lagrangiano L adn estd presente. Lo
que podemos hacer es derivar con respecto a ¢ la definicién de routhiano:

. . . OR oL
R(0,0;P,) = P, — L(0,0; P,) = —— =———
(0.0:P,) = Py = L0.0:P,) = —5 ==
Entonces, reemplazando en la expresion para H obtenemos el hamiltoniano a partir del routhiano
del sistema:
o |m=r-9%
00

Reemplazando y desarrollando se obtiene el hamiltoniano en forma explicita:

= |H(0,0; P,) i + Lz lcos(f) — F9
0, Py) = ———— + ;mi"0 —myg -
P omizsin(g) 2
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P2. Péndulo doble en pequefias oscilaciones:

Considere un péndulo doble como el que se muestra en la siguiente figura:

VI IIIII IV

a) Para encontrar el lagrangiano necesitamos la energia cinética 7'y la energia potencial V. La
energia cinética de una particula con masa m y velocidad v estd dada por:

1
T = —ml|?
2m|v!

Recordando que 4 = 22, encontremos la posicién de cada masa, luego derivamos para encontrar

su velocidad, y asi podremos encontrar su energia cinética. Para la masa m;:

zy =1y sin(0;) ; y; = —1; cos(0,)
Y, para la masa m.:
Ty =11 +158iN(0) 5 Yo = y; — 1, cos(6y)
De esta manera, derivando con respecto al tiempo tendremos que:
&1 = 1,0, cos(8,) ; 1 = 1,6, sin(6,)
iy = iy + lyBy COS(0y) 3 Gy = 11 + lofy SiN(6,)
Para una velocidad expresada en coordenadas cartesianas, tendremos que:
=3z +yy = [0]*=d?+ >
De esta manera:
— . . ' , .2 — )
|0,* = 4% + 97 = 1167 cos®(6,) + 13167 sin™(0,) = [0, = 367
Y, para v,:

|52 = 3 + 93 = (&, + 1292 cos(6,))? + (9, + 1292 sin(f,))?
= |Ty|? = 2 + 2lyd,0, cOS(0,) + 1202 cos2(6,) + 2 + 20,7, 0, Sin(0,) + 1262 sin” (6,)
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Notamos que i? + 2 = |4,]?> = 1362, ademds usamos que &, = I,6, cos(d,) e 7, = 1,6, sin(6,),
entonces:
|Ty|? = 1262 + 1202 + 21,1,6,6, cos(8,) cos(6,) + 21,150,6, sin(6,) sin(6,)
= [Ty|2 = 126? + 1263 + 21,1,0,0,(cos(6,) cos(6,) + sin(6;) sin(6s,))

Usamos la relacién trigonométrica cos(«) cos(3) + sin(a) sin(3) = cos(a — 3), de esta forma:

|G |2 = 1202 + 1202 + 21,1,6,6, cos(6, — 0,)

Como tenemos el médulo de la velocidad de cada masa, podemos conocer la energia cinética de
cada una, y por ende, la energia cinética del sistema general, entonces:

1 N 1 N
T = §m1|v1\2 + §m2|v2\2

1 ; 1 . . ..

Ahora, la energia potencial de una particula con masa m y altura » medida desde nuestro sistema
de referencia estd dada por:

V = mgh

En nuestro caso, la altura estard dada por la coordenada y de cada masa. Entonces, para m;:

Vi=mygy; = Vi =—mygl,cos(0;)

Por otro lado, para m,:

Vo =magy, = Vo= —myg(l; cos(0;) + [, cos(6,))

Entonces, al igual que con la energia cinética, sumamos la energia potencial de ambas particulas
para obtener la energia potencial del sistema completo, asi:

V =mygy, + magys = V = —mygl; cos(f,) —mqg(ly cos(6,) + I, cos(0,))

=V = —(my; + my)gl; cos(0,) — mygl, cos(bs) (2)

Entonces, usando lo encontrado en (1) y (2) podemos armar el lagrangiano L, y ast:

1 , 1 . . ..
= |L = §m1l%9% + §m2(l%9f + 12602 + 21,15,0,05 cos(6;, — 05)) + (myq + my)gly cos(6;) + mygly cos(6y)

b) Al ver el sistema notamos que la posicion de equilibrio de este péndulo doble es 6, = 6, = 0.
Entonces, seann, = 0, y n, = 0, pequefias oscilaciones en torno al equilibrio, en ese caso fenemos
las siguientes aproximaciones:

2 2

_ 2
cos(n;) ~ 1 — %1 ; cos(ny) ~1— 772—2 ;o cos(ny —my) ~1— (O —m3)"

2
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Ahora, conservando sélo términos cuadrdticos!, se tiene el lagrangiano cuadrdtico:
2] 1 2,2 oo 1 o 1 5 1 2
= L = §(m1+m2)l1n1+m2l1l2n1n2+§m212n2—§( 1—i—m2)glln1—§ngl2n2+(m1+m2)gl1+ngl2

Ignoramos las constantes del final, ya que pueden considerarse una derivada total en el tiempo
y por lo tanto no afectan a la dindmica del sistema, entonces:

1 . .. 1 . 1 1
= |LPP = §(m1 + mzﬂ??ﬁ + mylylynyne + §m2l2n§ - §(m1 + m2)gl1n% - §m29l2n§

Ahora, recordamos de clases que el lagrangiano cuadrdtico puede escribirse matricialmente
como:

1 1
2 . .
LR = §Mij77i77j - §Kij77i77j
Con esta definicién, los términos en la expresién para LI? que estdn elevados al cuadrado es-
tardn en la diagonal de las matrices, mientras que aquellos términos que son multiplicaciones
de distintas coordenadas irdn en la antidiagonal. Para hacer un andlisis un poco mds cuidadoso
separemos los términos cinéticos y potenciales. Primero tenemos que:

—

1 .. i .. 1 .
§Mijni77j = s(my + mz)l%ﬁ + molylon 0y + §m2l277§

= Mijhiﬁj = (my + mﬁl%h% + 2myly lyny 1o + mzlzﬁg

[\

Vemos directamente que las constantes del primer y dltimo término irdn en la diagonal de M,

mientras que la constante del otro término debe ser separada en dos partes iguales? que irdn
en la antidiagonal, entonces:

—~ M= ((ml +my)l m2lll2>

mylyly m2l§

Ahora vemos qué sucede con la otra parte de la expresion matricial:

—_

1 1
3 Kining = 5(my + my)glin; + §m29l2n§

= K;min; = (my + my)glynt 4+ maglyns

En este caso vemos que sélo aparecen las coordenadas al cuadrado, y por lo fanto K; sélo tendrd
términos en la diagonal, entonces:

~ K= (my +my)gly 0
0 magly

1En el caso de las coordenadas 7 esto es por aproximacién de dngulos pequefios, mientras que en el caso de la velocidad no
podemos mantener términos que involucren una combinacién de los 1y 7 por la estructura buscada del lagrangiano cuadrdtico.
ZRecordando que por definicién M, ; es simétrica.
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¢) En clases vimos que la ecuacion de movimiento de la coordenada 7, es:

M;ji; = —K;m;

1

Esta notacion nos dice que es posible escribir las ecuaciones de movimiento matricialmente
usando el vector 7j, entonces:
Mij = —K7

Entonces, escribiendo explicitamente las matrices y el vector, tendremos que:

- ((ml + my) I mzhéz) (771> _ ((m1 +my)gly 0 ) <771>
mylyly myls 2 0 magly M2

Tal como se mostré en clases, usamos el siguiente ansatz:

()= (5)e = () == (5)~

La idea de este ansatz es que ambas perturbaciones oscilan con la misma frecuencia, y de esa
forma la dependencia temporal queda fuera del vector, y la aceleracién (vectorial) es propor-
cional a la posicién. Reemplazando este ansatz en el sistema matricial y desarrollando, se tiene

que:
W2 (my +my)lF mylily\ (A piwt — _ (my +mq)gly 0 A giwt
mylyly myl3 B 0 mogly, ) \ B

N ((ml +my) (lw? — gly) Myl lyw® ) (g) — (8) 3)

m2l1l2w2 My (l%oﬂ —gly)

Si queremos una solucién no trivial (es decir, aquella donde A = B = 0 y los péndulos no se
mueven) entonces necesitamos que el determinante de la matriz mostrada anteriormente sea
cero. Enfonces:

sor (" e ) =
= my(my +my)(Fw? — gly)(Bw? — gly) —m3l{l5w* = 0
= (my +my) (1w — g)(low® — g) — mylylow* =0
Desarrollando la expresion anterior se llega a un polinomio de orden 4 para w, que es equivalente
a encontrar un polinomio de orden 2 para w*:
mylylow* — (my +my)(ly +15)gw” + (my +my)g* = 0

Resolvemos la ecuacién cuadrdtica para w?, y entonces encontramos las frecuencias de oscila-
cién:

|2 = (my +my)(ly +13)g £ v/ (my +my)2(ly +15)29> — 4(my +my)myllyg?
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Ahora, en el caso m; = my, =myl; =1, =1 se tiene que:

> _ 4mlg + /16m212g2 — 8m2[2g2
2ml?

Como las frecuencias son definidas positivas, entonces al aplicar raiz cuadrada sélo fomamos
en cuenta la raiz positiva, y asi las frecuencias de oscilacion de este péndulo doble son:

> o= /2=VD] § w=y/@+VD)]

Para encontrar el modo de oscilacién de cada una de estas frecuencias reemplazamos w? en
la expresion (3) y resolvemos el sistema para encontrar una relacién entre Ay B. El sistema
matricial con las condiciones estudiadas ahora es:

2ml(lw? — g) ml2w? A\ (0
milw? mi(lw? —g)) \B)  \0
N 2(lw? —g)  lw? A\ (0
lw? w?>—g)\B)  \0
Donde en el dltimo paso se simplificé por mi. Partiendo por w?:

(L ) (5)- ()

= (5% 1%) (5)= )
2-V2
\/i—l)A

Con esto, vemos que el primer modo de oscilacion ¥, asociado a la frecuencia de oscilacion w,

es.
R 1
= Ul == 27\/5
V21

Como ambas componentes son positivas, esto significa que este modo de oscilacion corresponde
a ambos péndulos oscilando en el mismo sentido, con una amplitud que sigue la proporcion entre
las componentes de ;. Ahora hacemos el mismo procedimiento con w3:

(G et ) (5)- ()

- (28 19 00
M) A
1++v2

= W

= w2:(2j;\/§)%

= 2—V2)A+(1-V2)B=0 = B:(

= 2+V2)A+(1+V2)B=0 = B:—(
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Con esto obtenemos el segundo modo de oscilacién 9,, el cual estd asociado a la frecuencia w,:

1
= |y = <2+\/§>
1+v2

Como en este caso ambas componentes del vector son de signo contrario, esto significa que
los péndulos en este modo de oscilacion se moverdn en desfase, y de forma andloga al modo
encontrado anteriormente esta oscilacién serd con una amplitud relativa entre ambas igual a la
razon entre las componentes de v,.

Para finalizar, en la pdgina web https://www.math24.net/double-pendulum/ hay gran informa-
cién sobre este sistema fisico, ademds de una simulacién interactiva que puede ser de interés
para ustedes.
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