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P1. Coordenadas elipticas:

a) Las componentes g;; de la métrica se pueden definir a través de un diferencial de curva como:
2 _ o Ayt dayd
ds® = g;jdz'dx
Por ejemplo, en el caso de coordenadas rectangulares se tiene que:

d82 = d$2 + dy2 + dZ2 = Gij = (52']' (1)

Donde 6;; es la delta de Kronecker. En el caso de un espacio tridimensional la métrica también puede
representarse a través de una matriz, donde en el caso de coordenadas rectangulares:

10
g=10 1

0
0
0 01

Ahora, en el caso particular de este ejercicio se tienen coordenadas elipticas. Estas coordenadas estan
relacionadas con las coordenadas rectangulares a partir de las siguientes expresiones:

x = cosh(u)cos(v) ; y=sinh(p)sin(v) ; z=z

Donde g > 0 y v € [0,27). Para encontrar las componentes de la métrica (las cuales necesitamos
para calcular los simbolos de Christoffel) nos conviene encontrar los diferenciales dz, dy y dz a partir
de las relaciones mostradas anteriormente. En virtud de la regla de la cadena se tiene que:

dx = sinh(p) cos(v)dp — cosh(p) sin(v)dv ;  dy = cosh(u) sin(v)dp + sinh(p) cos(v)dv 5 dz =dz

Elevamos al cuadrado estas expresiones y sumamos para encontrar ds? a partir de su definicién con
coordenadas rectangulares mostrada en (1). Entonces:

ds? = (sinh(p) cos(v)dp — cosh(p) sin(v)dv)? + (cosh(p) sin(v)du + sinh(p) cos(v)dv)? + dz*
= ds* = (sinh2 (1) cos?(v) + cosh?(p) sinz(u)) dp® + (cosh2(u) sin?(v) + sinh?(p) COS2(V)) dv? + dz?

Se puede notar que el término que acompaiia a du? y dv? es el mismo. Sumando un cero conveniente
es posible desarrollar un poco mas esa expresion:

sinh?(p) cos?(v)+cosh? (i) sin?(v) = sinh?(p) cos®(v)+cosh?(p) sin?(v)+sinh? (1) sin? (v) —sinh? (1) sin? ()
= sinh?(z) cos?(v) + cosh? () sin®(v) = (sin () + cos(v) ) sinh?(u) + (cosh? () — sinh?(p) ) sin?(v)
= sinh?(u) cos®(v) + cosh?(p) sin?(v) = sinh?(u) + sin®(v)
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Entonces, reemplazando en la expresiéon para ds:

= ds? = (sinhg(,u) + sinQ(y)) dp® + (sinhZ(,u) + sinz(u)) dv? + dz?

Asi, las componentes de la métrica en estas coordenadas son:

g1 =sinh®(p) +sin®(v) 5 gop =sinh?(u) +sin®(v) ; gmm=1 ; g5 =0, i#]

O escrita en forma matricial:

sinh?(u) + sin?(v) 0 0
= |gij = 0 sinh?(p) 4 sin?(v) 0
0 0 1

Se tiene la siguiente definicion para los simbolos de Christoffel de un sistema de coordenadas:

Fj _ 1 jk (89119 OGmi . 8glm)
Im = 9 ox™ Ox! Oxk

(2)

Donde {z', 22, 23} son las coordenadas asociadas a la métrica g, y g%/ (superindices) indica la inversa
de g;;, es decir:

1
B sinh? () +sin2(v) (1) 0
iy o_
9= 0 sinh?(p)+sin?(v)
0 0

2

En este caso, al ser coordenadas elipticas, se tiene que {z', 2%, 23} = {u, v, 2}, y entonces en conjunto

con lo encontrado en la parte anterior, se tiene que:
dg11

dg11 Ogn

o = 2sinh(u) cosh(u) I 2sin(v) cos(v) 9 = 0
9922 . 9922 . 0922
on 2sinh(p) cosh(p) 5 2sin(v) cos(v) 5 0

Jgss  Ogsz  Ogs3

8,u_61/_8z:0

Para entender todo el procedimiento de calcular un simbolo de Christoffel, calculamos I'}; de forma
explicita. Desde la definicién (2) se tiene que:

ri o_ }glk (aglk Og1k 3911)
n=9 oxl 022  Ozxk

Notamos que el inidce k se contrae con las tres expresiones dentro del paréntesis, lo que nos dice,
por notaciéon de Newton, que cada uno de esos términos involucra una suma implicita. Para dejarlo
maés claro, se desarrolla de tal forma que hacemos aparecer la suma implicita:

1 1k891k 1 1ké)glk 1 1k8911
_ g _ g 3
29 Bt + 29 9u2 29 gk (3)
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3 3
dg 0
1k 1k 991k 1k 0911
= . 4
= )Yl )3 Ly e o
Para acostumbrarnos a la notacién de Einstein! seguiremos trabajando con la expresién (3).
Escribiendo la suma de forma explicita con las distintas componentes de la métrica:
8911 8912 a913 9911 912
N S ( 11 4 g2 4 g3 + g1 4 g2
=9 \9 9 da! ox! 02 0a?

138913 o 116911 _ 126911 _ 138911)

+g g g g

Ox? Oxl Ox? ox3

Ahora que todos los términos de I'}; estdn escritos explicitamente podemos empezar a descartar
aquellos términos que sean cero. En nuestro caso particular, como la métrica es diagonal, todos los
términos g;;, con @ # j, son cero, y asi:

=Tl = 1 <g11 g1 g dg11 g 0911>
2 ou v ou
Donde se cambié ', 22 y 23 por p, v y z, respectivamente. Notamos que se cancelan un par de

términos, y entonces reemplazando con lo conocido para nuestra métrica:

sinh(u) cosh(p)

= Tl =
1 sinh?(p) 4 sin?(v)

Ahora, es posible evitar algunos pasos de este procedimiento si sacamos ventaja del hecho de que la
métrica es diagonal, y de que g3 es constante. Por ejemplo, si ahora calculamos I'},:

1 Ogik . Ogar  0g12
1 _ Lo B
o = 29 ( ov + o 8:13’“)

Notamos que el tltimo término es cero en virtud de que g12 = 0. Por otro lado, como la métrica es
diagonal, entonces g'¥ = 0 en el caso k # 1, con lo cual k sélo puede ser igual a uno, y asf:

g1 dg21
~ Tl = = (1991 11)
1275 (9 o 9 EW
El segundo término es cero ya que go; = 0, mientras que en el otro término reemplazamos las

expresiones encontradas en la pagina anterior, y asi:

Lol - sin(v) cos(v)
sinh? () + sin?(v)

Para I'}5 se tiene que:

= Lok (891k g3k 8913)
13779 0z ou Ok

El dltimo término es cero porque g13 = 0, mientras que el segundo término es cero ya que cualquier
derivada de una componente g;;, con 7 o j igual a 3, es cero.

! Al comparar las expresiones (3) y (4) podemos apreciar de forma directa cémo se usa la notacién de Einstein.
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Por otro lado, como la métrica es diagonal entonces k sélo puede ser igual a 1, y asi:

1,0
= F%'g = 5911% = Fig = 0
Para I'is:
1 Ogor . Og3r  O0gas
rp_ L 1k< _ >
237 99 0z + ov oxk

Recordando que la métrica es diagonal, eso restringe el valor de k£ a 1, con eso, se tiene que:

1 dg21  0gs1  Oga3
11t 11( B ) rlo_
= Lo g 02 + £y on = I'3=0

Donde todos los términos son cero, ya que involucran elementos no diagonales de la métrica (la cual
es diagonal).

Una tltima propiedad que nos puede servir para facilitar el célculo de los simbolos de Christoffel es
que I} =T’ lo que es consecuencia de que la métrica es un tensor simétrico. Con eso se tiene que:

sin(v) cos(v) 1 1
Iy = ; Ty =0 ;3 T3 =0
217 sinh?(u) + sin2(v) 3 52

Ahora s6lo nos quedan dos términos. Para I'J,:

1 Lo (39% 992k 5)922) 1l (3921 g 3922)
I = 27 ov + ov oxk ) 2 ov * ov ou

Los primeros dos términos son cero ya que go; = 0, mientras que el Ultimo se reemplaza desde
nuestros resultados de la parte anterior, y entonces:

sinh(u) cosh(u)
sinh?(p1) + sin?(v)

Ahora sélo nos falta I%B:

1 093k, Ogar  0gs3 ) 1 (3931 O0gz1  0g33 )
1 Lo B _1n _
L3 = 29 ( 0z + 0z Ok 2 0z + 0z o

Donde todos los términos son cero en virtud de que gs; = 0 y gs3 es constante (y por lo tanto su
derivada es nula). Con esto, se obtienen los nueve simbolos de Christoffel asociados a j = 1, los cuales
pueden resumirse en una matriz?:

sin}21(,u)) coshg;;)) siggu)) COS(I;)
sinh +sin® (v sinh +sin® (v
Tl = sinéﬁ) cos(v) _ Sinh!(tu) coshE,u%
sinh? (u)4sin?(v) sinh? (u)4sin2(v)
0 0 0

2Es importante entender que a pesar de esta representacién, los simbolos de Christoffel no son tensores.
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Para j = 2y j = 3 se escribiran los célculos y sélo se haran comentarios en casos donde sea necesario
acotar algo nuevo. Partiendo por I'?;:

2 — 1 o (aglk 991k _ agll)
=9 o op  Oxk

La forma mas sencilla de eliminar varios términos a la vez es apelar a la diagonalidad de la métrica,
la cual fija el valor de k (en este caso en particular, k& = 2). Entonces:

1 9g12 | 0912 Ogn sin(v) cos(v)
:>F%1:22< + - >:> 1=

29 o o ov T sinh?(u) + sin?(v)

Ahora para I'Z,:

22:2

2 L o (39% g2k 8922) _ 1922 (3922 dg22 3922)
ov Ov oxk 2 Ov Ov Ov
2 sin(v) cos(v)
= sinh?(p) 4 sin?(v)

Calculando I'%,:

1 Ogsr,  O0g3r 0933 1 g3z Ogsa  Ogs3
F2:2k< — )—22( — >:»F2:0
33 = 59 0z + 0z ok 29 33

0z 0z v

Calculando I'%,:

r2 _ Lok (591k 92k 8g12) _
12~ 59 ov ou v

B _ 1o (3912 9922 6912)
ov op  Oxk 2

Como g1 = 0, entonces:

sinh(u) cosh(u)
sinh?(p) + sin?(v)

9 sinh(u) cosh(p)

= I']y, =
27 sinh? (1) + sin?(v)

. 2 _
’ F21_

Donde se usé la propiedad F{m = Finl para obtener directamente otro simbolo de Christoffel. Calcu-
lando I'%:

r2. _ L o (891k 093k 8913) 15 (5912 0932 3913)
3= 5 5

29 0z ou  oxk) 29 0z ou v

Notamos que todas las componentes que estan dentro del paréntesis son componentes no diagonales
de la métrica, y por lo tanto:

= Ti;=0 ; I3 =0
Por tltimo calculamos I'3,:

1 Ogor . Ogar  0gos ) 1 (3922 O0gs2  0go3 >
2 _ 1 g B _ 1o B
o = 29 ( 0z + ov Oxk 2 0z * ov ov
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Resumimos los resultados para j = 2 en la siguiente matriz:

__ sin(v) cos(v) sinh(p) cosh(u)
sinh?(p)4sin?(v)  sinh?(u)+sin?(v)
T2 = sinh(p) cosh(u) sin(v) cos(v)
sinh? (u)4sin2(v) sinh? (u)4sin2(v)
0 0 0
Por tltimo, realizamos los calculos j = 3. Partiendo por I'3;:
1 991 | 091k Ogn 1 dg13  Og13  Ogn
Pn:?’k( - k):ggg( - >:>Pi’1:0
2 ou o or 2 ou ou 0z
Continuando con I'3,:
1 Ogor | Ogar  Oga2 1 Ogas  Ogaz  Ogzo
F — =3k _ — — .33 < _ ) = F3 =0
227 59 < ov ov 8wk) 2 ov ov 0z 2
Siguiendo con I'3:
1 Ogsk | Ogsk  Ogs3 1 Ogs3  Ogss  0Ogss
F :3k< _ ):33< _ >:>1—\3 =0
83~ 59 0z 0z Oxk 29 0z 0z 0z 33
Ahora seguimos con los términos donde m # [. Partiendo con I'},:
1 991k | Ogar, 0912 1 9913 Ogas  Ogi2
1—\3_3k< _ >:33< _ ):r?) =0 ; I3, =0
12759 v op Ok 29 v o 0z 12 R
Continuando con I'$,:
1 g1k | Ogsk 0913 1 dg13  Ogss  Ogis
F :3k< — ):33< — >:>F =0 ; F3 =0
13759 0z op Ok 29 0z op 03 13 roos
Por tltimo, se calcula I'3:
1 Ogor | Ogsk  Oga3 1 Jga3  Ogss  Ogas
P3:3k< o >:33< o >:F3 =0 - FS =0
28~ 59 0z ov Oxk 29 0z ov 0z = N

Notamos que todos los simbolos de Christoffel asociados a j7 = 3 son nulos, y entonces en resumen:

I =

o O O

o O O
o O O

c¢) La 2da ley de Newton para la coordenada generalizada z*, en forma covariante, es:

M

9ij (mﬂ +19,d

ll,m) —

oU
ozt
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1

Para i = 1 (es decir, ' = p) se tiene que:

A . U
. 1.
Mglj (Z’J + Fgmiﬁ iL‘m) = _78,&
Como la métrica es diagonal, entonces j = 1, y asi:
. 1. ou . : . . ou
= Mgn (,u + I’llmaclacm> =~ = M (sth(u) + sm2(y)) (,u + Fllmmlxm) T

Notamos que los inidices m y [ estan contraidos, lo cual indica una suma explicita sobre estos indices.
Expandimos la suma de forma explicita para m, y asi:

_ou
Ou

El siguiente paso logico seria expandir la suma en el indice [, sin embargo como sabemos cudnto valen
los simbolos de Christoffel, podemos ver qué términos seran nulos. En particular, el tltimo término
es cero ya que I‘ll3 = 0 para cualquier valor de [. Por otro lado, y por la misma razén, al expandir la
suma en [ s6lo tomamos los dos primeros términos (ignorando ! = 3). Entonces:

= M (sinhz(,u,) + sin2(1/)) (u + Th it 4 Thd! + Fll3?33'31) =

_ou
O

Reemplazando los valores para los simbolos de Christoffel y reordenando, se tiene la ecuacién de
movimiento para la coordenada pu:

= M (sinb®() +sin®(v)) (ji+ T}y + Thy o + Tlpwjo + Dhyi?) =

=0

Sl sinh(p) cosh(u)> (ﬂg B p2) 2sin(v) cos(v) ” 0, U

sinh?(p) 4 sin? (v sinh? () + sin?(v) s M (sinh2 (1) + Sin2(l/))

Ahora, para v (i = 2) se tiene que:

: , oU
. .
M go; (:1:] + 17 & xm) =—3,
Como la métrica es diagonal, entonces j = 2, y asi:
ou ou
. . . . . .
= Mga (V + 17 i xm> =% = M (sth(u) + 81n2(1/)) (1/ +T% i xm) =%

Expandimos la suma sobre el indice m (ignorando m = 3 ya que los simbolos de Christoffel asociados
a ese indice son cero) y entonces:

. . . oy e ou
= M (smh2(,u) + 81n2(u)) (1/ + T3l + Fl22xl1/> =%,
ou

= M (sinh?(u) + sin?(v) ) (# + D32 + Ty + Ty + T30 ) = -

. sin(v) cos(v) . ) 2sinh(p) cosh(p) . . o,U
= |+ o ( 2 _ 2) H H

- - - B pr + =0
sinh?(p) + sin? sinh?(p) 4 sin?(v) M (sinh2 () + Sjn2(y)>
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Finalmente buscamos la ecuacién de movimiento asociada a i = 3, es decir, para la coordenada z:

. . U
. 1.
Como la métrica es diagonal, entonces j = 3, y asi:
ou
. 3 lam) _
= Mgss (Z + Iy, ) = 782’

El siguiente paso corresponderia a expandir la suma asociada a los indices [ y m, sin embargo sabemos
que todos los indices de Christoffel de la forma T" ?m son nulos, mientras que g33 = 1, y entonces:

0.U

0
M

= |Z+4+

Con lo cual obtenemos la tercera ecuacién de movimiento de la particula.
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P2. Particula en campo central:

a)

El potencial asociado a esta fuerza conservativa puede calcularse a partir de la relacién F=-vVU ,
entonces:
o oU oU ar™t!
F=-VU = -art=——7 => —=ar"” = U(r) = U,
ar or (r) n+1 +

Donde Uy da cuenta de un potencial de referencia (el cual usaremos igual a cero), y se ignoraron
las demés componentes del gradiente por el hecho de que la fuerza F sélo tiene componente radial.
Ahora, al ser una fuerza central el movimiento serd en un plano, y por lo tanto podemos escribir la
velocidad en coordenadas polares:

N 1 .
v=7r"+r00 = T =_-m (7'“24-7“202)
2
Con esto es posible construir el lagrangiano del sistema, y entonces:

arntl
n—+1

Como el lagrangiano no depende del tiempo, entonces la energia E se conserva. Calculando:

= L= %m (7’”2 +r292) -

OL. OL, P P N

E = o —1—%9 L = mi? + mr?f* — 2m(r +r9)—|—n+1
Lo gy o™t
:>E—§m(7“ —|—7“0)+n+1

Por otro lado, como el lagrangiano no depende explicitamente de la coordenada 6, entonces el mo-
mento angular (que anotaremos como ¢) se conserva:

= 8—L = (=mr?f
o0

Reemplazando » = R en estas cantidades conservadas (tomando en cuenta que 7 = 0), se tienen las
siguientes cantidades conservadas para las érbitas circulares de radio R asociadas a este potencial:

CLRn+1

. £ =mR%
n+1

1 .
E = 5mRZQ2 +

A partir de la cantidad F es posible despejar 0, con lo cual podemos encontrar una expresion integral
que relacione t y 6:

. 2 aR"t1
b=\ —— (B- 2 / t—/
\/mR2< n+1> to 00\/ aRn+1)

mR2 n+1

En general (cuando r no es constante) la cantidad que viene desde el potencial (lo que se esté restando
a la energia) depende del 4ngulo, con lo cual la segunda integral se complica®, sin embargo como en
este caso todo es constante, es posible integrar directamente.

3En general se puede transformar en integrales elipticas, como se vera en catedra.
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Entonces, integrando:
0 — b
2 R+l
\/mR2 (E - an—i—l )

Para un periodo Ty, se tiene que t = T, + to, mientras que por definicién de periodo en ese caso se
tendra 0 = 27w + 0y. Reemplazando:

= t—1tg=

27 + 6y — 6 27
0 0 = |Torp =

2 aRnt1 2 aRn+1
\/mR2 (E_ n+1 ) \/mR2 (E_ n+1 )

c) Sear =R+ ¢(t), donde € < R es una perturbaciéon. En ese caso se tiene que 7 = £, mientras que a
partir de la conservacién del momento angular es posible reescribir 6 en funcién de constantes:

Tory +to —to =

L
- mR?
Entonces, reemplazando en la energia E (para la expresion 7 # 0) se tiene que:
1 n+1 £2

1 . ar 1
E = —mi? + —mr2? — FE = —me?
SRR UL ——— "t omR

a
R 2 R n+1
(R+¢) +7n—|—1( +¢)
Recordamos la siguiente aproximacion para € pequeno:
k k e\" k k €
(R+e)* =R (1+R) ~ (R+o)f~R <1+kR>

Entonces:

1 2 € aR"H! €
E = -mé? 1+2= 1 1)=
= me” + o <+R>+n+1(+(n+ )R)

Agrupamos términos para separar la parte que depende de la perturbacién de las constantes, entonces:

1 2 2 aR"H1
= E=_mé R"
2m€+<mR3+a >E+2mR2+n+1

Ahora, como queremos estudiar el periodo de la perturbacién, debemos encontrar una relacién entre
€ y t, para lo cual despejamos € e integramos:

. 9 /2 aR"H1 02 .
°T \/m KE_ omR?  nt1 ) B (mR3 okt )E}

de

V(B - 55 - ) - (s + ) ]

10
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Asumiendo que la perturbacién se comporta de manera armonica, entonces para encontrar el periodo

podemos integrar entre 0 y TZ” ,donde £(0) =0ye (TZ” ) = Emaq- Entonces:

/am de
(B e - ) - (s ) ]

Para encontrar £,,,,; usamos la conservacién de energia, donde en el punto méaximo de la oscilacién
se cumple que € = 0. Entonces:

=

Top _
4

mR3 2mR?2  n+1 nf; + aRn"

2 n+1
% 2 aRM! E—gim — %
b= ( + aRn) €maz + + = ESmax = 2m 12 ntl
Definiendo las siguientes constantes:

2 aR"™t! iz
A=FE - - . B= "
2mR2  n+1 mR3 takt

Se reescribe la expresién para T;, como:

A
Top:4 T/B de
V2Jo VA— Be

La integral puede calcularse de forma exacta, y entonces:

%
m
— 4, )=
2

0

0+2—

0 [_zm]
B

:>T0p:4 5 B

\/Z]
Reemplazando las constantes A y B, y desarrollando, se obtiene finalmente:

m £2 aR™t1
\/2 (E_sz?_ n+1 )
Top =8

2
'rrLZR:” + aR™

11



