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P1.- Particula en una superficie de revolucién:

Como tenemos un relacién entre la altura y el radio polar, lo mas natural es usar coordenadas cilindricas
para la posicién y la velocidad de la particula, entonces:

F=ri+z2 ; U=7F+r00+ 22
Como tenemos la relacién z = z(r), entonces usando regla de la cadena:

. dz 0z .

z

= — = —7
dt  Or
Y entonces:

a0
= F=rr+2z(r)z ; 17:7"?+r09+—z7"2

or

A partir de la relacién para la velocidad ¥ es posible calcular la energia cinética:

Por otro lado, como sélo la particula sélo estd sometida a la gravedad, entonces la energia potencial es:

V' =mg(z(r) - 20)

Donde zj es tal que V(z9) = 0. Entonces, a partir de estas cantidades escribimos nuestro lagrangiano:

_]. .9 82 2 2,42
L—2m[r <1+<8r> )—i—r@

Ahora, viendo nuestro lagrangiano es posible identificar qué cantidades conservadas nos encontraremos.
Las mas relevantes, o al menos las mas comunes, vienen de la homogeneidad e isotropia del espacio y el
tiempo.

—mg(2(r) — 20) (1)

Sea L(q;, qi,t) el lagrangiano de un sistema mecénico arbitrario, donde ¢; hace referencia a las N coorde-
nadas generalizadas del sistema. La derivada total de L con respecto al tiempo es, en virtud de la regla
de la cadena:

AL _§~OL,  §~OL, . 0L
dt ~ &= 0q," T Z0g " o
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La homogeneidad en el tiempo nos dice que el lagrangiano no depende explicitamente de ¢, y entonces
0:L = 0, con lo cual nuestro resultado anterior es:

oL . 0L .
% Z a(h Z 8% Z |:8(]zqZ * 8%%:|

=1

Ahora, la ecuaciéon de Euler-Lagrange para la coordenada ¢; nos dice que:

oL _ (o)
dq;  dt \ 94

Entonces, reemplazando en la expresion anterior:

2l ) gl

Podemos notar que el término entre corchetes es una derivada total del tiempo, ya que por regla de la
derivada de una multiplicacion:

d (81‘1_.) (8L> +8L..‘

at \o%) = at \ag, ) 4t 9g%
Entonces, reemplazando y reordenando, se tiene que:

dL L d d (oL,
= = ) = (e e) =

La ultima expresién nos dice que la cantidad entre paréntesis se conserva durante la evoluciéon temporal
de nuestro sistema mecanico. Esta cantidad es la energia' del sistema:

Z a i (2)

Dado que el lagrangiano (1) que modela nuestro sistema mecénico no depende del tiempo, entonces en
este caso la energia se conserva. Como tenemos dos coordenadas generalizadas, entonces:

OL . OL . 0z 252 |1 |.2 92\ 202| _ _
E= Er%—%H L =mr <1+(6T>>+mr0 lzmlr <1+(ar> + 7207 | —mg(z(r) — 20)

1 02\ > 940
= E—2ml <1—|—<ar)>—|—r9

Que es la primera cantidad conservada que identificamos en nuestro sistema. Otras cantidades conservadas
relevantes son las interpretables a partir de los momentos generalizados, que nos entregan informacion

+mg(z(r) — 20)

'M4s adelante llamaremos hamiltoniano a esta expresién, que NO es equivalente a la energia mecénica del sistema.
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sobre la homogeneidad e isotropia del espacio. Recordamos que si una coordenada generalizada ¢; no
aparece explicitamente en el lagrangiano, entonces 9y, L = 0, y por Euler-Lagrange:

= d<aL>—0 = 9L _ ; = cte
dt \9g;) ~ oG T

En nuestro caso tenemos que L no depende explicitamente de 6, por lo tanto el momentum generalizado
pp asociado a esa coordenada se conserva. Calculando a partir de (1):

oL

_ oL Y
= 20 = |pg = mrd

Peo

En el caso de coordenadas cilindricas podemos identificar el momentum generalizado asociado al angulo
como el momento angular.

Para sistemas mecanicos, en general las cantidades conservadas de interés seran la energia y los momentos
generalizados, sin embargo en sistemas que tienen asociados otros grados de libertad (no necesariamente
de naturaleza mecénica como tal) nos encontraremos con otras cantidades conservadas de significado
bastante profundo.
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P2.- Cantidades conservadas en sistemas poco comunes:

a) Al observar el lagrangiano podemos notar directamente que este no depende de la posicién (al ser
una particula libre) ni del tiempo, por lo tanto el sistema presenta conservacién de momentum
lineal p, (asociado a la direccién Z) y energia F, respectivamente. Partiendo por la conservacion del
momentum, se tiene que:

oL mc? ( 2:i:> N mi
Pe= 7 =7 F—\|—7% Py = —F/—
O 2 c2 2
2,/1 -4 - =

Recordando de fisica moderna la definicién del factor de Lorentz ~:

1

2
T
1_072

’)/:

Se tiene finalmente la siguiente expresién para el momentum lineal conservado p,:

-~ [pe=md]

Que corresponde al mismo resultado usado en el contexto de Fisica Moderna para la particula libre
en una dimension, donde el factor de Lorentz ajusta esta cantidad para tomar en cuenta efectos
relativistas. Ahora, para calcular E' usamos la expresién (2):

L 2
E:a \/7 _%:E fy<mx + me? <1—>>
1-% ¢

= |E =ymdc®

Que también corresponde al resultado obtenido en el contexto de Fisica Moderna para la energia
de la particula libre. Vemos de este tltimo resultado que en el caso en reposo (7 = 1) se obtiene la
energia en reposo E = mc? (en vez de E = 0, como serfa el caso de una particula libre sin tomar en
cuenta efectos relativistas).

b) Se tiene el lagrangiano:

1 R
L:§m¢2—q¢+qA-F

Desarrollamos el producto punto escribiendo explicitamente A y 7 en sus componentes cartesianas:

A7 = Apd + Ayy + Asz

Entonces, reemplazando en el lagrangiano y escribiendo explicitamente la dependencia de ¢ y las
componentes de A con respecto a y y z, se tiene que:

= L= gm (#4574 )~ a6(,2) +  (Aaly, 203+ Ay (3, 2+ Ax(y,2)2) )
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Primero que todo notamos que este lagrangiano no depende explicitamente de la coordenada x,
por lo tanto el momentum generalizado p, asociado a esta coordenada se conserva. Calculamos este
momentum:

oL 5

Pe = 5= = |Pa=mi+qA,

ot

Notamos que este momentum conservado es la suma del momentum lineal “mecanico” m#, mas

un aporte qA, que viene desde el campo electromagnético. Este ejemplo sirve para entender que

este momentum generalizado NO es siempre el momentum mecénico, aiin en sistemas relativamente

simples. La presencia de un campo electromagnético anade un término al momentum, el cual es

literalmente el momentum de los campos?, y la conservacién de esta componente p, nos dice que el
campo nos transmite momentum directamente, y viceversa.

Ahora, notamos que el lagrangiano (3) no depende explicitamente del tiempo, por lo tanto la energia
definida en (2) se conserva. Calculamos esta cantidad (ignorando por ahora la dependencia explicita

enyy z):

oL oL oL
F=—i+—y+—2—1L
a¢x+8yy+azz

= E:m(a’:z—i—yz—l—éz)—l—q(Az:'U—l—Ayy—i—Azz‘)—L

= Ez%m(:’c2+y2—i—22)—l—q¢

Esta expresién en general se escribe en funcién de los momentos generalizados p,, p, y p. (a pesar
de que estos dos ultimos no se conserven), lo cual tiene conveniencia en el contexto, por ejemplo, de
Mecénica Cuantica, donde esta energia (hamiltoniano) nos permite entender los efectos de un campo
electromagnético en los electrones de un dtomo. Los momentos generalizados p, y p. se obtienen de
forma analoga a como se obtuvo p,, y entonces:

= py=my+qAy ; p.=mi+qA,

Despejamos las velocidades a partir de estos momentos y elevamos al cuadrado, y entonces:

1 1 1
.2 2 . 2 . 2
= :W(px_qAx) ; ?J—W(Py—qu) ; Z—w(Pz—qu)

Entonces, reemplazando en la expresion encontrada para E':

— 1 2 2 2
= B= o (b~ 04a)* + (g — 04, + (2 — 4A)%) + 00
1 /. A2
= E:%(p—q/l) +q¢

Que corresponde a la expresién para la energia de una particula de masa m y carga ¢ que pueden
encontrar en los libros.

2Esto se verd en su curso de Electrodindmica, que es muy bello c:
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P3.- Resorte esférico:

a)

Usando coordenadas esféricas, ya que el radio del aro y su velocidad angular con respecto a 2 (vertical)
son constantes, entonces al igual que en la pregunta 1 de la tarea 3, la tinica coordenada generalizada
serd el angulo cenital §. La velocidad en este caso es:

7 = RQsin(0)¢ + ROH
Y entonces, la energia cinética T estara dada por:
I S Y 2 2
T = imR (0 + Q% sin (9))

Ahora, para la energia potencial s6lo tenemos la energia potencial elastica. En este caso el estiramiento
del resorte consiste en el arco de circunferencia que ha recorrido el anillo desde el punto mas bajo
del aro, y entonces la energia potencial es:

1
U = S kR0’

Con estas dos cantidades podemos encontrar el lagrangiano L =T — U:

_1 2 ()2 2 .2 1 292
= |L=gmR (6 + 2sin (0))—§kR0

Como sélo existe una coordenada generalizada, y como esta aparece explicitamente en el lagrangiano,
entonces no se conserva momentum de ninguna naturaleza (ni lineal ni angular), sin embargo, como
L no depende explicitamente del tiempo, la energia E se conserva. Calculando con la expresién (2)
se tiene que:

oL

. . 1 . 1
;B S 242 L 52 (p2 2 .2 1. 590
E="50—L=mR* —mR (62 + 9?sin (0)>+2kR0

_1 2 (n2 2 2 1 2n2
= |E = mR (62 - 9?sin (9))+§kR9

Para estudiar los puntos de equilibrio del sistema necesitamos la ecuacién de movimiento, para lo
cual usamos Euler-Lagrange. Derivando L con respecto a 6:

gg = mR*Q*sin(0) cos(0) — kR0
Derivando con respecto a 6:
L . L .
8—. =mR?%) = 4 <8) = mR?0
00 dt \ 00

Entonces, juntando nuestros resultados encontramos la ecuaciéon de movimiento del anillo:

mR*0 — mR*Q?sin(f) cos(d + kR?0 = 0

= 06— Q%sin() cos(h) + %9 =0 (4)
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Para encontrar los puntos de equilibrio tenemos que imponer # = 0, entonces:

2

" k
0=0 = —0*sin(@)cos(d) + —0=0 = 6= o sin(6) cos()
m
Identificando el pardmetro «, y usando la identidad trigonométrica sin(260) = 2sin(#) cos(), se tiene
que los puntos de equilibrio 8, cumplen:

9, = %sin(29*) (5)

Primero que todo, notamos que esta expresion se cumple directamente para 6, = 0, por lo tanto 8 = 0
es un punto de equilibrio. Para las otras soluciones podemos graficar ambos lados de la igualdad y
encontrar las intersecciones entre ambas funciones, que corresponden a puntos que solucionan la
ecuacion y que entonces son puntos de equilibrio. En los siguientes graficos se muestra la interseccion
para distintos valores de a:
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Podemos notar que luego de cierto valor de o (aparentemente av = 1) aparecen nuevas intersecciones,
y por lo tanto nuevos puntos de equilibrio. Esto es interesante, puesto que es una evidencia del
cambio cualitativo del sistema al variar o = me Para entender la estabilidad de los puntos de
equilibrio podemos usar el método de perturbaciones, el cual consiste en hacer la transformacién
0 — 6(t) + en(t), con e < 1. A partir de esto se tiene que 0 — 0+ Ny 6 — 6+ €1}, y entonces

reemplazando en la ecuacién de movimiento:

. k
= 0+ cij — Q*sin(0 + en) cos(0 + en) + E(H +en)=0

Usando la expresion para la el seno y coseno de una suma, y usando las aproximaciones para angulos
pequenos, se tiene que:

sin(f + en) = sin(@) cos(en) + sin(en) cos(f) ~ sin(f) + en cos(0)
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cos(0 4 en) = cos(#) cos(en) — sin(en) sin(f) ~ cos(d) — ensin(h)
= sin(f + en) cos(f + en) = sin(#) cos(h) + en(cos*(d) — sin?(6))
= sin(0 + en) cos(f + en) =~ sin(0) cos(#) + en cos(260)

Donde en la tiltima expresion se ignoraron los términos asociados a 2. Reemplazando en la ecuacién
de movimiento perturbada y reordenando, se tiene que:

k
(0+en)=0

= 0+ eij — Q% sin(#) cos(h) — Q%en cos(26) + o

= 6 —Q%sin(0) cos(0) + %0 +e <7] — Q% cos(260) + Zﬁ) =0

Notamos que la primera parte de la expresion anterior debe ser cero en virtud de la ecuacién de
movimiento (4), por otro lado, como € es pequeno, pero distinto de cero, podemos asegurar que el
término entre paréntesis es nulo, entonces:

k
= 7 — Qncos(26) + = 0

Esta expresion es bastante conveniente, ya que nos entrega una ecuacién diferencial que da cuenta del
comportamiento de una perturbacién en torno a un punto de equilibrio (el cual debemos reemplazar
en las partes donde aparezca ). En particular, si tomamos el punto de equilibrio §# = 0 entonces de
la expresién anterior:

= 7‘7+<k—92)n=o
m

El comportamiento de las soluciones de esta ecuacion diferencial es bien conocido. Si el término entre
paréntesis es mayor a cero, entonces las soluciones (es decir, la perturbacién) oscilan, y por lo tanto
el punto de equilibrio asociado (en este caso # = 0) seria estable. En el caso contrario, si el término
entre paréntesis es menor a cero, entonces las soluciones (la perturbacién) crecen exponencialmente
en el tiempo, con lo cual el punto de equilibrio asociado es inestable. En resumen, para que 8 = 0
sea un punto de equilibrio estable es necesario que se cumpla la condicién:

E—9220

m
Podemos escribir esta condicién en funcién del pardmetro adimensional «:
k 02%m

~——0?>0 =
m

<1 = a<l1

Entonces, para valores de « entre 0 (definido positivo) y 1, el punto de equilibrio § = 0 es estable,
mientras que para valores de o mayores a 1, se vuelve un equilibrio intestable. Esto es un resultado
bastante interesante si lo complementamos con la interseccién de curvas obtenida anteriormente.
Podemos ver que el limite que separa la estabilidad de # = 0 coincide con el limite que separa la
existencia de un punto de equilibrio con la existencia de tres puntos de equilibrio.
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Con esto ya podemos hacernos una idea bastante completa de la dindmica de este sistema; nuestro
sistema tiene un punto de equilibrio § = 0 permanente, el cual es estable para a« < 1. En o = 1
ocurre una bifurcacion, el punto de equilibrio # = 0 pasa a ser inestable, y en el sistema aparecen dos
nuevos puntos de equilibrio estables. Para esta tltima afirmaciéon nos podemos apoyar en el espacio
de fase, el cual se muestra a continuacién para a =08, a =1y o = 1,2:
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Podemos notar directamente en el caso a = 1,2 que 6 = 0 pasa a ser un punto de equilibrio inestable,
mientras que aparecen dos puntos de equilibrio estables simétricos.

Como no podemos conocer analiticamente el valor de estos puntos de equilibrio (porque vienen de
la ecuacién trascendente® (5)) no podemos bosquejar de forma exacta el diagrama de bifurcacion,
sin embargo la evidencia presentada hasta ahora es mas que suficiente para caracterizar la dindmica
cualitativa del sistema.

Shttps://es.wikipedia.org/wiki/Ecuaci¥%C3%B3n_trascendente
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