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1. P1

Para calcular la posicién de equilibrio buscamos que la aceleracién del corcho sea 0 y, por ende que la suma

de fuerzas sea 0. Las fuerzas presentes son el peso mg y el empuje pgV'.

my = pgV —mg

& 0= pgV —mg

Ahora escribimos el volumen tal que podamos encontrar la posicién de equilibrio, V = —7R?y (es impor-
tante notar el signo — ya que el volumen debe ser un nimero positivo, en este caso y denota la poscicién de

la base del corcho, la cual como se sumerge es negativa!):

0= —pgnR*y — mg

& pgmR*y = —my

oy m
v= pR2
Llamos a esta posicion ¥eg:
B m
Yeq = _p7TR2

Ahora tenemos que el sistema es perturbado, por lo tanto la aceleracién no serd 0, calculamos entonces:

mij = —pgmR*y — mg

m
PN s RQ .
mij = —pgm R*(y pryzE )
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2
. —pgmR
Sj=—(Y— Yeq)

m

Realizamos el cambio de variable z = y —y,, (notar que como y., €s una constante esto implica que Z = §j)

. —pgrR?
F L= 2
m
./ . s . _ 2
Esta es la ecuacién de un oscilador arménico, renombramos w? = %”R tal que:
= —wz

La solucion de esta ecuacidn es:

z(t) = Acos (wt) + Bsin (wt) (1)
Donde A y B son constantes que dependen de las condiciones iniciales, para esto usaremos la primera
derivada de z:
2(t) = —wAsin (wt) + wB cos (wt) (2)

Reemplazamos z(tp) = 2o — Yeq en (1):

T — Yeq = Acos (witp) + Bsin (wtp)

Ahora reemplazamos 2(tg) = vy en (2):

vo = —wAsin (wty) + wB cos (witp)

Con esto tenemos 2 incégnitas y 2 ecuaciones, para simplificar el problema imponemos ¢ty = 0, con lo cual
se obtiene que:

2. P2

Analizamos la ecuacién de movimiento en ambos ejes (z,y). Para poder representar el efecto que tiene la
colina en y escribimos la fuerza eldstica usada como F, = —k((y — yo0) — lo), donde yo = A(1 — cos(7¥)).

Recordar que esta fuerza elastica representa la interaccidn entre el auto y la colina, por lo tanto no es necesario
describir la normal:

y: mij=-mg—k((y—vo) — lo)

Como sabemos que el auto se mueve de manera constane en x se tiene que:
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x(t) = vt
Ahora desarrollamos y:

. m
my:—k(er?g—lo—yo)

t
& mj=—k(y+ 777]’29 —lp—A— Acos(L;] ))
. k mg k Tut

Ahora realizamos el cambio de variable z =y 4 52 — Iy — A :

k k mt
f=——2z+—A —
? mz+ m cos l )

Esto es un oscilador arménico forzado, donde la fuerza de forzamiento es Forzamiento = kA cos (7TF)).
Para resolver esto se utiliza el método de solucién homogénea mds solucién particular, la solucién homogénea
es la solucién del oscilador arménico sin forzamiento, mientras que la solucién particular es una solucién que

coincide con la ecuacién diferencial (ecuacién de movimiento). Entonces se tiene que:

z(t) = zu(t) + zp(t)

zp (t) = Cy cos (wot) + Casin (wot) , wy = —

3

p(t) = Bcos(”T”t)

Existen 3 incégnitas en este problema,C;, C2 y B, para resolver esto usamos las ecuaciones de z(t), 2(t)
y Z(t) :

z(t) = C cos (wot) + Cy sin (wot) + B cos (FTvt)

v vt
2(t) = —woC1 sin (wot) 4+ woCs cos (wot) — 7TTB sin (WT)
t
3(t) = —wiCy cos (wot) — wiCaysin (wot) — (?)QB cos (%)
Se tiene que la solucién partiucular debe cumplir con la ecuacién de movimiento:
.. Tt
Zp = —woz + woA cos (T)

t t t
& —(WTU)QB cos (%) = —wi B cos (%) + wpA cos (%)
A partir de esto se puede calcular B, el resultado es:
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w0l2A

w202 — wpl?

Ahora la resolucién se reduce a un problema de condicidn inicial, como el auto empieza en equilibrio en el
eje y (antes de subir por el cerrito) se tiene que debe iniciar en la posicién de equilibrio ye, = lo — % (si tiene
dudas de donde proviene esta expresién resuelva la ecuacién de movimiento en y sin el término que ejerce el
cerrito) y con una velocidad ¢ = 0, finalmente podemos fijar el tiempo ¢, donde mas nos convenga, en este
caso tg = 0. De esta forma se tiene que:

z(O)zy(O)—l—%—lo—A:—Cl+B

@lo*%+%*lofA:*01+02+B

& Ci=—-A-B

Ahora para y = z:

Z(O) =0= WOCQ

= 02 =0
3. P3
La energia del sistema sin perturbar se puede escribir de la siguiente forma:
. MG
E="20h2- 2
2 T

Asumimos movimiento circular uniforme y escribimos la energia usando el momentum angular L = mfr? :

_L*  mMG
2mr? r

Ahora aplicamos la perturbacidn, para esto primero realizamos el cambio de variable r = Ry + x donde Ry
corresponde al radio de la drbita circular y x corresponde a la pequefia perturbacién en el radio, por esto se
tiene que Ry > = . Como consideramos que L se mantiene constante se tiene que L = mfR2.

Recordarles (o mostrarles) que como Ry es constante = 7 = &

Procedemos a escribir la nueva energia del sistema, notar que surge un nuevo término el cual corresponde
a la energia cinética asociada al movimiento radial:

B2 L? mMG
= —X —_
2 2m(Ro +x)2 Ro+x

Nuestro objetivo es buscar la forma del oscilador arménico en funcién dex — U = %k‘xQ, para ello buscamos
reordenar los términos que corresponden a x:
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m 1 L?
F=—i’+— —— _[— —mMG(R
5 & +(R0+I)2[2m mMG(Ry + z)]
Ahora podemos realizar una expansién de Taylor en m:
1 1 2x 322 4a3

—_— - —— - — ...
(Ro+z? R R RY R
(Ro—l—.ﬁlﬁ)2 - R(Q) Ry R% Rg’

Como se tiene que Ry > = = }%”0 < 1, podemos descartar los terminos de orden 2 y mayores para
aproximar

-

1.
(Rot+x)?”
1 1 2z
& — _~—(1-=
(Ro + x)? Rg( Ro)
De esta manera la energia queda de la siguiente manera:
m 1 2z L?
F=—i’+—=(01->)[=— -mMG(R

Nos queda molestando el término con el momentum dngular L, para esto recordamos las propiedades del

movimiento circular uniforme antes de la perturbacién (como L se mantuvo constante no hay problema con
usar el movimiento circular uniforme para definirlo):

M .
ma. = mR%G’ e = R092
. mMG , mR}
& mRyh? = 0
o R / mR3
m?R$6? _ mMG
mR3  R?
L? _ mMG
mR3 R}

& L2 =m?MGR,

Reemplazando L en la energia se obtiene:

m . 1 20 . mMGRy
E=—i’+(1-)—= —mM
5 +R(2)( RO)[ 5 mMG(Ry + )]

m 1 2x mMGRy
E=—i’4+ —(1-3)|[-—F"—-mM
& 5 & +R(2)( RO)[ 5 mM Gz

m 1 2x mMGRy 2x
e FB=—i’+ - (1- ) (/1 + =
p Ut U g R
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m mMG 2x 2x

E=—i?+ (- 1- )1+ =

& 52"+ ( SRy ) Ro)[ +R0]
mMG 42

sE="51 (-

: T

Finalmente reordenando obtenemos la energia de un oscilador arménico:

m 14mMG mMG
o2 2 2 _
2" T2 R U T 2R,

Nombramos k = 4mRA§G tal que la energia total es:
0
m 1 mMG
E=—i’+ —ka® -
2" T3 T R,

A partir de esto podemos deducir que x se rige por la ecuacién de movimiento:

mi = —kx

Cuya solucién general es:

x = Asin(Vkt + o)

mMG 4ue queda es simplemente la energfa asociada al movimiento
2R

Cosas que notar: La energia constante —
circular inicial sin perturbacién.

4. P4

Primero se pide calcular la posicidn de equilibrio, para esto igualamos la aceleracién a 0 en la ecuacién de
movimiento para r (la distancia entre las particulas):

mi = F,
= 0= A(6—2b(r—R0) _ e—b(T—Ro))

& o 20(r=Ro) _ ,~b(r—Ro) / -1n()

<~ —2[)(7“ — Ro) = —b(r — RQ)

<:>T=R()

Ahora para encontrar la ecuacién de movimiento consideramos la aproximacién de pequefias oscilaciones,
osea, que r cambia muy poco cerca de la posicién de equilibrio (esto es bastante vélido ya que los dtomos no
deben separarse).

Para realizar esta aproximacion se realiza una expansién de Taylor al rededor del punto de equilibrio (las comillas
" denotan la derivada con respecto a la posicién r):
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Fi(r) = Fr(Ro) + FURo)(r — Ro) + 3 Y (Ro)(r — Fo)* + .

Como la F, esta compuesto por funciones exponenciales al derivarlas no cambiard su dependencia de r,
por lo tanto la escala depende completamente del término (r — Ry)™ y como dijimos, r — Ry es muy pequefio,
por lo tanto solo consideramos el término lineal de F;.:

F,(r) ~ Fy(Ro) + FL(Ro)(r — Ro)

Basta ahora con encontrar la derivada de F., la cual es:

Fl(r) = A(—2be=20(r=Fo) 4 pe=b(r=Ro))

r

= F/(Ro) = A(—2be~2(Ro=Ro) | po—b(Ro—Ro))

-~ F;(Ro) = —Ab

Reemplazando en la ecuacién de movimiento obtenemos que:
mi* = —Ab(r — Rp)

Ab
&i=—"2(r— Ry)
m

Nota: j Qué sucedié con el término F.(Rp)?, la respuesta es que F,.(Ry) = 0, es facil ver la razén de esto
(calctilelo).
Finalmente realizamos el cambio de variable x = r — Ry:

. Ab
F=—-——2x
m
Hemos obtenida la ecuacién de movimiento, la cual corresponde a un oscilador arménico con frecuencia

Ab
m

w =
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