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IMPORTANTE

Las diapositivas que se muestran en este
curso han sido confeccionadas con imagenes,
contenido, y videos, los cuales han sido
creados, modificados, o buscados por el autor
de estas clases, y referenciados segun
corresponda. Sugerencias sobre este aspecto
siempre son bienvenidos, en pos de la mejora
continua del material académico presentado.
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Elasticidad

* Propiedad de los materiales.
e Caracteriza los cambios ante una fuerza externa.

 Cambios desaparecen al desaparecer la fuerza.

En caso de encontrar errores u omisiones,
por favor informar a fochoa@ing.uchile.cl



Relacion tension-deformacion

Tensién

Regidn Plastica

Regién elastica

Deformacién

En caso de encontrar errores u omisiones,
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Elasticidad Lineal

Modelo simplificado que considera que un material es:

e Continuo
Distribucidén de masa continua

* Homogéneo
Propiedades no varian de un punto a otro

» Isétropo
Propiedades no cambian con la direccion

* Lineal
S1 aumenta la carga aumenta la deformacion proporcionalmente

 Elastico

Al retirar las cargas desaparecen las deformaciones

En caso de encontrar errores u omisiones, 9
por favor informar a fochoa@ing.uchile.cl



Elasticidad Lineal

Fuerza
aplicada
Forma Deformacién Forma
original elastica original

En caso de encontrar errores u omisiones,
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Conceptos Iniciales

* Deformacién de un elemento
Cambio de longitud por una carga externa

Uxx = Lfinal — Liniciai

* Deformacion Unitaria
Deformacion normalizada por largo inicial

_ Lfinal o Linicial . Uxx

Exx
Linicial Linicial

En caso de encontrar errores u omisiones,
por favor informar a fochoa@ing.uchile.cl
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Conceptos Iniciales

* Tension
Fuerza aplicada en un area especifica.

Fxx

O-x X A

* Modulo de Elasticidad, o de Young
Pendiente de porcion lineal de curva tensidon-deformacion

O-.'X,' X

E="2

gx X

En caso de encontrar errores u omisiones,

por favor informar a fochoa@ing.uchile.cl 13
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Tension Normal

o

En caso de encontrar errores u omisiones,
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Tensién
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En caso de encontrar errores u omisiones,

por favor informar a fochoa@ing.uchile.cl
Modificado de https://www.servicethread.com/hs-fs/hubfs/Youngs%20Modulus.png?width=545&name=Youngs%20Modulus.png
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Esfuerzo de Corte y Deformacion

El corte induce cambios de forma. Se denota como t

* Formulacién equivalente a la de tension normal
* Mismas unidades que la tensioén normal

* Actua paralela a la cara del cuerpo solicitado

F

Ax

En caso de encontrar errores u omisiones,
por favor informar a fochoa@ing.uchile.cl 16
https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/thumb/d/d0/Shear_scherung.svg/275px-Shear_scherung.svg.png



Deformacion por Corte

Es el angulo de distorsion, segun plano desplazado

AX

En caso de encontrar errores u omisiones,
por favor informar a fochoa@ing.uchile.cl
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Sea el esfuerzo de tensidén o corte, en elasticidad la
deformacion producida y el esfuerzo aplicado son
proporcionales, y por lo tanto

Tension = Constante - Deformacion

En caso de encontrar errores u omisiones,

por favor informar a fochoa@ing.uchile.cl 18



Relaciones Esfuerzo-Deformacion
Ley de Hooke

Tension axial Tension corte

- ey

Modulo de Elasticidad

Modulo de Corte .

En caso de encontrar errores u omisiones,
por favor informar a fochoa@ing.uchile.cl



Coeficiente de Poisson

& gy _ gtransversal

Z 4 glongitudinal

En caso de encontrar errores u omisiones, 20
por favor informar a fochoa@ing.uchile.cl

https://www.educaplus.org/elementos-quimicos/img/ratio_poisson.svg



Coeficiente de Poisson

*v suele estar entre 0,2 y 0,3 en suelos

*v suele estar entre 0,25 y 0,35 en metales
 El maximo valor de v es 0,5

 Asume volume constante

En caso de encontrar errores u omisiones

e r errores [ : 21
por favor informar a fochoa@ing.uchile.cl



Coeficiente de Poisson y Modulos

E=2G(1+v)



Ley de Hooke Generalizada

En particular, cuando un cuerpo sometido a un estado tensién,
la ley de Hooke se generaliza:

e = £ [ox — (o, + 0,)]
1

Ey = B [O'y —v(o, + O'Z)]
1

e, = 2o, — v(ox + )]

En caso de encontrar errores u omisiones

e r errores [ : 23
por favor informar a fochoa@ing.uchile.cl
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Analisis de tensiones en un solido

Fuerza externa

Beltran (2015)

En caso de encontrar errores u omisiones,

por favor informar a fochoa@ing.uchile.cl 25



Estrategia para el Analisis de Tensiones

Un solido sometido a fuerzas externas se corta por un plano imaginario.

El equilibrio requiere fuerzas internas en el plano de corte.

La fuerza AP es la reaccidn interna.

. . AP, .
Oxx = lim —= 5 0y, = Al,}lr—I}OE ; Oxy = lim —

El primer indice se asocia al plano normal a la secciéon expuesta.

El segundo indice representa la direccién en donde actua la tensién.

En caso de encontrar errores u omisiones,

por favor informar a fochoa@ing.uchile.cl 26



Analisis de tensiones en un solido

Fuerza externa

Beltran (2015)

En caso de encontrar errores u omisiones,

por favor informar a fochoa@ing.uchile.cl 27



Analisis de Tensiones

033

T(€3)

032
T(e2)

0

En caso de encontrar errores u omisiones,
por favor informar a fochoa@ing.uchile.cl 28

https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/thumb/4/45/Components_stress_tensor.svg/1200px-Components_stress_tensor.svg.png



Analisis de Tensiones

* Tensiones perpendiculares al plano son tensiones normales
* Tensiones paralelas y sobre el plano son tensiones de corte
* Equilibrio implica:

v'Tres tensiones normales

v'Seis paralelas en plano de corte.

En caso de encontrar errores u omisiones,

por favor informar a fochoa@ing.uchile.cl 29



Analisis de Tensiones

0
T (e3) 33

T(e1)

o
Gl (5

T(e2)
o)

En caso de encontrar errores u omisiones,
por favor informar a fochoa@ing.uchile.cl 30
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https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/thumb/4/45/Components_stress_tensor.svg/1200px-Components_stress_tensor.svg.png



Tensor de Tensiones

* Es una representacion matricial de las tensiones.

Oxx Oxy Oxz]
[0] = |%yx Oyy Oyz
Ozx Ozy Ozz.

* Para mantener el equilibrio de momento o;; = gj;

Oxx Txy Txz

0] = |Txy Oyy Tyz
lxz Tyz 0Ozz]

En caso de encontrar errores u omisiones,
por favor informar a fochoa@ing.uchile.cl
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Transformacion de Tensiones a Otras Direcciones

* Obtener tensiones en planos arbitrarios.

. y
« Estado plano de tensiones. ®Z

y LT - :ﬂ’
0,7 =0 Lﬁtr ')H
0w T I~
— 1=

* Longitud unitaria en la direccidn z.

e Equilibrio de momento “_l m “_l M

Ty

En caso de encontrar errores u omisiones, 32
por favor informar a fochoa@ing.uchile.cl



En caso de encontrar errores u omisiones,
por favor informar a fochoa@ing.uchile.cl



X

y| )\ ap
X i

TTAA

En caso de encontrar errores u omisiones,
por favor informar a fochoa@ing.uchile.cl
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Rotacion de Tensiones a Otro Plano

Acos(0) - Py

Asin(0) P

En caso de encontrar errores u omisiones,

por favor informar a fochoa@ing.uchile.cl 9



Rotacion de Tensiones a Otro Plano

 Se considera una sumatoria de fuerzas en la direccidn horizontal.

z F, = —0,Acos0 — 1,,Asinf + o', Acosf — 7',,Asinf = 0

—0,,Acos0 — T,,Asing + Alc’cos8 — T’xysine] =0

'y
A
P X A*cos(0)
y Ch L.px )

A*sin(0)

, Py ‘
., X pX l!:rn.'\.
5, Otro plano
L En caso de encontrar errores u omisiones,
. : : F s 36
por favor informar a fochoa@ing.uchile.cl




Rotacion de Tensiones a Otro Plano

 Pero también, en x:

—0xAcosl — 1,,Asinb + Ap, = 0

Dy = 05C0SO + Ty, SIN0
 Analogamente, envy:

—0yAsing — 1,,Acost + Ap, = 0

py = 0,,Sind + 1y,,c050

En caso de encontrar errores u omisiones,

por favor informar a fochoa@ing.uchile.cl 37



Rotacion de Tensiones a Otro Plano

* Proyectando las tensiones encontradas en los ejes considerados:

0y = PxCc0sO + p,,sinf

Y
. f} {5
0'y = 0,€05%0 + 0,,5in*0 + 274, sinbcosb ‘ XK—» ,

— — —

Pl

* En el eje y’, existe una desangulacién de 90° respecto a x”:

2]

Py

A } 4
/ . . 2 2 .
‘ g’y = 0,5in“0 + 0y,c05°0 — 214,,5inbcosH KM&

En caso de encontrar errores u omisiones,
por favor informar a fochoa@ing.uchile.cl



Rotacion de Tensiones a Otro Plano

* El corte se expresa como:

!

T xy = —DxSind + p,cosd

 Reemplazando las definiciones de px y py se tiene:

Ty = Tyy(c0s?0 — sin®6) + (O'y — 0, )sinfcos6 ‘

En caso de encontrar errores u omisiones,

por favor informar a fochoa@ing.uchile.cl 39



Rotacion de Tensiones a Otro Plano

* Por otra parte:

1 — cos(26 1 + cos(26
sin%6 = ( > (26)) :sin26 = 2sina * cosf : cos?6 = ( 5 (26))

e Obteniendo

o', = (zeay) + (@) 0520 + T,y 5in26

r__ [(Oxtoy Ox—0y )
gy = ( > )+( x )COSZH — TyySIn2o

/ . O'y—O'x

) sin260 + 1y,,c0520

En caso de encontrar errores u omisiones, 40
por favor informar a fochoa@ing.uchile.cl



Tensiones Principales y Corte Maximo

* Importante saber las tensiones maximas y minimas.

* Se impone que:

!/
do

do

Oy — Oy\ .
—2( > )SmZH + 274y c05260 = 0

* Despejando, se tiene:

2
tan(20) = (0 T_xJ; )
x — Oy

En caso de encontrar errores u omisiones, 41
por favor informar a fochoa@ing.uchile.cl




Tensiones Principales

Plano donde la tension normal es maxima & corte se anula

En caso de encontrar errores u omisiones,

por favor informar a fochoa@ing.uchile.cl 42



Tensiones Principales y Corte Maximo

 Para el corte maximo:

dt'yy
ao

0

0y — Ox :
2 ( > )60529 — 2Ty Sin260 =0

* Obteniendo:

0, — O 2T -1
tan(26) = —— y=—( = )

2Tyy Oy — Oy

En caso de encontrar errores u omisiones,

por favor informar a fochoa@ing.uchile.cl 43



Tensiones Cortes
Maximas Maximos
ZTx 2 -1
tan(26’) — Y t 20 — Txy
(O'x - Gy) an(26) Ox — Oy

Entre los planos de tensiones y corte maximo existen 90 grados.
Como las expresiones trabajan con angulos dobles, se infiere que el

angulo que existe entre el plano de corte maximo y el plano de
tensiones normales maximas es 45 grados.

En caso de encontraf errores u omisiones, 44
por favor informar affochoa@ing.uchile.cl







Tensiones Principales y Corte Maximo

* Se tienen los dngulos y las expresiones de rotacion!

» Asi, las tensiones principales, y de corte maximo son:

, ox + 0y Ox — Oy)\? 2
(0 ) min—max = > T \ ( 5 ) + (TxY)

(T,xy)min—max — i\/(Jx Gy) (Txy)

* Existen 45° entre los planos donde ocurren.

En caso de encontrar errores u omisiones,

por favor informar a fochoa@ing.uchile.cl 46



Tensiones en el Circulo de Mohr

* Mohr propuso representacidon grafica

Ox + O Oy — O
a'x—(xz y):(xz y)c0529+r’xysin29

/ _(Ux—O'y

Txy = > )SinZH + TyxyC0S20

* Elevando al cuadrado, y sumando, se tiene:

(a'x - (=3 C’Y)>2 F () = (Z52) + (5

En caso de encontrar errores u omisiones,
por favor informar a fochoa@ing.uchile.cl
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Tensiones en el Circulo de Mohr

» La expresion anterior es el de una circunferencia, de la forma:

(U,x — a)z T (T’xy)z —

* Circunferencia de radio “b” y centro (0,a)

. . _ [OxtOy
A = 0 = Omedio — 5

b=R= (ax Gy) (Txy)

« “a” representa una tension media, “b” representa el radio de la circunferencia
En caso de encontrar errores u om|S|ones
. . . 48
por favor informar a fochoa@ing.uchile.cl



Representacion Grafica
Circulo de Mohr

Siempre
C1~>0,~>0 4

A
AR

%(01 + 02)

I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
[
>

En caso de encontrar errores u omisiones,
por favor informar a fochoa@ing.uchile.cl 49

https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/thumb/c/c7/Mohr_Circle.svg/1200px-Mohr_Circle.svg.png



Analisis de Deformaciones

Ev + & Ey — &
Ey! = 2 V72 Y 60526 A 7y Sin 26
2 2 2
Ev + & Ey — &
g, = XTEY EXTEY (heog TN gin0g
y 2 2 2
yx'y’ gx_g

— Y sin20 + 7Y cos 20
2 2

En caso de encontrar errores u omisiones,

por favor informar a fochoa@ing.uchile.cl =0



Analisis de Deformaciones
Circulo de Mohr

<

€

>
< g >|
Y
< —>| D
’8)(! Ey
0

w )]

Vxy/2

A 2

—(extey)/2 >

Yyl 2 f &

Cualquier error u omision en el contenido,

> :I (ex-gy)/2

51

por favor indicar a fochoa@ing.uchile.cl

s/ae3145/Lab2/strain-gage-rosette-theory.pdf

.gatech.edu/people/jcraig/classe

http://soliton.ae



Metodologia de los Polos

(c)

Vertical leg

of “L" parallel to my

L— Horizontal leg
of “L" parallel to 7y,

]

.g;((r]‘, (rl ‘)

Line parallel to 7,

((73. O)

SI("I I —(f”)

P es el origen
p | delospolos

Salgado 2005
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Metodologia de los Polos

Identificar tensiones en el circulo de Mohr
Los signos de las tensiones se asignan:
. Siguiendo la nomenclatura geotécnica
. Siguiendo la regla de la mano derecha
Proyectar los planos segun las tensiones
Interseccion de las proyecciones es el polo P
Indicar el polo P
Desde P, intersectar recta con circulo, obtieniendo (c,1)
Esta combinacién se da en el angulo que la recta tenga en la
interseccion con el circulo.



Metodologia de los Polos

Slempre
C,~>0,~>0 4



Metodologia de los Polos
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Metodologia de los Polos

200 kPa
50 kPa
50 kPa \
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SOkPa e
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Metodologia de los Polos

200 kPa
50 kPa
50 kPa \
50kPa
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Metodologia de los Polos
Ejemplo

\

200 kPa \

50 kPa

&\

50 kPa .-

"~ 20°

200 kPa

Tensién de corte, T

200

150

100 -

50 -

-50 -

-100 -

-150

-200

_______________________________________________________________________

0 50 100 150 200 250 300 350 400

Tensiéon normal, G,



nio 2020

Felipe Ochoa-Cornejo, Ph.D. - Ju

Metodologia de los Polos
Ejemplo

\

200 kPa \

50 kPa

&\

50 kPa .-

- 20°

200 kPa

Tensién de corte, T

200

150 -t

0 50 100 150 200 250 300 350 400

Tensién normal, G,



Metodologia de los Polos
Ejemplo

\
200 kPa \

/
50 kPa \@ )
@\ é;) kPa
50 kPa .- /%'

200 kPa
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"~ 20°

0 50 100 150 200 250 300 350 400
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Metodologia de los Polos
Ejemplo

\
200 - . :
\ | | |
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Metodologia de los Polos
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Metodologia de los Polos
Ejemplo

\
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Tensiones totales y efectivas
en el circulo de Mohr

7y

Pore pressure u

- -

F‘u(\— "7 ﬂ)
v u B ‘r'

Effective-stress Total-stress
Mohr circle Mohr circle




Gracias!



